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引言 指数 水 数 


在 数学 中 这 是 个 最 重要 的 函数 。 它 是 用 公式 来 定义 的 ， 对 每 
个 复数 :， 规 定 


1 ex pt2) 一 
(1) 六 村 


级 数 (1) 对 每 个 绝对 收 闵 ， 对 复 平面 的 每 个 有 界 子 集 一 致 收敛 . 
因此 , exp 是 连续 国 数 . (1 ) 的 绝对 收 钱 指出 了 荔 式 
生生 2 三 芭 1 -下 Sia Ey ob 
Ne 

是 正确 移 。 它 给 出 了 重要 的 加 法 公式 
(2) exp (a)exp (Dh) =—exp a+ 
吐 公 式 对 所 有 复数 4a 和 5 是 正确 的 . 

我 们 规定 数 e 是 exp(1})， 习 惯 上 常用 较 短 的 表述 式 e* 代替 
cxp(tz)。 福 意 , 由 (1) 可 得 

er—exp{0) =1 
定理 
(0) 对 每 一 个 复数 2 6 和. 


ee ee 
ht mp hr i 
ee ee EE ET EE ee ee ee moon 
a nr 


PE we PE ee 


50 基 束 儿 时 才 咸 六 


a Tree 
TT 


证 明 ”由 (2)， pt ee 其 次 
me Pe2 PC 


exp'(z) 一 


a 
A 


exXp(2) 
在 上 述 等 式 中 , 第 一 个 是 定义 , 第 二 个 从 (2) 得 到 , 而 第 三 个 从 
(1) 得 到 , 因此 证 明了 (8)， 


时 , e”->co0，(C6) 的 另 一 个 断 首 是 e*,e 一 的 结果 . 
对 于 任何 实数 (1) 表 示 e7 ,是 Ee 的 共 轿 复数 ， 轩 此 
16 一 en 一 en 4 一 
或 
(3) le™*|==1 (+ 是 实数 ) 
换 色 话说 ， 若 也 为 实数 ,出 ee 位 于 单位 加 周 上 ， 我 们 定 头 cost， 
sint 为 e' 的 实 部 和 卉 部 : 


(4) cosat 二 Relei!]，sint= 二 Im[e' 二 ] 【上 是 实数 ) 
车 对 等 价 于 (4) 的 Euler 恒等式 
(5) eit=cost|isint 
两 边 微分 , 并 旦 应 用 (8), 则 得 

cos'ti+isin't=ie!—=— sint +icost 
于 是 
[二 C05’=— sin, sin'-:- cos 


寡 级 数 (1) 给 旦 表示 式 
(7) cost 1 一 古人 一 本寺 


取 # = 2, 则 级 数 (7) 的 各 项 按 绝对 值 减少 ( 除 普 项 外 )， 而 且 它们 的 
符号 是 交错 的 , 因此 cos2 小 于 级 数 (7) 的 前 三 项 之 和 ; 于 是 c0s2 一 


一 计 ， 由 于 eos0=1 且 cos 是 实 轴 上 的 实 连续 函数 ， 履 可 斯 定 丰 


在 一 个 最 小 的 正 数 使 得 
630s80 二 0， 我 们 定义 
(C8) T=2i, 
从 (3) 及 (5) 得 到 si 加 = 士 1， 由 于 在 开 区 间 (0, fo) 上 
sin't =ecast 0 

和 sin0=0, 故 有 sinto>0, 因此 sinto==1, 而 且 
(9) eri/2—i 

由 此 可见 ,e"' 二 六 二 一 1，e*”i 二 {一 1)* 二 1， 且 对 每 个 正 整 数 
fi ei 二 1 同样 立即 得 到 (8); 
(10) E12 ps .peri pz 
车 # 二 x 十 记 , 和 为 实数 ; 则 =e”e; 因 下 1e?|=es， 著 87= 
1; 则 必须 有 ”二 1, 从 而 w=0; 根据 (10), 为 了 证 明 yf/27x 一 定 是 整 
数 , 上 只 要 证 明 当 0<<yg 二 2# 时 ,e311 就 是 够 了 ， 

设 0D<?y<<2r, 日 
(11) ex/=w+iv(u 各 是 实数 ) 
由 于 0<<3y/4< 12, 故 有 2&>0:e2>0， 同 拌 
(12) es (+iv)! =u -6u02 tv 4iuv (wu — 2) 
仪 当 友 = 如 时 , (12) 的 右边 才 戈 实数 ; 由 于 红 十 如 二 1 促 当红 二 如 
一 评 时 才 成 立 ,因此 (012) 表示 出 


eo 一 1] 半 1 


ss 3 » 


这 就 证 明了 (的 7 

我 们 已 经 知道 , 1->e*' 将 实 轴 了 喘 人 单位 圆周 内 , 为 了 证 明 ( 几 ， 
现 圈定 名 使 得 [ww| 二 1; 我们 将 要 证 明 ， 对 于 某 些 实 数 { 有 由 二 a, 
记 志 二 十 ip，% 和 4 为 实数 ， 而 且 首 先 埠 定 % 宇 0 及 ?20， 由 于 
wl, 则 x 的 定义 表明 存在 一 个 #4,0<f rf2, 使 得 cost = 二 w; 因 
而 sin 于 二 1 一 二 人 忆 ， 六 由 于 当 D017 时 有 sint 守 0, 帮 sint 
二 2， 国 此 如 二 车 

着 4<0 及 之 0, 则 一 庆 满 是 上 述 的 条 件 ， 因 此 ,对 于 某 些 实 
数 二 有 一 2 一 et 而 且 包 = 后 人 0。 最 后 ,车 w<0, 则 上 述 两 种 情 
况 证 明了 , 对 于 某 些 实数 二 有 一 也 = 二 e*， 因 此 w=e'tW 这 就 证 
明了 7， 

车 包 夺 0, 令 &% 二 加/ 多 | ,因而 名 == |J&， 和 根据 (ce); 有 一 个 实数 
Y 使 得 [w1 = 二 e*。 岂 于 [&|= 二 1， 则 (了 7) 证 明了 ， 对 于 某 些 实数 yg 有 
二 er 因此 台 =e”+ 这 就 证 明了 (8)， 且 完成 了 本 定理 的 还 
明 ， 


我 们 将 遇 到 (1 二 az2)-: 在 实 直 线 上 的 积分 ， 为 了 求 它 的 值 ,在 
(一 #12,z12) 内 , 令 P(t) 二 sint /cost， 根 自 (6) 有 9g'=1+w?. 因 
此 ，g 是 一 个 (一 x12，z/2) 到 (一 co，o0) 下 的 单调 增加 的 映射 ， 
而 且 得 到 


m RT si Pt RE 
ee 


第 一 章 抽象 积分 


大 约 干 九 世 纪 末 ,许多 数学 家 才 搞 清楚 , Riemann 积分 ( 微 积 
分 学 教程 中 学 习 的 内 容 之 一 ) 应 当 由 另外 一 种 类 型 更 广 省、 更 灵 
活 、 更 适合 于 处 理 极限 过 程 的 积分 来 代替 .在 这 方面 所 作 努 力 之 
”中 , 最 著名 的 有 Jordan, Borel, W.H. Young 及 Lebesgue, 而 Le- 
besgue 的 结构 终于 是 最 戌 功 的. 

简要 谎 来 , 其 主要 的 思想 是 ， 国 数 了 在 闲 区 间 Fe, 人 上 的 及 ie- 
mann 积分 能 够 用 和 式 


DF) mB) 
i=1 


逼近 , 共 中 再,,…,B, 为 不 相交 的 闭 区 间 ,; 它们 的 章 为 [a,8], m(B;) 
表示 8B; 的 长 度 , 而 4EEB,(i 一 1,2,,R8)。 Lebesgue 必 现 ， 妆 上 
面 和 式 中 的 集 电 ; 履 于 直线 上 较 大 的 一 类 子 集 ， 即 所 谓 “ 末 测 集 "”， 
而 且 把 所 考虑 的 请 数 类 扩大 到 所 谓 “ 可 注销 数 ” 时 ， 可 世 得 出 一 种 
完全 令 人 满意 的 积分 理论 .涉及 到 决定 性 的 集 论 前 人 性 质 如 下 : 任 
何 可 数 个 可 油 集 族 的 并 和 交 是 可 测 的 ; 每 一 个 可 测 集 的 余 集 也 是 
可 测 的 ; 而且, 最 重要 的 是 “长 度 "的 概念 ( 现 称 为 “测度 沁 可 按 这 样 
的 方法 推广 ， 对 于 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 每 一 个 可 数 集 旋 {8,)， 
都 有 

mE UEU EU )=m(E) tn Es) + mB) + 
各 的 这 个 性 质 称 为 可 数 可 加 性 , 

从 Riemann 积分 理论 过 渡 到 Lebesgue 积 分 理论 是 一 个 完 
化 的 过 程 ( 其 意 关 以 后 将 更 加 精确 地 镍 述 )， 它 在 分 析 上 如 同 从 有 

= 


理 数 系 构 造 实数 系 那 祥 有 同 振 根本 的 重要 性 。 

了 面 提 到 的 测度 各 当然 与 实 直 线 的 几何 性 质 是 密 切 相关 的 . 
在 本 章 中 ,将 介绍 关于 在 任意 集 上 任何 可 数 可 加 测度 的 Lebesgue 
积分 的 一 种 抽象 的 (公理 化 的 ) 狼 述 ( 芋 确定 闵 见 后 )， 这 个 抽象 理 
论 无 论 从 那 方 耐看 都 不 比 实 直线 上 的 特殊 情形 更 困难 ; 它 说 明 , 积 
分 理论 中 的 大 部 分 与 基础 室 间 的 任何 儿 何 (或 拓扑 ) 是 无 关 的 ; 而 
且 ， 它 当然 也 向 我 们 提供 了 一 个 广泛 有 用 的 工具 .我 们 将 在 第 二 
章 中 证 实 包括 Lebesgue 测度 在 内 的 一 大 类 测度 的 存在 ， 


集 论 的 记号 和 术语 

1.1 茶 些 集 能 用 别 出 它 们 的 元 素来 描述 ,例如 {31,*…, wr} 是 
元 率 为 fxs 的 集 ; 而 {2 } 是 仅 有 一 个 元 素 z 的 集 . 更 为 常见 的 
是 用 性 质 来 描述 集合 ， 对 于 具有 性 质 呈 的 所 有 元 素 < 的 集 记 为 

{wi PP} 

符号 儿 下 示 空 集 ， 族 及 类 这 些 词 在 使 用 时 与 集 是 同 义 的 . 

若 2 为 集 奸 的 元 素 , 记 zE4: 否 则 264， 车 下 是 4 的 子 集 , 即 
者 x#EB 赣 涵 着 xwE4, 就 记 BCA, 若 BC4Bd4C6， 则 4 B 车 
BC4 且 4 了 关 B， 则 B 是 4 的 真子 集 . 注意 ， 对 于 每 一 个 集 44 有 
多 CA 

有 UB 及 A 站 MB 分 别 为 4 与 的 并 及 交 ， 若 (4。} 蚌 集 族 , 其 中 
a 遍 取 某 个 指标 集 了 则 (4。} 的 并 及 交 记 作 

Ua a 
RI 
Ua. = {xY:XE4, 对 至 少 一 个 ac 站 


们 4.= te:zE4。 对 每 一 个 ae 及 


若 了 是 所 有 正 整 数 的 集 , 习惯 的 记号 是 
U4 及 和 门 4 
六 于 ~1 
车 {4.} 的 任何 两 个 集 没 有 公共 元 素 ， 则 {44,} 是 一 个 不 相交 的 
集 族 . 
记 4 一 刁 一 {g:zZE4,z 和 B+ 。 当 从 上 下 文 能 清楚 地 知道 是 对 哪 
一 个 比较 大 的 集 取 余 集 时 , 4 的 余 集 就 用 4' 来 表示 . | 
集 41,… ;A 的 笛 卡 儿 乘 积 再 Xx As x…:X 肌 是 全 部 # 元 序 组 
Can 604) 的 集 , 共 中 65EAi,b = 二 1 R. 
实 直 线 (或 实数 系 )? 记 作品 , 且 
Rt 二 RixwxRi 《无 个 因子 ) 
广义 实数 系 是 R' 加 上 两 个 符号 cc 及 一 co, 并 且 具 有 明显 的 顺序 .车 
一 qb 志 00, 其 亲 区 间 [a,; 四 及 开 区 间 (4, 5) 定 交 为 
[9,8] = 人 :CSY 扫 明 ，(Gy 外) 一 人 70<dO< 夫 
河 样 ， 记 
上 站) 一 《从 全 和 人 (有 = 
车 EC[ 一 ce, co] 且 如 二 匈 ， 则 在 [一 co, 0] 内， 加 的 景 小 上 界 
《上 确 界 ) 及 最 大 下 界 ( 下 确 界 ) 存 在 , 并 记 为 sup 召 及 inf 再 . 
有 时 ( 仪 当 supBEE 时 ) 把 supB 记 作 max 及. 
记号 
f: X->7 
意味 着 了 是 集 X 到 集 了 内 的 一 个 函数 (或 映射 ,或 变换 ); 即 对 每 个 
xEX, 了 确定 一 个 元 素 六 rz)ET。 若 4C 有 及 BCY， 则 4 的 象 及 B . 
的 逆 象 {或 原 象 ) 是 
fA) 二 {9:9 二 7) 对 基 个 5EA} 
f 0B)= {rw: f(r)EB} 
要 注意 ,虽然 吾 关 名, 但 六 :8 可 能 是 空 的 . 
ss Fs 


了 的 定义 瑾 是 和 ,了 的 值 域 是 六 瑟 )， 

车 7) 一 7， 称 了 把 玉 映 射 到 了 上. 

对 每 一 个 gE， 用 了 "(gy) 代 直 天 !{ 从 ?对 每 个 8E 了 7， 滥 
矿区 拉 下 多 由 一 点 组 成 , 则 了 称 为 一 、 一 的 ， 若 了 是 一 .一 的 ， 则 
广 : 是 一 个 国 数 ， 其 定义 域 是 A( 开 ), 而 值 域 是 耻 . 

车 天 :发 ~[ 一 oo, co] 且 CX, 则 习惯 上 记 必 supze zf(z*) 而 不 
是 supf(8). 

敬 f: 了 > 了 及 9: 了 >%, 则 复合 函数 go 天王 -> 名 用 公式 

(gof )z)= 9 (72)) (rEX) 
定义 ， 


可 测 性 概念 

可 测 函 数 类 在 积分 理论 中 起 着 基础 的 作用 ， 它 与 另 一 景 重 要 
的 函数 类 ， 即 过 续 函 数 类 有 些 共 同 的 基本 性 质 ， 记 住 这 些 相 似 的 
地 方 是 有 益 的 。 固 此 ,我 们 的 表述 是 按 这 样 一 种 方式 组 织 的 , 即 特 


”可 宰 函数 等 另 一 些 概念 之 间 的 类 似 性 ， 看 来 ， 当 这 种 处 理 方式 十 
分 抽象 时 ， 这 些 概 念 之 间 的 关系 就 显得 最 清楚 不 过 了 、 正 是 这 一 
点 (而 不 只 荐 为 了 追求 一 般 性 ), 促 使 我 们 来 探讨 这 个 课题 . 

1.2 定 光 

ta) 集 节 的 子 集 族 rt 称 为 了 上 的 一 个 拓扑， 壤 t 其 有 如 下 三 
个 性 质 : 

(Ci) 人 Er 及 ET, | 

(Gi) 着 ViEr,i = NM FN PN NN PEL 

Giii》 革 {Vs} 是 x 的 元 素 的 任何 集 族 ( 有 限 ， 可 数 或 不 可 数 )， 
则 U VerT, 


* 


{5) 芒 z 是 世上 的 拓扑 ,由 二 称 为 拓扑 空间 , 旦 = 的 元 素 称 为 
X 的 开 集 . 

te) 如 互 和 了 为 拓扑 空间 , 圭 了 是 豆 到 工 内 的 有 映射 ,者 对 工 的 
每 一 个 开 集 F， 廊 5CF) 是 下 的 开 集 , 则 称 了 为 连续 的 。 

1.3 定 闵 

tw) 集 世 的 于 集 族 踊 称 为 下 的 一 个 og -人 代数， 阁员 具有 如 下 
性 质 : 

(i} KEM. 

{ii)》 车 4E9, 则 deE 哮 ,其 中 省 是 4 关于 下 的 余 集 . 


(ii) 车 4= [4 且 4.< 呈 ，2 一 1 2, 3 …， 则 4E9 
修一 1 


(8》 车 喘 是 了 的 0 -代数 , 则 了 称 为 可 测 空 间 . 且 钢 的 元 素 称 为 
X 的 可 测 集 . 

(ec) 车 是 可 济 空 间 , 了 是 拓扑 空间 ,而 了 是 玉 到 了 内 的 映射 ， 
车 对 了 的 每 一 个 开 集 有, 广 !(F) 是 互 的 可 测 集 , 则 了 称 为 可 测 的 ， 

抒 术 语 “ 可 测 空间 ?应 用 到 序 对 (和 ， 归 ) 而 不 是 全 上 也 许 更 合 
适 些 ， 毕 竞 下 是 一 个 集 ， 并 及 牙 也 不 会 由 于 我 们 心目 中 同时 有 一 
个 由 其 子 集 构成 的 o- 代 数 而 有 任何 形式 的 改变 ， 类 似 地 ,一 个 拓 
扑 空间 是 一 个 序 对 (有 ,r+}， 但 如 果 这 类 事情 在 金 部 数学 内 有 系统 
地 去 做 的 话 , 则 术语 就 会 变 得 非常 不 方便 ， 我 们 将 于 1. 21 节 中 在 
一 些 较 大 的 范围 内 再 讨论 这 个 问题 . 

1.4 ”关于 定义 1.2 的 注 办 最 熟悉 的 拓扑 空间 是 度量 空 
和 间 ， 我 们 假定 对 度量 空间 已 有 所 了 解 ,但 为 了 完整 起 见 , 还 是 给 出 
基本 的 定义 . 

度量 空间 是 一 个 党 与， 在 此 集中 定义 了 一 个 具有 如 下 性 质 的 
距离 困 数 (或 度 最 )A: 

(9) 对 所 有 2, YER,0p(X, 拉 之 co. 


(58) 当 且 仅 当 “= 少时, Pp(%, 二 0, 

《ce) 对 所 有 罗 8E p(x, 的 一 PC 和) 

(9) 对 所 有 ,9 3ER, p(t yg) 所 p(x, 3) + Pp(2, 9). 

性 质 (@ 称 为 三 角 丰 等 式 - 

著 xEX 且 7 之 0, 则 以 % 为 中 心 , ? 为 半生 的 天 球 是 指 集 19yEX: 
p(s DT}. 

车 开 是 度量 空间 , 且 * 是 所 有 集 FCC 芋 的 集 族 , 刀 是 开 球 的 任 
意 并 ， 则 + 是 钱 内 的 拓扑 .不 难 证 明 ， 交 网 性 质 依 束 于 这 样 航 事 
实 : 若 YE 吾 站 五 。 其 中 吾 | 及 Bs 为 开 球 , 则 w 是 一 个 开 球 BC BI 门 B。 
的 中 心 ， 我 们 把 它 留 作 练 习 . 

俩 如 ,在 实 直 线 Br 上 ， 当 且 仪 当 一 个 集 是 一 些 开 区 间 (a,5) 的 
并 时 ,该 集 是 开 集 ， 在 平面 形 上 , 开 集 是 开 圆 盘 的 并 . 

我 们 将 常常 磁 到 的 另 一 拓扑 空间 是 扩充 了 的 实 直 线 
[一 0, sj]; 它 的 拓扑 是 通过 规定 如 下 的 集 为 开 集 来 定义 的 , 即 规 
定 (9; 如, [一 00,9), (ea ec] 以 及 这 种 类 型 开 区 闻 的 任何 并 为 开 集 . 

在 1 2 节 定 光 (o) 中 给 出 的 连续 性 定义 是 对 整体 而 言 的 , 通 党 
需要 定义 局 部 的 连续 性 , 即 若 对 fw) 的 每 一 个 邻 域 下 ， 对 应 有 x。 
的 一 个 邻 域 全 , 便 得 志 琴 )CF, 则 称 王 到 工 内 的 映射 了 在 点 jEX 
连续 . . 

“根据 定义 ,点 x 的 分 域 是 一 个 包含 点 x* 的 开 集 . ) 

对 于 谋 量 空间 ， 此 局 部 性 定 六 当然 与 习惯 上 的 e-6 定义 是 相 
同 药 . 

下 面 的 简易 命题 将 这 两 个 连续 性 定义 按 预 期 的 方式 联系 起 来 


了 . 


Tn 


tr 


证 明 莒 了 连续 旦 mmEX, 则 对 ze 的 每 一 个 邻 域 P, 六 5T) 
»* 0。 


是 mm 的 一 个 郭 域 ， 因 为 FDCPF, 故 了 在 ao 连续 . 

车 了 在 下 的 每 一 点 连续 , 且 六 是 了 的 开 集 , 则 每 一 点 zE 广 《中 
有 一 个 邻 威 本 。， 使 得 了 ,) CF， 因此 瑟 它 fT).， 由 此 可 见 
fF) 是 开 集 瑟 。 的 并 ， 所 以 广 !() 本 身 是 开 集 ， 因 面 了 是 连 
续 的 . 

1.6 关于 定义 1 3 的 注释 设 刀 是 集 开 内 的 oo- 代数, 由 定义 
1. 3 的 性 质 人 至 (ii 立即 得 出 如 下 事实 . 

(9 由 于 多 三 和 ,故人 (和 (区 浮 着 包 E 丙 . | 

(6) 在 (ii 中 取 4 一 dot 一 … 一 品 ， 我 们 看 出 , 者 4 三 和， 
T=, A A A EWM. 

te) 由 于 


站 4.=( U 全 ) 
故 玉 对 可 数 奕 (同时 对 有 限 交 ) 是 封闭 的 . 
(d) 由 于 4 一 B= 户 门 4, 车 4EW 及 BEM , 就 有 A BE 
前 组“ 是 考虑 到 这 样 的 事实 : (iii 要求 对 于 跑 的 元 的 所 有 可 
数 并 成 立 ， 落 (iii 只 要 求 对 有 限 并 成 立 , 则 玩 称 为 集 的 代数 . 
1.7 定理 设 了 和 多 为 括 执 变 间 ， 县 了 2 是 连续 的 . 


MT 。 芽 raranrcauvruroiraseouatereorvre 


避让 TT 


TT Eo 


re 


简 言 之 ， 过 谎 数 的 过 绒 国 数 是 思绪 的 ;可 测 东 数 的 思绪 函数 
古 可 再 的 
证 明 车 了 是 多 内 的 于 集 , 则 六 "(7) 是 了 内 的 开 集 , 且 
tp) = (9 (TD) 
若是 连续 的 , 则 如 1( 丰 基 开 集 ,因而 证 明了 (a). 
* 了 了 让 


车 了 是 可 视 的 ,如 训 1 四 是 可 测 的 , 因 丽 证 明了 (5). 
1.8 定理 设 % 和 wv 是 可 袖 空 间 邓 上 的 实 可 测 函 数 , 设 力 是 
平面 到 扩 扑 空间 于 内 的 连续 耻 射 , 月 对 xfE 贡 定 疼 


rp 


HT)= Pur), yi) 
则 名 > 了 能 可 宰 的 , 


证 明令 f7)= (ez KZ ， 则 了 将 基 映 射 到 平面 内 . 由 于 
有 == 路 -了 定理 1.7 指 代 ,内 要 证 明 卫 的 可 测 性 就 足够 了 ， 
若 五 是 平面 上 任 一 个 共 边 平行 于 坐标 名 的 开 长 方形 ， 则 瑟 是 
两 个 开 区 间 工 及 1 的 笛 卡 儿 飞 积 ,并 根据 半生 ww 和 w 的 假设 ， 
fCR) =% DN CT,) 
古 可 测 的 , 在 平面 上 的 每 一 个 开 集 玉 是 这 样 的 长 方形 B; 的 可 数 并 ， 
且 由 于 


f°1 (7 =f { U "有 UP 


因此 , 产 : 居 是 可 测 的 . 
1.9 设 和 是 可 讽 空 间 ， 下 面 的 命题 是 定理 1.7 和 1. 8 的 推论 : 
(4) 若 4 和 v 是 下 上 的 实 可 出 二 数 ,了 二 w 十 io, 则 了 为 下 上 的 
复 可 测 涌 数 . 
这 个 结论 由 定理 1 8, 令 人 (人 一 得 出 ， 


A 则 wb， 及 [天 都 是 世 


reap 


ee a a 


对 实 的 了 9 由 定理 1.8, 令 
{st) =att 
和 人 多 (8, 引 = 二 8t 得 出 ， 对 复 的 情形 即 由 (9) 及 介 ) 得 出 . 
(d) 医 是 内 的 可 测 集 ,县 
+ 12。 


1 当 YE 加 
BT) 0 3x¢E 


则 Xs 是 可 测 函 数 ， 
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ee 


证 明 令 百 ={w:f(z) 一 0}， 了 为 除去 原点 的 复 平 面 . 对 xsE 

了 , 定 关 wp(2) = 二 #11#|,; 且 令 
or)=pf rT et)) (XER) 

若 wEE,a(z) 一 1; 若 m8,a(tz) 二 (ZX)N1f(2)|.， 由 mp 在 了 Y 上 连续 
且 召 可 测 ( 为 什么 ?, & 的 可 油性 由 (6);() 及 定 青 1.7 得 出 . 

现在 指出 存在 大 量 的 5 -代数 . 

1.10 定理 车 寥 为 X 的 任意 子 集 效 ， 则 在 关内 存在 一 最 小 
的 0 -代数 负 *, 使 得 安 CD*. 

观 * 有 时 称 为 由 安 具 成 的 o- 代 数 . 

证 明 令 名 为 六 内 所 有 包含 突 的 09- 代数 现 的 族 ， 因为 苦 的 
全 体 子 集 的 集 族 是 具有 这 种 性 质 的 rc- 代数 , 故 马 非 空 ， 设 呈 * 为 所 
有 包 所 器 的 交 ， 显 然 , 家 所内 *， 且 只 * 含 于 每 一 个 包含 兖 的 和 -代数 
中 .为 完成 此 证 明 , 必须 证 明 嘻 * 本 身 是 -代数 . 

如 果 对 8 二 1 2,3;"，4,EM*, 且 如 果 台 EQ, 则 4E 邓 ， 周 
为 外 是 -代数 ,所 以 U AnE 入 ， 因 为 对 每 一 个 钢 EQ, 有 UU A, SW， 
袁 得 出 UAsEWM*.。 og- 代 数 定义 的 其 余 两 个 性 质 可 用 同样 方法 验 
证 . 

1 11 Borel 集 设 了 为 拓扑 空间 ， 由 定理 1.10， 在 卫 内 存 
在 一 个 最 小 的 5- 虑 数 腕 ， 使 得 开 内 每 一 个 开 集 孝 属 于 腕 ， 称 玉 的 
元 素 为 工 的 Borel 集 ， 

» 13. 


特别 , 闭 集 是 Borel 集 (由 定义 ， 它 是 开 集 的 余 集 ), 且 闭 集 的 
一 其 可 数 并 及 开 集 的 一 切 可 数 交 都 是 Borel 集 。 后 两 者 分 别称 为 
五 . 集 及 G, 集 , 并且 起 着 重要 的 作用 , 这 符号 来 源 于 Hausdorff. 字 
母 请 及 GG 分 别 几 于 闭 集 及 开 集 ， 而 6 用 于 并 (Summe).é 用 于 交 
《Durchschnitty， 例 如 每 个 半 开 区 闻 [e, 站 是 EB 内 的 一 个 G, 集 和 
一 个 可 : 集 . 

因为 委 是 vo- 代 数 ， 我 们 现在 可 以 把 六 看 作 一 个 可 宽 空 间 ， 而 
Borel 集 则 起 着 可 测 集 的 作用 .更 简洁 是 , 考虑 可 测 空 间 ( 了 X, 狠 ). 
若 拓 :下 -> 了 是 了 的 连续 映射 ,其中 了 为 任意 拓扑 空间 ， 由 定 闵 , 显 
然 对 了 内 每 位 开 集 7 , 太 :(PE 绍 ， 换 名 话说, 总 的 每 个 连续 映射 是 
Borei 可 测 的 ， 


CE ee 


， Borel 可 测 映 射 通 常 称 为 Borel 映射 ,或 Borel 函数 . 
1 12 定理 假设 敢 是 天 多 的 0 代数, 工 为 拓扑 裤 间 , 了 映 玉 
到 了 内 : 


(a) 如 果品 为 所 有 和 集 ECY 使 得 下 (8)E 驶 的 集 族 , 则 吕 为 了 


A rrrneveopeore mrorc 


如 果 了 可 副 且 瑟 为 了 的 Borel 集 ， Nf (BEY 


Ee i eh tt ep 


(9) 如 果 革 可 测 , 2 为 拓扑 空间 ,9: 了 > 为 Borel 映射 ,县 各 
末 二 9of, 则 加 XZ 可 测 ， 
Cc) 常用 来 作为 实 值 国 数 可 测 性 的 判别 蕉 则 (见习 题 切 ， 注 
意 , {中 推广 了 定理 1.7()， 
证 明 从 关系 式 
fF)= 
FF A)=—f (4) 
和 fA Ud) = CAD UF (AN) UY 
昌 14 - 


可 得 出 (4), 

现在 证 明 (2), 设 号 如 (四 所 规定 ; 了 的 可 测 性 草 涵 着 号 包含 了 
内 所 有 开 案 , 且 因 名 为 0- 代 数 , 名 包含 Y 内 所 有 Borel 集 . 

现在 证 明 (c), 令 如 为 所 有 ECL 一 oo, 十 co]， 使 得 1(B)EM 
的 集 族 . 选取 一 实数 a, 并 选取 a,<e 使 得 当 9->eo 时 ,as>%， 因 
为 对 于 每 个 %, (on, 00]ED, 由 于 


_- om 人 
f 一 cp cy 一 出 [一 se，or] 一 U (0 co 了 
n=i =l 


潭 (中 已 证 明了 如 为 o- 代 数 , 丰 出 [一 00,a)&9， 面 
(a, 8)=[— 00, PN (ag, oo0] 

也 有 相同 的 结论 ， 因 为 [一 2，oo] 内 的 每 个 开 集 都 是 可 数 个 上 述 
类 型 开 区 阿 的 并 , 故 只 包含 每 一 个 开 集 , 于 是 了 可 测 . 

现在 证 明 (qd), 令 VCZB 为 开 集 ， 则 8 :CO7) 为 了 的 Borel 集 , 且 
因 

Ey)=f1 (9 (7)) 

( 丰 指 出 (VEN, 

1.14 定义 设 {ar) 为 [一 00, co] 内 的 一 个 序列 , 令 
{1) 本 一 SUPTG Ger ty+2s 

{ 下 一 ,2 3， 


且 

(2) p=infib,, 5,, Bo 
我 们 称 8 为 gw} 的 上 极限 , 记 作 

(3) B=lim supa, 


容易 验证 下 列 性 质 ， 首 先 ;六 六 到 六 和 所 以 当 丰 >co 胖 ， 

下 ->63 其 次 ,存在 {qs} 的 子 序列 (aw,) 使 得 当 ioo 时 ,au >B, 昌 8 
为 具有 此 性 质 的 最 大 数 . 

类 似 地 定义 下 极限 :简单 交换 (1) 及 (2) 中 的 sup 及 inf. 注意 

1 上 


(4) lim infa, = 一 1im SuP( 一 am 


如 果 {tes 站 误 , 则 显然 有 
【5)] lim supas, =1im infe:=Iimea 
设 节 为 集 王 上 上 广 叉 实数 的 函数 的 序列 , 贴 婴 
(C6) (supfa) (x)=—sup (Ja?)) 
C7) Uim supfa) (2)}=1im sup(tfa (7)) 
来 定义 在 翌 上 的 因数 SUpj 及 lim supfn. 
如 果 
C8) fl7)= limfa (7) 


在 每 一 点 xEX 此 极限 都 假设 存在 ， 则 称 了 为 叙 列 {f。} 的 点 太极 
限 . 
1 14 定理 如 果 对 %5D23.. fo 站 一 250J 是 可 法 
的 ,此 
9=supf,, R=lim supf 


则 及 名 古本 测 的 . 


证 明 gg, oo]) = [后 1 ce])， 亲 此 由 定 理 1 12(e) 


推出 9 可 测 ， 当 然 , 以 inf 代替 sup, 同样 的 结论 仍然 成 立 , 
因为 
Din spe) 
由 此 得 出 万 可 测 
系 
(a) 每 个 点 胡 胶 化 的 复 训 测 消 数 序列 的 极限 基 可 测 的 . 


(5》 如 果 于 太 g 可 测 ( 值 域 在 [一 02， 二 5] 内); 则 max tf 纪 


EE be cp i A 


* I + 


及 mini 了 四 也 可 测 ， 特 别 ,函数 
1 二 max{f0} 及 广 一 一 min{f,0} 是 可 测 的 ， 
1.15 上 述 函 数 f' 及 广 称 为 了 的 正 部 和 负 部 我 们 有 |f1 = 
f° 和 ff* 一 下, 而 后 着 是 一 种 将 了 家 为 具有 某 种 极 小 性 质 的 ,两 
个 北 负 函数 之 差 的 典型 形式 : 
命题 苇 了 一 g 一 太 9g20 及 320 则 产生 用 三 < 
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证 明 由 了 9 及 DSS9 显然 有 max 0 天 9. 


简单 函数 
工 .16 定义 “在 可 测 空 间 民 上 ， 值 域 仅 由 [0, 0) 内 有 限 个 点 组 成 
的 函数 s 称 为 简单 函数 ， 

( 右 时 称 具有 有 限 值 域 的 任意 函数 为 简单 函数 是 方便 的 , 然而 
我 们 二 要 感 兴趣 的 还 是 上 述 情况 ， 注 意 ， 我 们 从 简单 函数 的 秆 中 
明显 地 排除 了 co. ) 

如 果 go 为 简单 函数 s 不 同 的 值 , 是 令 4;= {x:s(x)= 
ai), 显然 


用 
EE 
t=1 


在 这 里 ,按照 1.9 (中 所 定义 ,是 4; 的 特征 半数 . 
同样 显然 的 是 , 当 且 仅 当 每 个 4; 可 测 时 ，s 是 可 测 的 . 
1.17 定理 法 六 天 [0ecc] 可 调 ， 则 存在 互 上 的 简单 可 测 


0 Snes 
(6) 对 每 个 xEX, 当 n>00, sn(z) > 了 (7 
证 明 对 8 二 1,2,3,…, 及 11<n2", 定 义 


(1) l(a 


2 
» 7 


并 耳 令 


将 
< 一 人 一] 


(2) sn 一 全 ， D+ Kas HAXF, 
f=1 


定理 1.12( 丰 指出 吾 ,,; 及 下 , 均 为 可 测 集 ， 容 易 看 出 前 数 (2) 
满 足 ! 辐 ， 贞 使 得 拓 z2)< 拓 oo, 则 冰 呈 足够 天 时 ，sa 六 ao 一 2 
若 Fo 一 co, 则 su(z) = 二 R82 这样 就 证 明了 (5). 

应 读 看 到 ， 若 了 有 界 ， 上 述 构 造 将 给 出 一 个 一 致 收 误 的 序列 
{sn}, 


测度 的 初等 性 质 
1.18 定 党 . 
(aq) 正 袖 度 为 一 定义 在 0 代数 负 上 的 函数 ,其 值 域 在 [0, co] 


nn 


则 
{1) | D4)-Eeo 
为 避免 麻烦 , 我 们 假设 至 少 对 一 个 AEM, 4 (4) 之 oo0. 

(5) 测度 空间 是 一 个 可 油 空 间 具 有 定义 在 其 可 测 集 的 0- 代 数 
上 的 正 测度 . 

(e) 复 测度 是 定义 在 一 个 0- 代 数 上 的 复 值 可 数 可 加 因数 . 

注 : 我 们 称 作 正 测度 的 正好 是 通常 的 测度 ， 为 了 强调 起 见 我 
们 才 加 上 个 * 正 " 字 ， 若 对 每 个 BE, p(B) 一 0, 根据 我 们 的 定义 ， 
上 & 还 足 正视 庶 ， 对 正 测 询 取 cco 什 是 允许 的 ， 但 当 我 们 讨 到 复 测度 
4 中, 对 每 个 BE 归 ，# (CB) 要 理解 为 复数 ， 当 然 ， 实 测度 构成 了 复 
测度 的 一 个 子 涩 . 

上 19 定理 设 臣 为 了- 代数 驳 上 的 正 型 度 ， 则 
» 18 » 


(9) 4(@)=0. 


re 
te pe 相交 革 人- 抽 村 从 二 本 涉 二 本 
站 本 


Te rerrreroeeerverror vote 


re 
ee 


Te 


县 LCA 有 限 , 则 当 n 忆 0 时 ,#2(45) 这 4, 

如 证 明 将 指出 的 , 这 些 性 质 除 (c) 外 ， 对 复 测度 也 成 立 ; (5) 称 
为 有 限 可 加 性 ; (c) 称 为 单调 性 . 

to) 取 A4E， 使 得 上 (4) 二 oo, 在 118(1) 中 , 取 #, 二 4， 态 
于 二 4s 二 二 江 . 

(5) 在 1.18( 中 到 4 一 ds 一 …… 一 澳 

(c) 由 于 B=AU (B 一 人 及 4 站 (了 一 4= 候 ,可 看 出 ( 细 董 洱 
着 KB) 一 上 4) 十 4(B 一 4) 演 下 (4)， 

( 鸭 令 Bi 一 A(， 且 对 % 二 2,3,4,， 令 BB 二 As 一 4-1。 则 


BE iAj 时 ,BNB;-0, Ah,=BiU UB,., 有 A4= UB 
EE 
因此 
pw=Y utB) 而 4(4) = DIB,) 
= j=1 
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根据 无 穷 级 数 和 的 定义 得 出 (@)， 
(Ce) 令 C= 二 A1 一 4.， 则 COCOCO CEC. 
HOn) = AD) — KA) 
4 一 4= UC 于 是 由 (本 得 出 
HAD — (A) = (4 一 4) =—lim HAC) = H(A) — lim | 
这 就 推出 C8). 
1.20 例 如 我 们 将 四 到 的 ， 有 趣 的 测 府 空间 的 构 井 缕 求 做 
些 艰 昔 的 工作 ， 的 而 , 可 以 立即 给 出 少数 浅显 的 例子 ， 
(9) 于 为 任意 集 ， 对 任意 CC 了 ， 若 局 为 无 窍 集 ， 定 浆 4(E) 
三 0, 当 加 为 有 限 集 时 , 令 ju( 团 为 的 虚数 .这 个 上 称 为 上 的 计 
数 测度 . 
(5) 固定 meEX。 对 任意 CCX, 党 jESE, 定义 4( 妈 =1; 车 
og 四 ,定义 h( 加 二 0， 这 个 上 区 为 集中 在 中 的 单位 质量 ， 
(e) 令 是 集 代 ，2,3，…} 上 的 计数 视 度 , 令 4 一 {n,n 十 1 
总 十 2 网 但 有 4 二 攻 , 和 但 对 %=1,2,3,…, Ad = co0， 这 表 胃 
定理 1. 19(e) 中 的 假设 
uiAD) eo 
. 并 非 多 余 的 . 
1.21 关于 术语 的 注释 ”人们 经 常 看 到 把 淹 度 空间 看 成 是 
“三 元 序 组 "(下 , 喘 , 4 ), 洪 中 蔚 为 集 ， 疯 为 五 内 的 0- 代 数 , 而 点 为 
定义 在 现 上 的 测度 ， 类 似 地 , 可 测 空 间 是 * 序 对 ?”( 开 ,时 )， 这 电 然 
有 点 多 余 , 但 在 逻辑 上 完全 正确 , 通常 也 是 恒利 的 . 例如 在 (X, PD) 
中 , 集 到 仅 是 电 的 最 大 元 素 . 因 此 我 们 老 知 道 Ji， 也 就 知道 了 己 
类 似 地 , 根据 定义 ,每 个 测度 都 有 一 个 o- 代 数 作为 它 的 定义 域 ,于 
是 我 们 疹 知 道 测 谋 & ,也 就 知道 作为 的 定义 域 的 o- 代 数 钢 ， 那 末 
作为 go- 代 数 馆 的 最 大 元 素 集 了 也 就 知道 了 ， 
因此 ,使 用 瘟 “ 设 为 一 测度 ”, 或 者 当 我 们 在 问题 中 适 刻 强调 
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c -代数 或 这 集 的 时 候 说 * 设 & 为 沈 上 的 测度 "或 “ 设 为 了 上 的 测 
度 " 这 类 表达 语 , 那 是 完全 合理 的 . 

虽 在 逻辑 上 不 大 有 意义 但 在 习惯 上 (我 们 通常 都 是 顺从 数学 
上 的 习惯 而 不 是 起 辑 ) 总 是 说 * 设 全 为 测度 空间 ”; 这 里 着 重 的 并 不 
在 于 集 ,而 在 于 测度 ， 当 然 , 在 使 用 这 种 说 法 时 , 我 们 总 是 默认 , 有 
一 个 定义 在 的 某 个 o- 代 数 上 的 测度, 而 它 正 好 是 我 们 实际 上 要 
讨论 的 . 

类 似 地 ,一 个 拓扑 空间 乃 是 一 个 序 对 (了 ,器 , 此 处 为 集 X 上 
的 拓扑 ， 并 且 有 意义 的 东西 是 在 * 中 而 不 是 在 了 中 ， 但 述 及 时 仍 
悦 成 “拓扑 空间 互 ” 

全 部 数学 中 均 使 用 这 种 默契 ， 大 多 数 的 数学 系 线 都 是 由 一 些 
集 , 连同 某 些 特定 的 子 集 类 或 者 某 些 二 元 运算 或 者 其 些 关系 (要 求 
它们 具有 某 些 性 质 )，、 根 据 需要 , 人 们 可 以 列举 出 它们 ， 然 后 把 这 
个 系统 作为 序 对 ， 三 元 序 组 等 等 来 描述 ， 例 如 实 直 线 可 搞 述 为 四 
元 序 组 CR, 十 ,…, 过 ), 此 处 十 , -， 及 过 铀 是 完备 阿 基 米 德 (Archi- 
medes) 有 序 霹 的 公理 ， 然 而 , 我 敢 打赌 ,只 有 极 少 数 数学 家 才 想 把 
实数 域 看 作 四 元 序 组 , 


[0, oo] 中 的 算术 运算 - 
1 22 在 整个 积分 论 中 ， 不 可 避免 地 要 遇 到 ce， 一 个 理由 是 
希望 在 无 限 训 度 的 集 上 能 够 积分 ; 毕 竞 , 实 直线 有 无 限 长 . 另 一 个 
还 由 是 ,即使 最 初 只 对 实 值 范 效 有 兴趣 , 但 是 一 个 正 实 函数 序列 的 
上 极限 或 一 个 正 实 函 数 序列 的 和 在 某 些 点 却 很 可 能 是 eo， 而 当 这 
种 情况 发 上 生 时 , 人们 不 得 不 作出 一 些 特殊 规定 , 这 将 在 很 大 程度 上 
表 拓 如 定理 1 26 及 1. 27 那样 的 优美 性 , 
我 们 定 浆 ,如果 0<sq<sco, 则 二 ce=cce 二 ea 一 co, 且 
2 


co， 当 0<o 入 9 
0， 当 g 一 0 

实数 的 和 及 积 当然 用 通常 方法 定义 

定义 0. oo 一 0 似乎 箭 奇 尾 , 然而 , 用 这 定义 不 玲 验 证 , 在 [0, 0] 
内 交换 律 ,结合 律 及 分 配 律 都 是 无 条 件 成 立 的 . 

对 待 消 去 律 则 蓝 外 心 处 置 : 仅 当 es<oo 时,，a 十 2 一 a 十 < 才 强 
洱 着 8= ec; 仅 当 0<a<<oo 时 , 98 二 oe 才 草 涵 8 一 o. 

广 意 ,下 列 有 用 的 命题 成 立 : 

如 果 0 入 q 入 9 及 0 六 间 太 六 or20 县 2 则 oo 
ob. 


oo=ooa=| 


把 这 个 命题 和 定理 1. 17 及 1. 14 结 全 起 来 ,可 以 看 出 到 [0, co] 
内 的 可 测 困 数 的 和 及 积 是 可 测 函 数 ， 


rr 


正 范 数 的 积分 

本 书 中 ,是 为 集 久 的 or- 代 数 ,为 驶 上 的 正 测度 . 

1.23 定义 如果 * 为 X 上 的 可 济 简 单 函数 , 形 如 
(1) s= Fax 

[i 
此 处 ch …;as 为 8 的 不 同 的 值 (与 定义 1 16 比较 ), 且 如 果 BE 钢 ， 
定义 
(2) | su = Dosn( ANE) 
i=} 

此 处 用 到 约定 0.co=0; 因 可 能 对 某 个 m=0 征 ju(AiNB)=o0. 

和 如果: 和 ->F0, co] 为 可 测 , 且 盏 E 时 ,定义 : 
(3) | ,fan= sup| sen 

站 要 


这 上 确 界 取 遍 所 有 使 得 0<<s<<f 的 简单 可 测 函 数 a, 
* 22 + 


(3) 的 左边 称 为 了 在 马上 关于 测度 上 的 Lebesgue 积 分 ， 它 
是 [0, co] 内 的 一 个 数 . 


注意 , 当 了 是 简单 函数 的 时 候 , 表面 上 得 到 了 | f3k 的 两 个 定 


义 , 就 是 (2) 和 (3)， 然 而 , 它们 得 到 的 积分 值 是 相同 的 ， 因 为 在 这 
种 情况 下 ,出 现在 (3) 右 边 的 遂 数 s 中 , 了 是 最 天 的 . 

1. 24 下 列 命 题 是 定义 的 直接 推论 ， 其 中 出 现 的 函数 和 集 ， 
都 假定 是 可 测 的 : 

Ca) 如果 0<f<g9, 则 | fan<| gdp. 


ee re ee ee 


er 


ea lene te fan 
(9) 如 果 对 所 有 2SEE,f(x) 二 0， 即 使 J(8) 二 co, 也 有 
), fap=0, 
Ce) 如 果 p(B) 二 0, 即使 对 每 个 2EB, f(z) 二 oo, 也 有 


EEL po pei ee fe 


re, 


基 后 的 结果 表明 ， 我 们 能 把 我 们 的 积分 定义 限制 为 在 全 部 
上 的 寻 分 而 不 拓 去 一 般 性 车 要 在 子 集 上 积分 , 我 们 可 以 用 (f) 作 
为 定义 。 提出 奢 一 方式 作为 定义 , 纯粹 是 一 种 爱好 . 

在 此 要 注 骨 ， 宙 度 空间 芯 的 每 个 可 测 子 集 吾 可 以 用 完全 自然 
的 方 革 重新 构成 一 个 测度 空间 : 新 的 可 测 集 简单 地 说 , 就 是 含 在 百 
内 的 互 的 可 测 子 集 ,除了 它 的 定义 域 受 限制 之 外 ， 测 度 并 不 改变 . 

33 + 


这 再 次 表明 ,一 量 我 们 在 每 个 测度 空间 上 定义 积分 之 后 , 就 自动 地 
定义 了 可 测 空 间 的 每 个 可 测 子 集 上 的 积分 , 

1.25 命题 设 s 和 + 为 X 上 的 可 测 障 单 罗 数 ， 对 EN 
定义 


(1) p(B)=| aa 
则 为 中 上 的 测度 、 同 时 
(2) j Grpan=| san 十 | ia 


《这 个 命题 包括 定理 1. 27 及 1. 29 的 特殊 形式 , ) 
证 明 如 有 果 8 象 在 定义 1, 23 内 一 样 ， 且 8B,, 8;， 为 中 的 互 
不 相交 元 素 , 其 并 为 豆 4 的 可 数 可 加 性 指出 


PB)= Zap(ANE)= 之 .ci Ai NB) 


= Da HA NE, )= eB) 


人 加] = 
同样 , p( 芝 )==0, 因 此 不 恒 等 于 cc， 
其 次 设 8 局 前 面 一 样 ， Bi …， 有 .是 上 的 不 同 的 值 ， 且 令 也 一 
{EF) = 二 Bj)}， 若 Bi 一 A; 门 Bj, 则 


| Get tap= (mt Bu) 


{sant |,, tdp = ( Bis) + Bip(Bis) 


于 是 用 ij 代 检 革 时 , (2) 成 立 ， 因 为 卫 是 不 相交 的 集 8,;(1<i 志 
#1 二 jn) 的 并 , 我 们 命题 的 前 半 部 草 炙 着 (2 成立. 

现在 达到 理论 的 丰 趣 的 部 分 ， 它 的 最 显著 的 特点 之 一 是 利用 
它 可 以 有 把 所 处 理 极限 和 运算. 
ea 2。 


1.26 Lebesgue 单 调 收 你 定理 ” 没 好 ,) 是 一 个 了 上 的 可 测 


未 数 序列 ,个 定 。 
(a) 对 每 于 一 个 w 忆 四， og, (2) Sfi(n) S00. 


Cr 人 re 


Te ee 


证 明 因为 | 所 |f44 存 在 一 个 aE[0,o0) 使 得 当 %->co 时 
(1) | fan—>a 


根据 定理 1. 14, 了 是 可 济 的 ， 因 为 和 <f, 克 对 每 个 壤 有 |f。<<|f 
因此 (D 昔 泗 
(2) a<| jan 


设 s 是 使 得 0 委 s 委 了 的 任 一 简 意 可 油 函 数 , 设 c 是 一 个 常数 ， 
0<ce<l,[ 定 交 
(3) Bs— {tftr) esr)) {R=1,2,3,***) 
每 一 个 吾 , 是 可 袖 的 , 琅 /C 如 CC…， 且 玉 = BB， 为 了 看 轩 这 
个 等 式 , 考 虑 XEXR; 车 f(z)=0, 则 weEBi; 车 f(x)>0, 因 为 < 过 1 
则 es(2) 之 2) 因此 对 基 个 %, xzE 吾 .同样 有 


(0 | Pan>| fade sdp Ge=123…) 


令 n>09, 应 用 命 古 1. 25 和 定理 1.19(Q) 于 (4) 的 最 后 一 个 积分 . 
结果 足 


(5) co| ad i 
时 


因为 45) 对 每 一 个 <1 成 立 ,地 
s 75 » 


《6) «>| sa 
对 满足 0<s<<f 的 每 一 个 简单 可 测 函 数 s 成 立 ， 因 此 ， 
(7) a>| fan 
此 定理 从 (1), (2),(7) 得 出 ， 
1.27 定理 如 果 对 =1,2,3,…,f: 革 之 [0, co] 是 可 测 的 ， 


A neroTirurormwne nrerororerererarern 


且 

(1) f(z)= Ss) (EX) 
购 

(2) {fap = > | pan 


证 明 首先 ， 象 在 定理 17 一 样 ， 奉 在 简单 可 测 函 数 序列 
他 用， 地, 使得 8: 二 sf->fa， 洲 5; 二 8 十 8 则 8: 一 用 十 f2, 单 
调 收敛 定理 连同 命题 1. 25 一 起 指出 


(3) | cr+rfoan= | fant| fan 


其 次 , 令 gy 一 下 十 … 十 fw, 序列 人 {9x} 单调 地 收 北 于 了， 车 我 们 
应 用 归纳 法 于 (3), 看 出 


(4) [gee = Dl fan 


亚 一 次 应 用 单调 收敛 定理 ,得 到 (2》)， 这 就 完成 了 证 明 ， 
若 设 是 可 数 集 上 的 计数 测度 ,定理 1. 27 是 一 个 关于 非 负 实 
数 的 一 重 级 数 的 结论 ( 它 当 然 能 用 初等 方法 证 明 ): 


ee a ee ere are 
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1.28 Faton 引 理 ”如果 对 每 一 个 正 整 数 %, f,: 和 >[0, cc] 
是 马 济 的。 则 
(1) 二 (im inffJdus<ctim inf | frap 六 Ga 


(1) 中 严格 不 等 式 是 能 出 现 的 , 见习 题 8. 
证 明 令 
(2 g(r) =inff, 《2 (R=1,2,3,"; TET) 
[9 
pl 负 委 万, 所 以 
(3) | means<| pan (=1, 2.3, 


同时 , 0 所 旬 委 名 和 …, 根据 定理 1. 14, 每 一 个 外 是 可 测 的 , 且 由 定 

、 关 1.13, 当 > 时 ,gz 一 1lim inff(zy。、 所 以 单调 收 丝 定理 指 

出 , 尝 & >co 时 ,13) 的 去 边 赵 于 (1 的 左边 .因此 从 (3) 担 到 (1)。 
1. 29 定理 披 定 志 瑟 [0 ee] 是 可 铀 的 , 且 


0 op( 吾 ) 一 | an (BEM) 
则 是 加 上 的 一 个 测度 ， 且 
(2) | ,ear =| gfan 


对 其 值 域 在 [0, ceJ 了 内 的 互 王 的 每 一 个 可 测 乓 数 9 成 立 ， 
证 明 设 吾 ,二 ， 吾 是 时 的 不 相交 的 元 ， 他 们 的 并 是 罗 
考 赛 


(3) Xsf = xf 


4=1 


(4) p(B)= | Xafaus p(B)=| x afan 
于 是 从 定理 1.27 得 到 


(5) p(B)= > p(B) 
1=1 


因为 g(%) 一 0,(5) 证 明了 yp 是 一 个 测度 . 

其 次 , (1) 指 出 对 EM, 当 9 一 Xe 时 (2) 总 是 成 立 的 ， 因 此 (2) 
对 每 一 个 简单 函数 成 立 ， 而 一 般 情 况 则 从 单调 收 比 定理 可 以 
得 出 . 

评注 定理 1.29 的 第 二 个 断言 有 时 写成 
(6) dp=fadn 
的 形式 ， 我 们 不 给 符号 dg 和 dh 以 独立 意义 ，(6) 仅 仅 意味 着 (2) 
对 每 一 个 可 届 的 92>0 成 立 ， 

定理 1. 29 有 一 个 非常 重要 的 着 定 理 , 即 Radon-Nikodym 定 
理 , 将 在 第 六 党 肉 证明， 


复 苞 数 的 积分 


象 以 前 一样 , 在 这 节 里 # 是 在 任意 可 测 空 间 了 上 的 正 测度 . 
1.30 定义 ”我 们 定义 (jg) 是 所 有 使 得 


| fiance 


的 ,六 上 的 复 可 测 函 数 了 的 集 族 . 

注意 , 象 在 命题 1. 9(5) 所 见 到 的 一 样 ，f 的 可 测 性 蕴涵 着 | 了 | 
的 可 测 性 ， 因 此 上 面 的 积分 是 确定 了 的 ， 

万 ( 上 的 元 素 称 为 (关于 六 的 Lebesgue 可 积 函 数 或 称 为 可 求 
和 函数 ， 指 数 1 的 含义 将 在 第 三 章 闸 明 . 

131 定义 若 J=w+iv， 这 里 w 和 v 是 了 上 实 可 测 函 数 


ss ZR 和 


车 ELK4), 对 每 一 个 可 测 集 加 定义 
(1) | ap 一 ea 一 ae 一 让 an 

象 在 1.15 池内 定义 的 一 样 ,这 里 w 和 二 是 芭 的 正 部 和 负 部 . 
o+ 和 呈 从 5 类似 地 得 到 ， 这 四 个 国 数 都 是 实 的， 可 测 的 和 非 负 
的 。 因 此 , 根据 定义 1. 23, (1) 右 边 的 四 个 积分 存在 ,而 且 有 必 < 
[x| 志 | 了 | 等 等 , 所 以 这 四 个 积分 的 每 一 个 都 是 有 限 的 ， 于 是 (1 定 
义 了 左边 的 积分 为 一 个 复数 ， 

有 时 候 , 定义 一 个 值 域 在 [一 oo, ce] 中 的 可 测 函 数 上 的 积分 为 
(2) [far =| Fan | Fan 
也 是 合情合理 的 ， 如 果 (2) 的 右边 的 积分 至少 有 一 个 是 有 限 的 , 这 
时 (2) 的 左边 则 是 在 [一 0, co] 内 的 一 个 数 ， 

1.32 定理 假定 了 和 9EL4)， 且 & 入 是 复数 ， 则 好 十 
BgeD(n), 有 
(1) [af+ pnau=a| fau+p | ga 


Te norererorrre mepvvoreremreraturorir 一 arroiooreurorerrrecre Un ee 


证 明 of 十 Bg 的 可 油性 从 命题 1.3(e) 得 出 ， 根 据 1. 24 节 和 
定理 1. 27, 有 


| .ef+pelans| clallfi+I8HslDae 
= lai| Jan+ 16 | | glen<e 


于 是 af+BgeD (AD)， 
为 证 明 (1), 显然 只 村 证 明 


(2) | .G+oan=| faut | gap 
和 
(3) J (ep an=a) Fan 


ss 2Z9 * 


就 够 了 .并且 若 (2) 对 五 (jy) 内 实 的 和 8g 成立，(2) 的 一 般 场 合 
也 即 得 出 . 
承认 这 一 点 之 后 , 令 天 = 了 9 就 有 
eh =f fg 


或 

(4) r++ =f++g' + 
根据 定理 1.27, 有 

(5) Pr le = [r++ 


因为 这 些 积分 的 每 一 个 是 有 限 的 , 通过 移 项 就 可 以 得 到 (2). 

当 % 宇 0 了 时， 从 命题 1.24(e) 可 得 到 (38)， 利 用 关系 式 (一 夫 * 
二 ,容易 验证 当 &@= 一 1 时，(3) 也 成 立 ， 对 %= 的 情况 也 蚌 容 
易 十 明 的 : 者 f=w 二 iv, 则 


TR 
=i|f 


这 些 情况 同 (2) 合 在 一 起 , 我 们 得 到 对 任意 复数 a, (3) 成 立 ， 
1.33 定理 i 则 


A Aeroreererorerr 


ee 


证 明 op 因为 z 是 一 个 复数 ， 存 在 一 个 复数 


le[ 一 1， 使 得 ss 一 1 ， 设 2 是 上 前 实 部 ， 则 asjafl=1fl， 因 
此 


| far | =o| fan =| sjar = | vip | fla 


因为 前 而 已 指出 |cjau 是 实数 ,故土 曾 等 式 的 第 三 个 等 号 成 立 . 


em 了 De 


我 们 用 另 -- 个 恒 要 的 收敛 定 理 结束 这 一 节 . 
1 34 Lebesgue 控 制 收 人 定理 假定 {f-) 县 一个 关上 上 的 复 
可 测 六 数 序列 , 使 得 


《1) f(z) = limf, (2) 

对 每 一 个 ze 入 存在 ， 江 存在 一 个 函数 gEZP(z) 使 得 

(2) Halz)i S92) (n=1,2,3,.3rET) 
则 1 

(3) lm| 4 [六 一 Fw = 

并 且 

【4 tm| fdr = -| fan 


Ep 


证 明 因为 {f1 二 9 且 了 是 可 测 的 , 故 fe Cn). 因为 I 一 用 
29, 把 Faton 引 [理应 用 于 函数 29 一 fs 一 | 得 到 


| .2dr Simint| (29—1f,—f1 a 
=| 29du + liminf(—{ 17,—f tar ) 
=| 29dp —limsup| If fien 
因为 | ge 是 有 限 的 , 从 两 边 减 去 它 , 便 得 


(5) lim sup| |f,—fldu <0 


车 一 个 非 负 的 实数 序列 不 收 分 于 0, 则 它 的 上 极限 是 正 的 , 于 
是 (5) 列 渔 着 (3)、 把 定理 1. 33 应 用 于 f, 一 f，(3) 便 表 涵 着 (4)， 


零 测 集 所 起 的 作用 
1. 35 定义 设 已 是 对 于 点 z 可 以 具有 或 者 不 具有 的 一 种 性 


本 下 中 


质 ， 璧 如 ， 若 了 是 一 个 给 定 的 函数 ， 妃 可 以 是 性 质 “7(o) > 六 若 
好 中 是 给 定 的 函数 序列 ,P 可 以 是 和 性质“ 4fw(z)) 收敛 ” 

如 果 岂 是 一 个 rr- 代数 归 上 的 测度 .BE 路，“P 在 马上 几乎 处 
处 成 立 “( 简 记 为 “P. a. 6. 于 吾 ) 这 和 旬 话 意味 着 : 存在 一 个 入 E 哎 ,使 
得 wtN) 二 0, NCB. 并 且 P 在 8 一 N 的 每 一 点 上 成 并 .当然 "几乎 
处 处 ”这 个 括 念 非常 强烈 地 依赖 于 所 给 定 的 测度 当 明 确 要 求 指 
出 出 谋 的 时 候 , 我 们 将 记 作 “ae [2]”， 

例如 ,如果 f 和 8 是 可 袖 隔 数 ,并 且 当 
(1) HCTF TEN(T)) =0 
时 ,我 们 说 了 二 9 a.& [41 于 上 , 并 记 为 f~9, 容易 看 出 这 是 一 个 
等 价 关 系 , 传递 性 (f ~9 和 9~ 避 敬 池 着 f~ 丰 是 “两 个 零 高 集 的 
并 是 一 个 零 测 集 " 这 一 事实 的 推论 . 

注意 , 若 f~9, 则 对 每 一 个 BE 最， 


(2) [fan = | gan 


为 了 看 出 这 点 , 设 久 是 满足 (1) 式 的 集 ; 则 喜 是 也 一 女 和 吾 门 困 这 
两 个 不 相交 的 集 的 并 ,在 8B 一 讲 上 f=9, 而 nx(ENN)=0, 

于 是 ,一 般 邮 说 ， 零 测 集 在 积分 由 是 可 以 忽略 的 . “可 忽略 集 
的 每 一 个 子 集 是 可 忽略 的 ”这 个 结论 应 当 是 正确 的 ， 但 是 可 能 过 
到 一 些 集 EM, pCN)==0， 而 它 有 子 集 召 不 是 器 的 元 素 ， 当 然 
在 这 种 情况 下 , 可 以 定义 已 (如 ?一 0, 但 是 站 的 这 种 扩充 还 能 是 一 个 
测度 吗 ? 即 , 它 还 是 定义 在 一 个 -代数 上 吗 ? 所 幸 的 是 ， 回 答 是 
肯定 的 ， 

1.36 定理 设 (X, 咕 ,4) 是 一 个 测度 空间 ， 周 * 是 所 有 有 这样 
的 百 CX 的 集 旋 , 对 于 瑟 存 在 4 和 BE 时 ,使 得 ACECB, [La(B ~ 
起 ) = 二 0, 竹 这 种 情况 下 , 定 关 (8) 二 4(4)， 则 跌 * 是 一 个 og- 代 数 


县 & 是 如 * 上 的 一 个 测度 ， 


rp es 


和 3 


亲 为 零 测 集 的 所 有 子 集 现 在 都 是 可 测 的 ， 这 个 扩张 了 的 测 康 
4 称 为 完备 测度 ，o -代数 钢 * 称 为 对 的 上 完备 化 。 这 个 定理 说 每 
一 个 测度 都 能 完备 化 ， 所 以 为 了 方便 起 见 ， 总 可 以 假定 任何 给 定 
的 测 弃 是 完备 的 ; 这 恰好 给 出 更 多 的 可 测 集 , 因此 ， 给 出 更 多 的 可 
测 函 数 ， 通 常 讨 论 中 所 这 到 的 大 多 数 测度 都 已 经 是 完备 化 的 、 但 
也 有 些 例外 ; 其 中 之 一 将 在 第 七 章 的 Fubini 定理 的 证 明 中 遇 到 . 

证 明 验证 o- 代 数 的 三 个 规定 性 质 ，(j)XEM, 因此 XE 
fi 六 ACECB, 则 BCECA, B.A—B=B— 和 4 《ii 车 4; 忆 
ECB,, A=U A, E= URE, B= LB,,NMACECOB. EE - 


B—AC U (B,—A,) 


鼓 当 (0B, 一 和 一 0,5 一 1,2,3, 下 成 立时 , A(B 一 4)=0. 
其 次 ,我 们 来 验证 & 在 吏 * 上 是 完全 确定 的 ,假定 4ACECB, 
ACECB, HB 4 有 一 4 三 下 (再 一 和) 一 0 则 
A—ACB— A 
所 以 人 4 一 41) 二 0, 类 位 地 (4 一 4)==0, 因 此 
HA)=u(A NA) = AA) 
在 骂 * 上 的 可 数 可 加 性 是 明显 的 . 

1,37 就 积分 来 说 ,4. 6, 相等 的 项 数 可 以 布 加 瑟 别 , 这 个 事实 
启发 我 们 ， 扩 天 可 调 国 数 的 定义 是 有 益 的 ， 和 如 果 & (Er) =0, 并且 
对 短 - 一 个 开 集 三 , 广 上 PP 门 吾 是 可 测 的 ， 我 们 称 定 交 在 BE 怠 上 的 
本 数 了 为 在 工 上 可 测 ， 著 对 ze， 定 包 所 7) 二 0， 识 得 到 在 旧 的 
意义 下 的 芯 的 可 神 孟 数 ， 假 如 测度 是 完备 的 ;在 BF? 上 依照 完全 任 
意 的 方式 定义 卫 仍 可 得 到 一 个 可 测 函 数 ， 在 任何 A4E 驶 上 玫 的 积 
分 与 下 上 了 的 定 交 无 关 ， 所 了 以 了 在 玉 上 的 定义 其 至 完全 不 需要 
指定 . 

有 许多 白 然 会 遇 到 的 情况 , 向 如 ,在 实 直线 上 的 一 个 函数 了 可 

vs 守 计 。 


以 仅仅 是 儿 乎 处 处 可 微 前 { 关 于 Lebesgue 测度 }, 但 是 在 一 定 的 条 
件 下 , 了 是 它 的 导数 的 积分 仍然 正确 ,这 将 在 第 八 章 内 讨论 .或 者 
了 上 的 可 测 锁 数 序 列 {fs} 可 以 仅 促 是 几乎 处 处 收 化; 用 可 浏 性 的 
新 定义 ， 这 个 极限 仍 是 下 上 的 可 测 荔 数 ， 我 们 没 有 必要 非得 把 它 
缩减 到 实际 收 敏 的 点 集 上 不 可 。 

为 了 说 明 问题 ， 我 们 叙述 Lebesgue 控制 收敛 定理 的 一 个 推 
论 ,其 他 述 方式 容许 一 些 滴 府 汶 零 的 例外 集 ， 

1 38 定理 假定 {fs} 是 一 个 在 上 几乎 处 处 有 定义 的 复 可 
测 阴 数 序列 , 注 足 


(1) | fd <e0 
则 级 数 将 
(2) f(z) = Sz) 


a 


ee reverrrnrov 


a 


证 明 设 5 是 fs 有 定义 的 点 集 , 因此 A054)=0， 对 xEN9= 
站 站 5h， 令 p(z)= 人 |f(2)|， 则 C5) 二 0， 根 据 (1) 和 定理 1.27 


(4) | PAp < 


若 召 = WEB8 p(T)<c0), 从 (4) 得 出 (8B*)= 二 0， 对 于 每 一 个 
725 级 数 (2) 绝 对 收效 ， 如 果 对 xEE, 了 (xz) 用 (2) 定 义 ， 则 在 有 上 
jz 所 g(x)， 所 以 根据 (4), 在 加 上 fELi(p), 如 果 gg, 二 下 十 *… 
十 ， 则 | | 所 加 ， 对 所 有 的 XE，9.C2)->J(z)， 并 且 定 理 1.34 
给 出 了 所 吾 伐 饼 下 时 的 (3)》 起 ,因为 4(B') 二 0， 此 结果 等 价 于 
a 


(3). 

注意 ,即使 当 也 在 的 每 一 点 均 有 定义 时 ,由 (1) 也 只 能 得 出 
(2) 几 孚 处 处 收效 ， 下 而 是 另外 一 些 情况 , 在 这 些 情况 中 ， 我 们 只 
能 引出 儿 乎 处 处 成 立 的 结论 . 

1.39 定理 

(qa) 假设 天 >[0,coJ 是 可 测 的 ,BE 区 并 且 | 34 二 0， 则 


fa TB, 
(3) 假设 feI(4) 并 且 对 每 一 个 BE 咒 ， 有 | fa4 一 0， 则 


ee 


ee 


《c) 假设 E(w) 并 且 
i Pi 


Tn 


hE A se rp 


注意 , (ec) 拖 还 了 这 样 的 条 件 ， 在 这 个 条 件 下 ， 定理 1 33 内 的 
蔚 号 成 立 ， 
证 明 
{《G) 如 果 4= jcB f(7)> 才 | %% 二 1,2,3,…, 则 | 
二 S|, fp <{ jn=o 


所 以 &(44) 二 0, 因 为 (rE; 了 (+) 之 人 ) = U4 便 得 出 (a). 
(3) 令 f=w+iv， 设 = {zu(z) 之 0)， 则 [fan 的 实 部 是 


| war， 因此 | w*du=0, (a) 蔓 洱 着 "一 0a.e. 类似 地 得 出 


yD Aa. C. 


(e) 游 罕 定理 1. 33 的 证 明 ， 我 们 现在 的 假定 蕴涵 着 在 定理 
+» 3 


1. 33 的 证 明 中 最 后 .一 个 不 等 号 实际 上 必须 是 等 号 . 因此 [1 


一 如 4 二 0， 国 为 | 天 一 yg 这 0，(e) 证 明了 | 了 | = 和 4.e， 这 就 是 说 ， 
Reaf 二 |gf|a. 8, ,因此 ,af= japl= | 站 a.e ,这 就 足 所 要 的 结论 . 
1. 40 定理 假设 &() 过 09， fF) 人 是 把 填 因 上 网 一 


En pp pe ee 


er J i 


rs 


在 8 内， 划 对 于 几乎 夺 用 的 2 CE 

证 明 设 A 是 在 六 的 余 集 内 的 闭 圆 盘 《譬如 说 中 心 在 % 且 半 
径 *>0), 因 及: 是 可 数 个 这 样 的 圆 科 的 并 ,只 多 证 明 对 = 六 1A)， 
VE) 一 0 就 是 够 了 。 


假设 (EF)>0 册 
14s(f) ol = -| (f 一 oan | 


| 上 一 <lanscr 


由 于 4sf( 有 ES, 上 述 结 果 是 不 可 能 的 ， 因 此 uw(8}= 人 0. 
1.41 定理 设 {B,) 是 在 及 内 的 可 测 集 序列 ,满足 


(1) 


a ee 


Ea 


证 明 井 4 是 所 有 属于 无 限 个 肪 的 zx 的 集 ， 我 们 要 证 明 
H(A) 二 0. 令 


(2) 9(2)= DX s,s) (xER) 


对 每 一 个 %, 这 个 级 数 的 每 一 项 或 是 0 或 是 1， 因 此 ,xEA4, 当 且 仅 
当 HY) 二 co， 根 据 定理 1.27，9 在 了 上 的 积分 等 于 (1) 的 和 ， 于 
二 了 看 要 


是 9EDCR)， 所 以 (IY)-00 8a.e. 


习 


i 是 否 存在 一 个 忆 其 有 可 数 个 元 素 的 无 限 o- 必 数 ? 
2 对 个 消 数 证 明 业 似 定 促 1.8 的 结果 , 
3 车 了 是 在 可 出 空间 壮 工 的 实 印 数 , 使得 对 每 一 个 及 址 数 加 
{wf (8) ry 
基 可 测 集 ,证 明子 是 可 测 的 ， 
4 进 far} 和 她 呈 是 [一 00, 00] 内 的 序列 ,证 湖 下 到 结论 : 
(oi lim SUp{— an) =—lim infe, 


(hb) lim sup {Gn onl Slim upon - tlim sup 


假定 这 些 和 中 没有 co 一 co 的 形式 ， 
Ce) 对 所 有 的 6b。, 则 
lim inf oulim infB, 

举例 说 明 在 (5) 内 严格 不 等 式 能 成 立 . 

5 证明 实 可 测 函 数 序列 的 收 化 点 集 是 可 测 祭 . 

6 设 X 足 一 个 不 可 数 集 , 设 员 是 所 有 的 使 得 互 或 EF* 至 多 是 可 数 的 集 
CX 所 成 的 集 疾 ， 在 第 一 种 情形 下 定义 (8) 一 0， 在 策 二 种 情形 下 定义 
4 人 (下 一 1 证 明明 是 立 内 的 0- 代数 ,是 野 上 上 的 一 个 测度 

7 ”假设 对 一 1 2 3,…， 轴 : 信之 [0，co] 是 可 测 的 ， 对 每 一 个 xX 
天 守 z0 时 扣 (0) -xj(z), 且 fEZ1(1)、 证 明 

lim| au 一 | fae 
并 全 指出 若 省 去 条 件 二 ELCp)" 这 个 结论 就 得 不 由 来 
8 车 ”是 奇数 , 令 包 = 加 ,车 部 是 由 数 , 令 六 =1 一 %z, 这 个 例 了 与 Fatou 
引 理 有 什么 关系 ? 

9 很 设 丸 是 全 上 的 正 油 府 ，f: 六 >[0, co] 是 可 天 的 ，| fk 一 c 这 里 

0<e<co,& 是 一 个 常数 ， 证 明 
o9 者 0<a<1 

tira| nlog[I+(C/ms]eu= f 若 w=1 
0 考 1<a<<co 


3 1 


提示 :区 3>1, 被 积 函 数 被 af 控制 ， 若 e<1, 能 应 用 Fatou 引 章 
10 假设 1(X)<<00, 好 才 是 苇 上 的 一 个 有 界 复 可 调 函 数 序列 ， 且 刀 -> 了 
在 下 上 是 一 致 的 ， 证 明 


lim | far=| faa 
A -于 
并 把 指 明 候 误 "pjt 玉 ) 过 oo* 不 能 省 略 ， 
11 证 明 在 定理 1. 41 中 


=1 FE-n 
因此 , 证 湖 此 定理 就 无 需 涉 及 积分 . 
12 假设 托 Li(K)， 证 朋 对 每 一 个 e>>0， 存 在 一 个 人 0 使 得 当 居 ( 吾 ) 


< 时 ,| ; lf lds 


= 3 


第 二 章 ” 正 Bersei 测度 


向 量 空 间 


P, 它 的 元 素 称 为 向 县 , 在 元 素 间 定 义 了 两 种 运算 ， 一 种 称 为 加 法 ， 
一 种 称 为 纯 县 乘法 , 并 满足 下 列 热 知 的 代数 性 质 ; 

对 王 一 对 向 量 z 和 ?对 应 着 一 个 向 量 x+ 加 并 满足 gz 二 3 一 
# 十 和 和 2 十 人 9 十 引 一 (z 十 的 十 可 站 包含 唯一 的 向量 0 等 向 量 或 下 
的 原点 ), 使 得 对 每 个 zxEF,z 十 0 一 字 并 且 对 他 个 zxEY， 对 应 着 叭 

“的 向 量 一 ?, 使 得 2 十 《一 人 一 0， 

对 于 每 一 对 (ao],zEF，w 是 一 个 纯 量 ( 令 关 的 行文 中 ， 纯 革 
， 的 意思 就 是 复数 )， 对 应 着 一 个 向 量 awEV， 满 足 18 一 x,a(PBx) = 
(mB)z, 以 及 两 个 分 配 律 : 
(1) Q(X =ar+ ay, (tt) r=art Br 

向 量 空间 六 镜 向 量 空间 六 , 内 的 线性 变换 是 到 Ti 内 的 一 个 
映射 4, 使 得 对 所 有 ,ys 站 和 一 惹 的 纯 量 x, 有 
2) Atart+ PN) =a/Aar BAy 
在 了 起 纯 量 域 的 特殊 情况 下 (除了 仪 由 0 组 成 的 平凡 场合 之 外 ， 
这 是 最 简单 的 向 量 空间 的 例子 ), 4 称 为 线性 泛 国 ， 困 此 ， 线 性 花 
函 是 了 上 的 ,满足 (2 的 一 个 复 函 数 . 

注意 , 车 -A 十 线 性 的 , 我 们 当 常 用 记号 4z, 而 不 用 4(o)， 

当然 ,上 述 定 义 无 论 用 任何 一 个 咸 羽 焚 复数 域 都 是 运用 的 . 潍 
非 明白 地 指出 是 相反 的 情形 , 本 书 中 的 向 量 空间 均 是 复 向 量 空间 
然而 , 有 个 值得 注意 的 例外 : 欧 氏 空间 BR* 是 实数 域 上 的 向 量 空间 . 


+ 


2.2 ”作为 线性 泛 函 的 积分 ”分 析 学 是 充满 了 向 量 空间 和 线 
性 变换 的 , 并 在 积分 为 -- 方 ,以 线性 泛 函 为 男 一 方 之 间 有 一 种 特别 
密切 的 关系 . 

饶 邵 , 定理 1, 32 证 明了 二 (4) 对 任何 正 测度 & 是 一 个 向 量 空 
闻 , 而 映射 


(1) f—>| fa 


是 (k) 上 的 一 个 线性 省 函 。 类 似 地 ， 如 果 #5 是 任何 有 界 可 测 函 
数 , 则 映射 


(2) f 一 >| fgan 


也 是 工 !( 提 上 的 一 个 线性 证 国 ; 在 第 6 章 中 ， 我 们 将 看 到 , 在 某 种 
意义 上 , 证 函 (2) 是 IL'(j) 上 仅 有 的 一 种 我 们 感 兴趣 的 泛 函 . 

另 一 个 例子 , 设 C 是 单位 区 间 了 =[0,1] 上 一 切 连 续 复 因数 的 
集 ， 两 个 连续 国 数 的 和 是 连续 的 ， 一 个 连续 函数 的 妊 何 纯 量 积 也 
是 连续 的 ， 因 此 , C 基 一 个 向 量 空间 ， 如 果 
(3) Af=[ faz)az Ceo) 
是 通常 的 Riemann 积分 , 则 A 显然 是 0 上 的 线性 涝 函 ; 4 有 一 个 
有 4j2p0 

我 们 当前 的 任务 之 一 仍然 是 构造 Lebesgue 测度 ， 根据 下 壕 
现 察 得 知 , 此 构造 可 以 建立 在 线性 泛 函 (3) 的 基础 之 上 : 汰 虚 开 区 
间 (a, 5) 忆 T 和 定义 在 T 上 的 这 样 一 类 函数 0, 当 fEC 时 , 0<f<1， 
而 对 扬 有 不 在 (a, 可 中 的 f(z)=0， 对 所 有 这 样 的 和 有 4f< 
5 一 a, 然而 , 我 们 可 以 选择 了 ,使 得 4f 要 多 么 接近 5 一 a 都 行 ， 因 
此 , (a, 的 长 度 ( 或 测度 ) 是 和 泛 函 4 的 值 直 接 有 区 的 ， 

从 更 一 般 前 观点 看 ， 上 述 观 娃 导 狼 出 著名 的 并 此 极为 重要 的 
*。 40， 


F. Riesz 定理 ， 
对 CC 二 的 等 一 个 正 线性 具 数 和 部 对 应 上 的 一 个 有 限 下 


PE rt errorerLremnerter neroharahooraveoroweeee 


a 


(4) Af={ Jan (sed) 


[ 逆 定 理 是 显然 的 : 车皮 是 了 上 的 正 有 限 Borel 测度 , 4 由 (4) 式 定 
义 , 则 A 是 QQ 上 的 一 个 正 线 性 函数 . ] 

显然 , 用 B' 代 赫 有 界 区 间 了 是 有 意思 的 ， 如 果 我 们 只 浪 虚 RR 
上 的 那些 在 某 些 有 界 区 闻 外 到 值 为 零 的 连续 国 数 ， 就 能 做 到 这 一 
点 (这些 函数 是 , 举例 说 , Riemanan 可 积 的 )， 其 次 , 多 个 变 量 的 靖 
数 常 当 出 现在 分 析 中 ， 因 此 ， 我 们 上 应 读 由 8! 扩充 到 中 ， 结 果 是 
Reisz 定理 的 证 明 儿 对 不 需 作 任何 修改 仍然 通 得 过 .而 卫 ， 它 表 
明天" 的 欧 氏 性 质 ( 举 标 ， 正 变性 等 等 } 在 证 明 中 并 不 起 付 么 作用 ; 
事实 上 ， 如 果 对 它们 考虑 得 太 多 ， 反 市 会 但 成 妨 硒 .对 于 证 明 来 
说 , 实质 性 的 东西 乃 是 有 的 一 些 拓 扑 性 质 (这 是 自然 的 , 因为 现在 
我 们 谈 的 是 违 续 国 数 )、 起 决定 作用 的 性 质 是 局 部 紧 性 ; R" 的 每 
一 点 有 一 个 邻 域 , 它 的 闭 包 是 紧 的 ， 

因此 , 我 们 将 在 很 一 般 的 条 件 下 建立 Riesz 定理 { 定 理 2.14). 
Lebesgue 测 许 的 存在 性 于 是 就 作为 一 种 特殊 情 训 和 而 得 到 ， 和 希望 
集中 注意 力 于 更 加 具体 的 情 品 的 人 人 , 至 少 对 于 初学 者 , 可 以 轻松 地 
跳 过 趟 述 英 于 拓扑 预备 知识 的 那 一 节 《最 有 趣 的 一 段 是 Urysohn 
引 理 ; 参 者 习题 3 ), 并 在 这 一 章 的 其 余部 分 可 以 用 尽 代 棕 互 


拓扑 学 预备 知识 


2.3 定义 设 和 是 象 1.2 节 所 定义 的 拓扑 空间 ， 
(8) 集 CX 是 闭 的 ， 如 果 它 的 余 集 8" 是 开 的 .( 因 此, 必 和 


臣 是 半 集 , 闭 焦 的 有 限 计 起 团 集 , 闭 集 的 任 迪 交 是 闭 集 . ) ， 
"41: 


(5) 集 8CX 的 闭 包 冶 是 下 中 包含 百 的 最 小 闭 集 ，( 下 述 推 
理 证 明了 到 存 让， 六 中 包含 百 的 所 有 闭 子 集 的 集 族 名 是 非 空 的 
(因为 也 E 虽 )， 令 五 是 介 的 一 切 元 素 的 交 .) 

{c) 和 集 下 CCX 是 紧 的 ， 如 果 五 的 每 个 开 楚 半 包含 有 有限 子 覆盖 . 
更 明确 些 , 此 要 求 是 : 如 果 人 让 直 是 开 集 的 集 族 , 攻 们 的 并 包含 五 , 则 
人 钼 由 的 某 全 有 限 子 族 的 并 也 包含 五 

特别 , 如 果 工本 身 是 紧 的 , 则 互 称 为 基 窒 闻 . 

C9) 点 TEX 的 一 个 分 域 是 革 的 任意 一 个 包含 了 的 开 子 集 . 
(使 用 这 个 闻 不 是 十 分 标准 的 ;有些 人 对 任意 包含 一 个 含 了 的 开 集 
的 集 使 用 “? 的 邻 域 ” 这 个 词 . ) 

《e) 三 是 一 个 Hausdorff 空间 , 如 果 下 述 茶 件 成 立 ; 车 pEX， 
EX, 8 了 才 则 Bp 有 一 个 邻 域 上 ,有 一 个 邻 域 了 ， 使 得 UU 站 六 = 
多 

(有 7) 互 是 局 部 紧 的 ， 如 果 三 的 每 一 点 有 一 个 邻 惑 ， 它 的 后 包 

显然 , 每 令 紧 空间 是 局 部 紧 的 . 

我 们 回顾 一 下 Heine Borel 定理 : 欧 氏 空间 Br 的 紧 的 子 集 愉 
好 是 那些 闭 的 而 且 有 界 的 集 ([26]?， 定 理 2. 41), 由 此 定理 容易 得 
到 : R" 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 . 而且 ， 每 个 度 昌 空间 也 是 
Hausdorff 空间 . 


2.4 定理 企 拓扑 认同 攻 中 是 紧 的 而 也 是 间 集 ， 如 果 


相 窟 同和 台中 ， 拉夫 不 厅 胸 加 二 古山 来 


sii 


证 明 ”如果 人 鱼 让 是 玉 的 开 入 疙 ， 于 = 疡 ， 则 {FYU 好 oc 小 检 盖 
去 ; 因此 , 存在 有 限 集 族 {T。,} 使 得 
KCWUFV, UUP,, 


1 括号 中 的 数字 请 着 参考 书目 ， 
» 过 


则 FEVs UUT,, 
系 作 4CB, 而 户 有 碌 闭 包 则 4 加 有 . 


a a 


EE 


证 明 设 9EK， 由 Hausdorff 分 离 公理 推出 存在 不 这 的 开 
舍 Us 和 Vy, 使 得 ZE GE 因为 五 是 紧 的 ， 存 在 点 Gy “5 
9nS 下 ,使 得 


CVo Ue UF, 
通过 集 
U=U NNN, HW=V UD UF, 
定理 的 要 求 得 到 满足 ， 
系 


{a} Hausdorff 安 同 的 省 于 集 是 团委， 


i 
Te es 


“由 系 (4) 和 定理 2. 4 就 得 到 系 (5), 

2.6 定理 设 { 五 ") 是 Hausdorff 空间 紧 子 集 的 说 族 , 
有 站: 玉 ,= 多， 则 {Ks 炭 中 存在 有 限 个 集 它 们 的 交 也 是 空 的 ， 

证 明 令 T, 一 及 ， 固 定 { 下 ,的 一 个 元 素 下 |， 由 于 下 | 没有 
点 属于 铁 个 五 。, 4V, 是 攻 | 的 一 个 开 覆 盖 . 因此 , 对 某 个 有 限 集 族 
{Yo}, 有 站 ,CFU… UF。,， 由 批 得 到 

KiNKaf NR 
2.7 定理 返 吕 县 局 部 蜂 Hausdorff 空间 久 易 开 集 ， 玉 忆 


屏 忆 下 点 re 过 上 ausGor 寺 区 加 和 的 开业， -re 


es Ee 人 


ECVCFCU 
证 明 由 寸 下 的 每 个 点 有 一 个 闭 包 是 紧 的 驾 域 ， 耐 具 下 被 这 
些 邻 感 的 在 限 并 所 覆盖 ， 使 位 于 一 个 闲 包 是 上 紧 的 开 华 G6 天， 加 
» 4 + 


果 忆 一 忆 则 取 下 一 人 在. 
否则 , 信 忆 是 互 的 余 集 ， 定 理 2,5 表明 ， 对 短 个 pEC 对 应 一 
个 并 集 玉 ,， 使 得 玉 C 玉 ， 和 天 形 ,， 因 此 ，p 跑 遍 如 时， 及 
GD 开 是 一 个 紧 集 的 集 族 ， 其 交 是 空 集 ， 由 定理 2.6， 存 在 点 
Pt; Pn, 使 得 
oNGNF, NN = 分 
因为 


这 时 集 
V=GNW, MN- NW, 
具有 所 要 求 的 性 质 . 
2.8 定义 设 了 是 拓扑 空间 上 的 实 ( 或 广 广 实数 的 ) 函 数 . 如 
果 对 每 个 实数 &, 12: A(Z) 汪 @} 是 开 的 , 则 称 玫 为 下 半 连 续 的 。 如果 


对 每 个 实数 6, (x: AZ) 二 w} 是 开 的 , 则 称 站 为 上 半 连 绪 的 . 

下 述 半 连续 函数 的 性 质 几 乎 是 这 个 定 交 的 直接 推论 ; 

(a) 二 个 实 丙 数 是 连续 的 当 且 仅 当 它 腻 上 半 连 续 又 下 六 
连续 ， 

(5) 开业 的 特征 函数 是 下 半 连 标的 ; 闭 集 的 特征 函数 是 上 半 
过 续 的 ， 


(9) 任意 ~ 类 站 连续 罗 数 的 上 斑 界 是 下 尝 连续 的 . 任意 一 


TT 


多 


2.9 定义 拓扑 空间 了 上 的 复 国 数 了 的 支 集 吓 集 
{ f(T)A0} 
的 闭 包 . 记 开 上 支 集 是 紧 的 所 有 连续 筑 国 数 的 集 为 CCX), 
可 以 看 出 , CsCD 是 向 晤 空间， 这 是 基于 两 个 事实 : 
(ay 了 +9 的 支 集 位 于 了 的 支 集 和 g 的 支 集 的 并 内 ,而 紧 集 的 
任意 有 限 并 是 紧 的 , 
* 44 * 


(5) 象 连 续 国 数 的 纯 量 倍数 一 样 ， 商 个 连续 复 困 数 的 和 也 是 
连续 的 ， 

(和 定理 1.8 的 银 述 和 证 明 当 用 “连续 国 数 " 代 赫 “ 可 测 国 数 ", 用 
“拓扑 空间 ?代替 “可 测 空 间 ? 还 是 照样 成 立 的 ; 取 中 (s, 再 一 3 十 下 
台中 (8 8)= 831, 不正 明 连 续 的 数 的 生 积 是 连 绕 的 . ) 


A TroyPopereeoreeiraoeuRoreree meet 人 rnoriransruiu nr 


Co 


“证 明 如 是 TP] 为 了 (大 ) 的 一 个 开 台 革 则 {f (FF 是 站 的 
一 个 开 和 覆盖 . 于 是 , 对 某 些 gl ,wm KCF Ve)U… Uf!), 
因此 , 7 五 )CFeU…UPF。， 

系 ” 颖 何 JECe( 2 的 舍 域 是 秘 平面 的 一 个 紧 卫 集 ， 

事实 上 , 如 果 琴 是 fC.( 玄 ) 的 才 集 , 则 入} 忆 人 KR)U {0}). 甘 
总 不 是 昧 的 ， 则 0Eft 蔬 )， 查 0 不 一 定 属于 了 (EKE),， 这 由 简单 例子 
即 可 看 出 . 

2.11 记号 在 本 党 ,将 使 用 下 述 约定 。 记号 
{1) E37 
表 水 是 的 紧 子 集 , fEC.(X), 对 一 切 xwEX，0 坟 fz) 志 1, 并 对 
一 切 zc 下 , f(x) 二 1， 记 号 


(2) 了 -3 

表示 了 是 开 集 , fECCX) 0s<fsL 并 且 了 的 支 集 含 于 7， 记号 
(3) E31 3V 

表示 (1) 和 (2) 都 成 立 ， 


2, 12 Urysohn 引 理 设 总 号 局 部 本 的 Hausdorff 空间 ， 


HP ne 


LE i i hd 


(1) KS31"3r 


Ci 


足 不 等 式 XYrsFYr. 注意 , 容易 找到 半 连 续 函 数 满足 此 不 等 式 ， 
例如 , YXr 和 Xp, 

证 明 念 了 :一 0 rs 二 1 而 ?9 yu yc 是 人 0 1) 内 的 全 休 有 理 
数 的 - -种 排列 .由 沂 理 2.7, 能 找到 开 集 Fe 和 F 使 得 Fo 是 紧 的 ， 
并 且 
(2) ECV,CF CFC Er 

设 % 庆 2 并且 VF,,…,TVy, 已 按 这 样 一 种 方式 选择 好 , 使 当 rTi; 之 
7; 有时, 有 PF;; 忆 VF,， 则 数 ,，-…, 7 中 的 一 个 ,例如 7 将 是 小 于 rw 
的 诸 数 中 最 天 的 那 一 个 , 另外 ， 例 如 ” 将 是 大 于 rat 的 诸 数 中 最 
小 的 那 一 个 、 再 由 定理 2. 7, 能 找到 TT,,,,， 使 得 FP,CV,,,, CP,,, 
CP.. 

继续 下 去 ， 我 们 得 到 一 个 开 集 族 {F,, 对 [0, 1 中 的 每 个 有 理 
数 " 都 有 如 下 的 性 质 :大 CPP, 六 CV, 舞 个 了 , 是 紧 的 , 并 是 


(3) . 当 sa>r 时 , FCT, 
定 交 

好 营 xzEP _ 们 车 rEF， 
(4) fC7) = piey, 9 )-] gp 
和 
(8) f=—snpf,, yg=infy, 


定义 2.8 的 评注 表明 了 是 下 半 连 续 的 , 而 9 是 上 半 和 连续 的 , 显 
然 有 0<f1, 当 xwEK 时 , f(x) 二 1， 并 且 于 的 支 集 在 已 中， 今 证 
f=9 以 完成 本 证 明 ， 

仅 当 ”六 5，zET 和 人 奸 F 时 ， 不 等 式 六 (z)>>8(z) 才 可 能 成 
立 。 但 是 ?>s 强 涵 着 了 .CF,， 因 此 ， 对 一 切 7 和 s， 有 所 9， 
于 是 了 fs9， 

谈 对 其 个 你 扰 z 反 多 z)。， 别 存在 训 理 数 > 和 s， 使 得 所 z) 一 

» 本 


?<s<g(7)， 因 为 Tr 我 们 右 xSP, 因为 9(7) 之 s, 我 们 有 
XEPF,， 和 由 (3), 这 是 矛盾 的 ， 因 此 , f=4. 
2.13 定理 设 Fui…mF, 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 苹 的 开 


(1) es 1 (xEK) 
因为 (1), 集训 十 ，…, 有 ) 称 为 上 的 从 属于 米 盖 {V,,…,。) 
的 单位 刘 分 ， , 
证 明 ”由 定理 2.7， 每 个 xEK 有 一 个 邻 域 下 ,， 具 有 紧 闭 包 
歼 .CP, 对 某 个 依赖 于 zx) 成 立 . 存在 点 gu …, zm 俺 得 环 。U 
昌 久 ， 二 并 如果 Ti<sa， 令 妨 , 是 含 于 V; 的 评 ,, 的 并 ,由 
Urysohn 引 理 , 存在 函数 9;, 使 得 豆 ;-39,-3F， 定 义 
现 ; 一 及 
b= (1—g)g 
k= tl—g ga) (1 og 9 
刚 天 到 六 。 巾 归 纳 法 , 容易 验证 
(3) htt 1 lg) lg) (1—g,) 
因为 KCCHIU “UH 放 对 每 一 点 xEK， 素 少 有 一 个 9,(7)=1， 
因此 , (3) 证 明了 (1) 成 立 . 


(2) 


Riesz 表示 定理 
2.14 定理 ” 设 习 是 局 部 紧 的 Hausdroff 空间 ， 4 是 0,(X) 


二 的 正 线性 攻 国 -有 在 葡 同 存 在 一 -个 得 食 的 一 二 切 320re 信 的 q- 


有 让 疝 二 国生 一 汪 人 站 小 不 个 处 上座 不 


(a) 对 每 个 FEC.(X)，Af=| Jau 


a 
Ev 
eh a 


说 号 人 
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HB)=supip( KE): ECDE, 天 是 紧 保 ) 
(e) 如 果 BEM4S 到 并且 K( 下 二 0, 则 4 中 
当然 , (a) 是 最 感 兴趣 的 一 个 性 质 ， 定 义 吐 和 之后, 证明 噶 
基 o- 代 数 , 4 是 可 数 可 加 的 过 程 中 ,{) 到 (四 也 就 会 建立 起 来 . 我 
们 稍 后 将 看 到 (定理 2. 18), 在 “合理 的 "空间 下 内 ， 每 一 个 满足 (6) 
的 Borel 测度 也 满足 (4c) 和 (的 ， 并 且 在 那些 情况 下 对 每 个 FE， 


(9) 一 定 成 立 ， 性 质 (e) 仅 说 明 , 在 定理 1 36 的 意义 下 ，( 蕊 ,对 ,5) 


是 一 个 完备 测度 空间 . 
在 这 个 定理 的 整个 证 明 中 ,字母 K 表 未 的 紧 子 集 ,7 表示 六 
内 的 开 集 . 


我 们 从 征明 & 的 唯一 性 开始 ， 如 果 上 满足 (ec) 和 (9)， 叱 然 
在 早上 由 它 在 紧 集 上 的 值 所 决定 ， 因 此 , 当 ni 和 js 是 福 足 定理 
的 测度 时 , 只 要 对 一 切 站， 证 明 pj.(E) 二 ps( 玉 ) 就 足够 了 ， 于 是 ， 
固定 政和 >9， 由 (和 (e), 丰 在 VK, 有 joa(Vy<pa(K)+e; 
由 Urysohn 引 | 理 , 存在 ,使 得 Kf-37; 因此 


ma(E)= | xedurel fan:= Af=| Fan 
< Xvdpr= pF) < pl K)+e 


这 样 , 2&4( 下 ) 迄 Ka( 下 )。， 如 果 改 变 ni 和 Ls 的 地 位 ， 就 会 得 到 相反 
的 不 等 式 , 从 和 而 证 明了 中 的 叭 一 性 ， 
三 | 和 


上 述 计算 还 附带 地 证 明了 由 (中 可 推 得 (68). 


刀 和 踪 的 构造 
对 六 中 的 第 个 开 案 下 ,定义 
(1) stF)=sup{Af: fOr} 


如 果 六 CCFs， 显 热 (I) 昔 衣着 jx,) 坟 nlFs)， 因 此 ， 如 果 囊 
是 一 个 开 集 ,网 
(2) p(BE)=inf{p(V):; ECV,V 是 开 集 ) 
并 且 对 短 个 玉 CX, 由 (2) 来 定义 4(B) 和 (1) 是 一 致 的 . 

注意 ,尽管 对 每 个 CCX 定义 了 p(B), 4 的 可 数 可 加 性 将 仅 对 
和 中 某 种 o- 代 数 好 证 明 . 

令 骂 ; 是 一 切 刀 CX 的 类 ,这 里 五 满足 两 个 条 件 : 4(E)<<0%， 
和 
(3) HtE)=suplutK): ECE, K 十 紧 的 } 

最 后 , 令 届 是 一 切 CX 的 类 ,这 里 吾 对 每 个 骏 集 玉 有 EMEK 
cE 

证 明 & 和 器 有 所 要 求 的 性 质 

显然 4 足音 调 的 , 即 营 4CB, 有 (A) 才 J(B), 而 且 (8)=0 
草 涵 若 BE 吏 ; 和 EE 哎 ， 因 此 , (e) 成 立 , 且 根 据 定义 , (e) 也 成 立 . 

内 为 其 他 结论 的 证 明 相当 长 , 把 它 分 成 几 步 来 证 比较 方便 . 

可 以 看 出 , 4 的 正 性 蕴涵 着 4 是 单调 的 : f<9 草 洱 着 4 二 
-49g， 这 是 显然 的 ， 因 为 4g = 4 二 408 一 力 而 9 一 20， 此 单调 
性 将 用 于 开 和 此 

1 如 果 如 ,BB … 是 的 任意 子 集 , 则 


(4) 人 中 总 wo 
Ee | 1=1 
证 明 首先 证 明 加 果 下 , 和 Ts* 是 开 集 , 则 
{5) HVIUVD)SER(T) Tu(Ts) 


选择 9 -FU 由 定理 2.13, 存在 男 数 志和 甩 , 使 得 .3P;, 对 
?的 支 集 内 的 -= 切 x, 训 (2) 二 ho(7)= 二 1， 因 由 , 93F， 9 二 有 8 十 
?js9 ,十 是 
(6) Ag= A A ERT) TF pF,) 
因为 (86) 对 每 个 93V,UY, 都 成 立 , 由 此 箭 到 (5)， 

如 时 对 茜 个 (B00) := 9, 则 (4) 显 然 为 真 。 因 此 ， 对 每 个 语 ， 
设 pt) 之 oo 取 8 记 09。 四 (2); 存 在 开 集 五; 忆 记 ,使 得 

HV <HAEYT2 ie ($=1,2,3,.) 


令 F= [TV, 并 选择 了 37， 因为 六 有 紧 的 支 集 , 可 以 看 出 对 


某 个 和 有 #37,U…UTV, 对 (5) 应 用 归纳 法 , 于 是 得 到 
AfEpTIU UVIEATIT EVI ETB)+e 


因为 对 每 个 了 3F, 此 不 等 式 成 立 , 且 UB,CY, 由 此 得 到 


(Up) < Tus)+te 
#4=L 1=l 


冉 于 e 是 任意 的 , 故 证 明了 (4). 

了 如 果 下 是 紧 的 , 则 5 跨 。, 并 县 
《7) HKE)=inf{ Af: K-31} 
沿 此 就 得 匀 定 理 的 结论 (5). 

证 明 如 果 玉 了 3f, 0<a<1， 令 P={z:f(7)>>0}， 则 下 CC 
Fo 计生 当 g37 ,时 ,xg 之 f， 央 紫 

HK)<NuV) =sup{Ag:9 IV so 

令 as 一 1, 最 终 得 到 
(8) HE A 
因此 ,二 (天 )<oo。 册 于 所 显然 福 足 (3), 天 GE 加 

如 时 2 汪 0, 则 存在 YOK, 使 (TT)<p(E)+e， 由 Urysohn 
。 50 。 


引 理 , 存在 f,KR31 了 3F、 轩 此 
Af<nV I En(K) re 

由 此 式 并 结合 (8) 式 , 就 得 到 (7). 

1 么 个 开 集 都 满足 (3)， 因此， 区 p 包 含 每 个 AP SS 的 
开 集 了 . 

证 明 令 x 是 一 个 实数 , 使 得 w< HA(F)》， 存 在 一 个 鸽 < 4 
的 了 -3F， 如 果 久 是 包含 的 支 集 下 的 任意 一 个 开 集 ， 则 了 3 仇 ， 
于 是 Afp(W)， 因 距 , Af<4(K)， 这 就 来 示 有 满足 gc<<A( 吾 ) 
的 紧 集 下 CFT, 于 是 对 于 了 V, (3) 式 成 立 ， 

IY 设 旦 = [|] 鞭 中 娘 ,,B, Bs,… 是 哎 s 的 百 不 胡 交 的 元 


ee ee ee ee err ee, 


才刚 


{9) (EB)= DAE) 


并 且 , 如果 &(8)<o0, 则 GMs 
证 明 我 们 首先 指出 , 如 果 互 | 和 牙 ; 是 不 相交 的 紧 集 , 则 
(10) HEIU Ks) = pA(EK) + (ER,) 
取 2 汪 0， 由 Urysohn 引 理 ,存在 fEC.(X), 使 得 在 区， 上 区 一 
1, 在 天 ,上 fz)=0， 由 Il, 存 在 9 使 得 
KIUFK S39 和 Ag<n(KU FE)+e 
广 意 玉 ,了 3f9 和 下 a3(1 一 让 9， 因 为 A 是 线性 的 ,由 (8) 式 得 到 
上 在 让 十 由 相国 4 十 4 人 一 肌 ) = AuKIUEK,)+e 
由 于 是 任意 的 ,因此 由 工 得 到 (10). 
刻 果 2{B) 二 co, 则 出 得 到 (9)， 因 下 , 设 上 (8) 之 co， 并 取 
>0， 因为 吾 ,:EDtz, 在 在 紧 集 如 :CE,, 有 
(11) HCH) HR) —2 ie (一 在 23 …) 
令 下 三 如 ;De UT 并 对 (0) 应 用 归纳 法 ,得 到 
* S51 * 


< 


(12) 下 (本 SAK 之 Ai )> 六 > ) 一 


由 于 对 每 个 和 和 经 个 2 守 0(12) 成 六 , 所 以 (9) 的 左边 不 小 于 右边 . 
于 是 从 工科 到 (9)。 
但 是 , 刘 昌 8 吾 J<co 而 e>>0,(9) 表 明 , 对 某 个 契 


(13) uBR) DE) te 


由 (12)， 就 得 到 (于 4( 五 x) 二 28， 这 就 证 明了 召 满 是 (3); 因 
此 ,EMS;. 
?如 果 BC 哎 : 和 e>>0, 则 存在 紫 集 下 和 开 集 六, 使 得 六 CC 


证 明 ”我们 的 定义 表 明 , 存 在 本 和 下 使 得 
A(V) -<BR)+ 地 


因为 六 一 下 想 开 集 , 由 JI,F 一 KE 名 ;， 于 是 TY 蔓 洒 着 
HE HT-RE)=HTI SARI+E 

W 和 如果 AE 驶 s 和 BSR， 则 4 一 B，AUB 和 4NB 属 于 
Yt,. 

证 明 ”如果 *>0， 了 宕 明 存 在 集 下; 和 ;使 得 K,CACT， 
KCBCT,, 并 HE. A ,KK,}<e, t=1,2， 由 于 

A—BCV,— EC(Yi ~ KE)UCE PF) UT, 一天:) 

I 表明 
C14) H(A—B})Eetu(E—V)+e 
因为 下 ,一 F; 是 4 一 B 的 紧 的 子 集 , (14) 表 明 4 一 B 满足 (3), 所 以 
4A— BEW,. 

由 于 4UB=(C4 一 BUB, 应 用 IN， 可 和 证明 4UBETD， 因 为 
ANB=4 一 (4 一 B), 也 有 4N BE 
" 2 


WI 噶 是 开 中 包含 所 有 了 orel 集 的 0 代数 . 

证 明 令 玉 是 了 内 的 任 一 个 紧 集 ， 

如 果 4E 跑 , 则 和 站 让 二 一 (AN KK), 于 是 如 中 KK 是 幅 s 的 
两 个 元 素 之 差 ， 因 此 ,4' 门 KE 骂 s, 干 是 可 以 得 出 结论 ，4E 吐 草 
涵 着 4"ER， 


其 次 , 设 4= | 4;, 这 里 每 个 4A:E 骂 . 令 B=A1NMK 臣 


(15) B=(AsNEKE)—(BUUB) (n=2,3,4,.°) 
那 末 ， 由 YI 短 {Bs} 是 时 z 中 的 互 不 相交 元 素 的 序列 , 且 4 门 羡 一 


UU B。 由 再 得 到 4m 天 < 只。 因此 ,4S 亚 。 


最 后 , 如 果品 是 闭 集 ， 则 CNE 是 紧 的 ， 央 此 CNSE 驶 p, 于 
是 CER， 特别 ,XEN， 

因此 ; 我 们 证 明了 姓 是 工 中 的 一 个 o- 代 数 , 它 含有 革 的 全 体 
闭 子 集 ， 上 故 叶 含有 内 的 全 体 Borel 集 ， 

WD 又 。 怜 好 由 那些 使 共有 ce 的 研 观 扩 组 成 

这 冀 袜 着 定理 中 的 (@). 

证 明 如果 BE 驶 ,， 开 和 YI 剖 洒 着 对 每 个 柴 集 KK,，ENMEE 
次 ,因此 , 呈 E 咀 ， 

友之， 设 BE 吕 ，p(B) 达 co， 并 取 2 二 0。 存 存 并 集 V 汪 5, 而 
(VF} 之 co; 由 II 和 VY， 存在 紧 信 下 CF, 而 KCF 一 站 )<2。 固 为 
B 门 KEVt;, 存在 紧 集 五 CBRN 下 ,而 

LC(ENMNEKE)<A(I) te 
因为 CC(BNEKE)UCFY 一下), 由 此 得 到 
ES 

这 就 曹 洱 善 BE 内 


ee 


3 


证 明 直接 由 IY 和 WH 得 到 的 可 数 可 加 性 ， 
I 对 每 个 fe0.(X), Af 一 | Han。 


这 就 证 明了 (9) 并 完成 此 定理 。 

证 明 显然 ,对 实 的 了 证 明 就 够 了 , 而且 , 对 每 个 实 fECo(XX)， 
只 要 证 明 不 等 式 
《16) Af<| fan 
也 就 够 了 。 因 为 ,一 旦 (16) 成 立 , 4 的 线性 表明 

-Af=A(-D S| Cpan=—( farp 
此 不 等 式 和 (16) 一 起 就 说 明 (16) 的 等 寻 成 立 ， 

令 是 实 了 ECO) 的 支 集 ，[a, 5] 是 一 个 包含 了 值 域 的 区 间 
{注意 定理 2, 10 的 系 ), 取 ae>0， 并 对 1 一 0,1,…,n 选择 y;， 使 得 
的 一 区 -ice 和 
《17) yo 二 
今 
(18) B= yf ry NK {1=1,2,., 1) 

由 于 了 这 续 , 了 是 Borel 可 测 的 , 因此 焦 召 , 是 不 想 奕 的 Borel 集 ， 
它们 的 并 是 玉 ， 于 是 存在 开 集 T, 二 8,, 使 得 
(19) HVOCAB)+E 全 一 1) 2 9) 


并 对 一 切 weEVi, 有 (7) 之 #; 十 ze， 由 定理 2. 13, 存在 函数 有 ;地 VY，， 
在 上 有 5h=1， 因 此 于 = 驴 hf 并 且 IT 天 明 
ptE)E ACER)= SAE, 
由 于 名 J 和 (yy 十 8) 和 在 EE; 上 gi 一 E 达 f(x%), 有 
Af = TARDE Sy, te) Ah 
i=1 t=1 


+ 4 * 


= (lol Ty te) dh al Ah, 
< altyteln EB) tre/n]—lalis(K) 
让 到 了 


-5 (yopB) tae KY TE Sl + 二 ey 


<| fdst el2n(K)+ lol +d+e] 
因为 。 是 任意 的 , 故 (16) 成 立 ， 定 理 证 明 完 


Borel 测度 的 正则 性 


2.15 定义 定义 在 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 蕊 的 全 体 
Borel 集 所 成 o- 和 代数 上 的 测 论 4&4 称 为 于 上 的 Borel 测度 设 上 是 


Te 


ee 


同时 是 外 正则 和 内 正则 的 ， 则 称 为 正则 的 ， 
在 Riesz 定理 的 证 明 中 ， 每 个 集 召 的 外 正 出 性 是 在 构 作 的 过 
程 中 建立 的 ， 而 内 正则 性 则 仅 就 开 集 和 (到 <<oo 的 瑟 跑 作 过 
明 。 产 生 这 一 缺点 是 自然 的 ， 在 定理 2. 14 的 假设 下 , 我 们 无 法 
证 明 产 的 正则 性 ; 习题 17 介绍 了 一 个 例子 ， 
然而 , 稍 强 的 假设 能 络 出 一 个 正则 测 庆 ,定理 2.17 指明 了 这 
一 点 。 定 理 2. 18 说 明 , 要 是 我 们 把 假设 更 特殊 化 一 些 , 一 切 正则 
性 的 癌 题 都 会 消失 干净 ， 
2.16 定义 ”拓扑 空间 一 个 集 忆 称 为 0- 紧 的 , 如 果 吾 是 紧 集 
的 可 数 并 . 
测度 空间 (测度 为 4) 的 一 个 集 F， 如 果 恕 是 集 8; 的 可 数 并 ， 
而 h(B,)<<oo, 那 未 称 召 为 有 0- 有 限 测度 ， 
=» PF» 


例如 ; 在 定理 2. 14 所 述 的 情况 下 , 每 个 vo- 紧 集 有 oc- 有 限 测 
度 . 也 容易 看 出 ,如果 82E 哎 ,有 0- 有 限 济 氏 , 则 如 是 内 正则 的 . 
2.17 定理 设 古 局 部 茶 ， 0- 紧 的 Hausdorff -各 则 、 如 果 


A root -urvrorea 
TT 
rr 
ee 
A 
ma Dp ee ne ph 


I re 


人 我 们 看 出 每 个 BE 足 是 一 个 下 集 和 一 个 测 
度 为 0 的 集 的 并 . 

证 明 令 玉 = 太 ,UEsUKs3U…， 共 中 玉 , 是 紧 的 。 如 果 EE 
加 和 e>>0, 则 CK4 们 如 ) 必 oo, 并 存在 开 集 六 ,学 玉 , 门 吾 , 使 得 


(1) HV CE NNNE)) < 


BT (n=1,2,3,.) 


如 果 卫 二 UVF, 则 一 BCUCVs 一 CK, 门 B)), 于 是 
4 一 盏 < 六 


用 到 代替 互 , 并 把 此 结果 用 到 疡 上 ; 存在 开 集 证 五 使 得 
ze ( 厂 一 下 ) < 二 ， 如 果 下 一 厂 *， 则 BC 盏 并 且 至 一 柬 = 厂 一 环 . 于 


是 得 到 (ae). 

如 果 刁 是 闲 集 , 则 了 玉 = U (下 , 门 了 ), 每 个 下, 门 FF 是 紧 的 ， 并且 
当 8-300 时 ， 

HE U EINF >A(F) 

因此 , 由 (9) 得 到 (5)， 

如 果 对 二 4/3(3 二 1,2,3,") 应 用 (6)， 就 得 到 闵 灌 玉 ; 和 开 
集 F;， 使 得 CECV; 并 且 (Fy 一 了 )<<1/j, 令 4=UF; 和 B 
人 


一 站 Pi 则 用 CCECB, 有 4 是 一 个 F, 集 , 瑟 是 一 个 好。 集 ， 并 且 由 于 
8B 一 ACVi; 一 Pj,% 王 1,2,3,"…， 故 4B 一 4) 一 0。 这 就 证 明了 (ce). 
2.18 生理 讼 生生 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 它 的 和 个 


a 
Li RN mr 


re 


注意 , 每 个 欧 氏 空间 R: 满足 现在 的 假设 ， 因 为 有 中 的 每 个 
开 集 是 闭 球 的 可 数 并 . 

证 明 对 feO,(X), 令 人 f=| fa4. 因为 对 每 个 紧 集 EK, A(K) 
之 co，A 是 0.(X) 上 的 正 线性 汉 函 ， 并 卫 存 在 测度 满足 定理 
2. 17 的 结论 , 于 是 
G) | 7aa=| yan JeCAX)) 

设 卫 是 开 中 的 开 集 ， 则 了 一 蜗 吾 ,， 而 五 ，i1, 2,3,… 是 紧 


的 ， 选择 护 使 得 豆 , 环 六 7 选择 好 下,…,f 以 后 , 设 它们 在 
.中 有 支 集 站 ++, 下,, 再 选择 了 3; 使 得 


(2) HU-UBUFR UUK,. 3f,.. SF 
在 子 的 每 点 ,序列 {f,} 单 调 递增 到 X，， 因 此 ,(1) 草 泣 着 
(3) AV) = lim| fuaa= lim| fudn=u(V) 


设 吾 是 羡 中 的 Borel 集 , 并 取 e 汪 0， 由 于 上 满足 定理 2. 17， 
存在 闭 集 殖 和 开 集 了 使 得 BCBCF 和 (VF 一 <ie. 和 但 V 一 了 是 
开 集 ， 因 此 (38) 表 明 AF 一 本 之 s, 这 就 如 福 定理 2. 17 中 一 样 证 明 
了 A Ee 

; 对 了 中 的 每 个 Borel 集 至, 容易 得 到 4(B)=u(8). 

18 中 举 出 了 一 个 紧 Hausdorff 空间 ， 它 包含 了 一 个 下 

是 0- 紧 和 的 开 集 ,并 使 上 述 定 理 不 真 . | 
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Lebesgue 测度 


&%.19 欧 氏 空间 大 维 欧 氏 空间 瑟 是 一 切 点 2 一 (5 
上 的 集 , 它 的 坐标 5; 是 实数 ,并 有 下 述 代 数 和 拓扑 结构 : 
如 果 一 人 3 一 (9 为 实数 , 定义 人 十 和 
oz 如下: 
(1) w+ y= (TAr= (6 oe) 


这 使 下 成 为 一 个 实 向 量 空间 ， 如 里 xy 二 580; 和 [ze| 一 (zz 
则 由 Schwarz 不 等 式 |z:#| 志 |#| 1 引导 出 三 角 不 等 式 
(2) [zs—al<|s—21+|1z—#| 
因此 ,得 到 一 个 由 p(x,y) = |z 一 y| 定 义 的 度量 ， 我 们 假定 这 些 事 
实 是 熟悉 的 , 并 将 在 第 妈 章 中 以 更 一 般 的 形式 加 以 证 明 . 

如 果 CRt 和 weR*, 则 万 对 于 的 平移 是 集 


a er 


(3) E+w= {y+ 7:yeER)} 
我 们 称 形 如 
(4) WW= {rp lik} 


的 全 或 者 用 “< 代替 任 一 个 或 所 有 的 “<” 而 得 的 集 为 - 胞 腔 ; 它 
的 体积 定义 为 


(5) vol(W)= HE (8 —%) 


如 果 ac 下 和 6>0, 我 们 称 集 
(6) OU) = {rm EE oe, 1 i hb} 
站 扣 呈 站 轨 委 网 全 半 下 这 里 8 一 (an ,%)， 
对 #%=1，2，3,…， 我 们 令 P, 是 一 切 坐 标 是 2-* 的 整数 倍 的 
2EBR* 的 集 ， 令 口 : 是 全 体 以 了 P， 的 点 为 项 点 的 2-"- 单 元 的 集 旋 . 


我 们 震 要 4，} 的 下 述 四 个 性 质 ， 第 一 到 第 三 是 显而易见 的 ， 
* SB * 


™ 


(0) 如 时 因 害 2 则 每 个 eS 属于 具 仅 属于 Cs 的 一 个 元 六 


Te more 人 rr ruieurvvrersrererorseereroreroremeeereerr 


ee 


®. 
(ce) 和 如果 EO,， 则 Yol(@) 二 2. 如 果 22r 则 集 己 恰好 


EE rare one 人 raror er 


元 的 可 数 并 , 

(dd) 的 证 明 ”如果 正 是 开 集 , 每 个 w%EF 属于 含 于 了 内 的 一 个 
开 球 ; 因此 , 存在 属于 某 全 介 ; 的 昌 , 使 xEGCF。， 换 名 话 说 , 了 是 
所 有 那些 含 于 了 内 且 属 于 某 个 旨 ; 的 单元 之 并 ， 从 此 单元 的 集 族 
中 , 选 出 那些 属于 如 | 的 ， 并 从 加 3， 昌 s， 后 1,… 中 去 掉包 含 在 任 他 
一 个 已 选单 元 之 内 的 那些 单元 ， 从 余下 的 和 集 族 中 , 选 出 属于 品 : 且 
含 于 六 的 单元 , 并 在 昌 ,, 昌 ,1,s,… 中 去 掉包 含 在 已 选单 元 之 内 的 
单元 ， 如 果 我 们 按 这 个 方法 继续 进行 下 去 ， 册 C9) 和 C5) 就 证 明了 
(a), 

.20 定理 在 到 中 ,存在 许久 在 <- 代 煞 四 上 的 下 完备 
府 吉 ,具有 下 列 性 质 ;: 

(ga) m(WW) 二 YO01( 儿 ) ,对答 个 友 - 胞 腔 戌 立 ， 


es 


et csi pe 


CE ET I ep i ei 


ee Es 


ee EA pd 


hi ey J 


ES 并 人 TL 并 


et 


对 的 元 素 是 居中 的 Lebesgue 可 测 集 ; 名 是 Lebesgue 测 
度 ， 当 需要 啊 确 这 一 点 时 ;我们 胖 记 为 和 ms， 用 以 代 灯 次 。 贡 于 辟 
上 其 他 测度 的 描述 ,请 参看 定理 8#. 14， 

证 明 设 了 是 下 上 任 一 个 复 国 数 , 共有 紧 的 支 集 , 定 义 


(1) Asf 2 "f(r) (n=1,2,3,.) 


这 里 的 Pu 与 2.19 节 中 的 一 样 ， 

现 设 fE0OCR*), 了 是 实 的 。 印 是 一 个 开 的 £- 胞 腔 ， 它 包含 子 
的 支 集 ， 并 且 >0, 于 的 一 至 连续 性 ([26], 定理 4.19) 表 明 存 在 
一 个 整数 交 及 支 集 位 于 全 内 的 印 数 9 和 育 ,使 得 : (1)9 各 六 属于 
时 x 的 每 个 单元 上 是 常数 , (ii)9< 太 SP (iii)8 一 9<e. 如 果 %> 克 ， 
性 质 2. 19(c) 表 明 
C2) A = AE A EA R= A 
因此 ,144 说 的 上 ,下 极限 至 多 相差 evol 入) 并 由 于 e 的 任意 性 ， 
我 们 证 明了 极限 
《3) Af=limA.f (f ECR)) 


的 存在 性 ， 

可 以 直接 得 出 4 是 0.CB*) 上 的 正 线性 泛 阔 . (事实 上 ，/1f 
正好 是 局 上 的 Riemann 积分 ， 为 了 不 致 于 依 丈 多 元 Riemann 
积分 的 任何 一 仿 定 理 , 我 们 才 讨 论 上 述 的 构造 ) 我 们 定义 于 和 最为 
定理 2.14 中 与 4 相对 应 的 测度 和 oa- 代数 . 

由 于 定理 2.14 给 出 一 个 完备 油 庶 而 辟 是 o- 紧 的 ， 由 定理 
2. 17 即 推出 定理 2. 20 的 断言 (5). 

为 证 明 (a)， 令 再 是 2. 19(4) 的 开 胞 以， 吾 , 是 属于 如; 而 闭 包 
含 于 到 的 单元 的 并 ， 并 取 f 了 使 得 如 玖 f3W. 土 是 < 的 构造 


1 60 * 


E 
(4) Af> HL (B02) 


令 r 一 co 并 问 顾 定理 2. 14 的 构造 , 有 

(5) mW)=sup{tAf: fF 3} 

因此 , 对 每 个 开 胞 腔 钱 , m( 印 ) 二 Yo1( 玉 》, 又 由 于 每 个 胞 腔 是 章 胞 
腔 递减 序列 的 变 , 由 此 得 到 (e)， 

转 于 vel( 琴 十 四 一 Yol( 环 ) ,由 此 推出 
(6) mBE+r)—m(E) (zxER*) 

对 每 个 胞 驻 召 成 立 ; 特别, 对 每 个 单元 8, (8) 成 立 ; 因此 , 由 性 质 

2. 19( 的 推出 ,对 每 个 开 集 吾 , 56) 成立; 这 样 一 来 , 由 于 
mF})=inf{m(F): BCPV,F 是 开 举 } 

(6) 对 每 个 BEM 也 成 立 ， 这 就 证 明了 (Ce). 

最 后 ， 设 上 是 关于 站 上 的 平移 不 变 的 Borel 测度 . 令 c= 
KC@6)， 这 里 Bo 是 1- 单 元， 由 于 人 是 2 个 不 相交 的 2 -单元 
的 用 ， 耐 这些 单元 彼此 的 每 一 个 可 由 另 一 个 平移 得 出 ， 区 由 于 
mC) 一 1 ,所 以 对 每 个 2 -单元 总 有 
(7) 2 (0) 一 中 (站 0 一 5 人 (人 0) = 2*em( 0) 

自 性 质 2. 19(&) 牙 知 ,对 每 个 开 集 加 有 4(8) 一 cm(8B)， mw 和 上 的 
正则 性 表明 (定理 3.18)， 上 面 的 那个 方程 对 每 个 Borel 集 召 都 是 
成 立 的 、 这 就 完成 了 证 明 . 

2.21 评注 .如果 台 是 斑 上 的 Lebesgue 测度 , 习惯 上 用 记 
号 LCR) 来 代 茜 工 (m)， 和 如果 吾 是 书 的 Lebesgue 可 视 子 集 ， 
并 把 着 限 制 在 召 的 可 测 子 集 上 , 显然 就 得 到 一 个 新 的 宽度 空间 . 术 
语 “ 在 吾 上 , feL? 或 *fELiCE)" 蚌 用 来 指明 下 在 这 个 测度 空间 上 
是 可 积 的 . 

如 果 五 =1, 了 是 集 (9, 旭 ,C6,8], [6,5),La, 8J 中 任 一 个 ,， 如 时 
fET LD), 宫 惯 上 用 记号 


| Ye)a 来 代替 | fam 


由 于 任意 单个 点 的 Lebesgue 测度 为 0, 这 就 使 在 上 述 四 个 集 
上 进行 积分 守 没 有 什 径 六 四 


2 


和 >b, 定义 Jz) 是 0 时 ， 这 是 很 明显 的 ， 推广 到 一 般 的 情形 也 
没有 和 慎 径 国难， 实际 上 ,对 [ao, 如上 每 个 Riemann 可 积 的 了 ,同一 
事实 依 热 成 立 ， 由 于 以 后 没有 机 会 讨论 民 iemann 可 积 函 数 ,我 们 
省 略 了 证 明 , 请 参阅 [26] 的 定理 10. 33. 

至 此 , 某 些 读者 可 能 会 产生 两 个 自然 的 问题 ; 每 个 Lebesgue 
可 测 集 是 Borel 集 吗 ? Rr: 的 每 个 子 集 是 Lebesgue 可 测 吗 ? 纵然 
k=1, 这 两 种 情形 的 答案 都 是 否定 的 . 

通过 一 种 势 的 推理 能 够 解决 第 一 个 问题 ， 我 们 简 述 如 下 ， 令 
6 是 连续 统 ( 实 直 线 , 或 者 等 价 地 说 , 整数 的 一 切 子 集 族 ) 的 势 。 我 
们 知道 , BR*: 有 可 数 基 (中 心 在 瑟 的 某 个 可 数 稠密 子 集 ， 带 有 有 理 
数 半径 的 开 球 )， 葬 ;( 识 的 一 其 Borel 集 的 集 族 ) 是 出 这 个 共生 成 
的 5- 代数 ， 由 此 得 到 (我 们 略 去 证 明 ), 要 : 有 势 6。， 另 一 方面 , 存 
在 Cantor 集 如 C 吕 ,而 玉 ( 吾 ) 一 0( 习 题 5)，mw 的 完备 性 蔓 涵 着 女 

的 2 个 子 集 中 的 每 一 个 是 Lebesgue 可 测 的 ， 由 于 于 人 2， 大 部 
分 如 的 子 集 不 是 Borel 集 , 

第 二 个 问题 的 否定 答案 是 选择 公理 的 一 个 推论 .下 述 例 子 将 
指明 这 点 . 

2.22 例 对 实数 + 和 y， 当 且 仅 当 x 一 y 是 有 理 数 的 于 候 ， 
记 为 x~y. 显然 ，zz， 帮 zy 则 gz， 并且 2 0 gz 则 
z~z。 因 此 “~ 是 个 等 价 关 系 ( 用 代数 术语 来 说 , 令 台 是 有 理 数 如 
法 群 ,每 个 等 价 类 是 岛 在 请 ' 中 的 一 个 陪 集 )， 令 百 是 (0,1) 内 的 一 

和 


个 集 , 它 刚好 含 每 个 等 价 类 的 一 个 点 (这 料 一 个 华 吾 的 存在 是 选择 
象 在 2,19 节 中 一 样 ， 仿 画 +y 二 {X 十 7: EB 我 们 需要 如 的 
两 个 性 质 : 
(9 如 采 zxE00，1)， 则 对 茶 个 有 理 数 7SE( 一 1,1)， 有 2ER 


十 7 


(5) 如 果 7 和 s 是 不 同 的 有 理 数 , 则 (E+) 们 (8 十 5) 二 2 

证 明 (e), 注意 , 每 个 xs(0,1) 对 应 有 一 个 yE， 使 得 x~-y. 
如 果 了 一 8 一 9 则 这 一 多 十 了 代 加 十 也 

证 明 ( 妈 , 设 we(B 二 7) 人 (机 十 8)， 则 对 基 个 yEB，zEB8,， 一 
y 十 7 二 2 十 8， 由 于 y 一 2 二 8 一 + 六 0, 得 出 y~#， 从 而 及 包 含 两 个 
等 价 的 点 ， 而 这 是 与 吾 的 选择 相 小 盾 的 ， 

现在 , 设 召 是 Lebesgue 可 测 的 , 并且 令 w = 人 (及 ， 规 定 3 = 
U (二 荆门 是 这 和 样 的 并 ,这 里 * 取 遍 (一 1，1) 中 的 一 切 有 理 数 . 由 
《2)， 集 召 +7 是 两 两 不 相交 的 ; 由 于 到 是 平移 不 变 的 ， 对 每 个 r， 
mt 十 7) 二 %。 由 于 二 CC( 一 1,2), m(8) 坊 3， 于 是, 由 各 的 可 数 可 
加 性 , 不 得 不 有 &%=0， 因 此，m( 态 )=0。 但 是 (9) 可 推出 (0，1) 
所 呈 , 故 1m(3)， 这 就 得 到 矛盾. 


.可 测 函 数 的 连续 性 


由 于 连续 负数 在 Borel 测 麻 . 特别 站 Lebesgue 测度 的 结构 中 
占有 如 此 突出 的 地 位 ， 似 平 有 理由 相信 在 连续 函数 和 可 袜 隔 数 之 
间 会 存在 着 某 些 有 趣 的 联系 .本 节 将 给 出 酚 个 这 种 类 型 的 定理 . 


TN 


Te 


个 关上 的 Lebesgue 负 度 . . 
2.23 Lusin 定理 设 了 是 上 的 复 可 测 孙 数 ，kCA)<-oo， 
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如 是 xz 和 -4f(z)=0. 并 且 s>0， 则 存在 一 个 ECeCX), 全 得 


(CD kr)zg(zJ<s 
闪 且 ,还 可 以 做 到 
(2) sup [g(x)| I<sup|f(2)| 


证 明 首先 设 0<f<1, 并 且 .4 是 紧 的 . 如 定理 1. 17 中 的 证 
明 一 梓 ， 作 出 一 个 收藏 于 了 的 序列 ts}， 并 且 令 碧 =st 和 对 一 
2,3, 4, wy t=8n— Sn 由 2” t, 是 集 人 过 运 盘 特 征 国 数 ， 而 且 


{3) f(z) Dx) (wvEX) 


国定 开 集 了 使 得 ACT, 而 且 玉 是 紧 的 ， 则 在 在 紧 集 下。 和 站 
集 玉 ,使 得 KCTCPF, CY Hu(T, EK,)<2 re 由 Urysohn 
引 理 , 存在 基数 总 使 得 下 ,已 高 二 PF， 定义 


(4) 9(2)= 2 "hz) (XER) 
这 个 级 数 在 了 上 上 一致 收 敏 ,因而 9 是 连续 前 ， 并 且 ,9 的 支 集 含 于 
了 中 由 于 除开 在 了 一 百 。 中 以 外 , 24(z) 一 喜 (z), 所 以 除开 在 
UP 一 天 o) 中 认 外 ,92)=FCZ)， 并且 后 一 个 集 有 上 比 = 小 的 测度 ， 
这 样 , 当 4 是 紧 的 ,0 了 <<1 时 , (1) 式 成 立 ， 

由 此 得 到 , 当 4 是 紧 的 , 是 有 界 可 测 函 数 时 ，(1) 式 成 立 ，4 
的 紧 性 容易 去 掉 , 因为, 如果 中 4)<co, 则 4 包含 一 个 紧 集 区, 使 
H(A4 一 起) 小 十 事先 给 定 的 任 辣 正 数 ， 再 者 , 如 果 了 是 个 复 可 测 函 
数 ,B= 4w: |f(72| 记 8), 则 人 门 B, 二 名 ,于 是 由 定理 1.19(e), 4(B,) 
一 0， 由 于 除开 在 召 , 上 以 外 ， 了 同 有 和 界 函 数 员 一 Xs) 了 一致， 故 
在 一 般 情形 下 t1) 也 成 立 . 

最 后 , 令 瑟 =sup{| 有 Cz)!:zEX}， 并 定义 , 巷 1z| 所 8B,p{z)= 
2, 若 1z| 之 Rplz) 二 Raf1z|， 则 是 复 平面 到 灶 径 为 及 的 简 盘 上 
a 64 


的 连续 映射 如果 9 满足 C1).9, 二 eg, 则 满足 (1) 和 (2). 


PT ee rr 


ee nrrrevr 
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委 1, 使 得 py(E,) 志 2-*、 这 里 的 妃 。 是 一 切 使 1(x) 产 9,(2) 的 4 的 
集 . 对 几乎 每 个 x, 它 至 多 属于 有 限 多 个 集 及 (定理 1, 41)， 对 任 
意 一 个 这 样 的 x 和 充分 大 的 % 都 有 f(z) 一 9,(z)， 这 就 得 到 (5). 

2.24 Vitali-Carathéeodory 定 理 设 FEzZit ,是 实 值 的 ， 


rs 
Lp 


re 


证 明 首先 假定 /二 0， 并 且 了 不 恒 等 于 0。 由 于 于是 一 个 简 
单 凑 数 s。 的 递增 序列 的 点 坊 极 限 ,了 就 是 简单 函数 i 一 85 一 sl 
( 取 0 二 中) 的 和 .再 贝 芽 所 是 特征 函数 的 线性 组 合 ， 就 存在 可 测 
集 EE: (不 一 定 要 互 不 相交 ) 和 常数 ,>0, 使 得 


(2) f(x)= Dox (7) (zxEX) 
由 于 
(3) {fan= Den(E,) 
f=1 

级 数 (3) 是 收敛 的 。 存 在 紧 集 五 ; 和 开 集 7; 使 得 KCCEB,CV, 且 
(4) Ci 下 (Pi 一 下 < 18 (f=—1,2,9,.) 
令 
(5) v= Tx Sexe 

{=1 +=1 


六 是 这 样 选择 的 , 使 得 


(6) Dcin(B) < 


N+t 


国 比 , ”是 下 半 连 续 的 , w 是 上 半 连 续 的 ,5 所 所 9 并且 


如 Eo 
v= Dei(Xr XE) 十 Dx, 
dl H+ 


SDK XA)t DXs, 
t=1 


N+1 
干 是 由 (4) 和 (6) 得 到 (1) 
在 一 般 情况 下 , 记 了 = 六 一 六 ,如 上 一 样 , 对 天 作 卉 妨 和 2;， 
对 玉 作 出 Ww 和 592， 并 令 交 二村 一 92; 9 二 一. 由 于 一 和 名 是 上 半 
连续 的 ,而 两 个 上 半 连 续 硝 数 之 和 是 上 半 连 续 的 (对 下 半 过 续 也 有 
类 似 的 情况 ;我们 把 证 明 留 作 习 题 ), 奈 4 和 4 有 所 要 求 的 性 质 . 


习 题 


1 令 他 中 是 BL 上 的 非 负 实 函 数 的 序列 , 考 虞 下 述 四 个 命题 : 
(9) 如 果 天 和 为 是 上 半 连 续 的 , 则 访 十 产 是 上 半 连 续 的 ， 
(65) 如果 玫 和 下 是 下 半 连 续 的 , 则 于 十 fs 是 下 半 连 续 的 . 


{e) 如 果 每 个 加 是 上 半 连 续 的 , 则 全 思 是 上 壮 连 续 的 . 
1 


(8) 如 果 每 全 所 是 下 半 和 连续 的 , 则 袜 , 太 是 下 半 连 续 的 . 


1 
证 只 其 中 的 三 个 是 正确 的 , 但 有 一 个 基 错 误 的 ， 如果 省 去 " 非 负 ”一 词 会 
产生 什么 结果 : 如 时 用 一 般 的 拓扑 空 届 代替 中 会 影响 命题 的 真实 性 吗 ? 
2 设 了 是 下 上 的 在 意 复 国 数 , 规定 
pa =sup{|f ta —f(t) .sa, ié(x—d, s+d)} 
pn) = inf {plz, :6>0} 
证 明 是 王 平 连续 的 , 并 且 当 是 仅 当 8 (好 = 二 9 时 疗 在 点 * 处 连续 ,， 因 此 任何 
复 也 数 连 续 点 的 和 集 表 是 一 个 Go 全 ,- 
» 6 * 


ee 


用 一 般 拓 扑 宇 间伐 替 本 后, 贿 述 并 证 副 类似 的 命题 
3 设 革 是 一 个 度量 空间 , 其 放量 为 P， 对 任意 韭 空 集 召 王 三 , 规定 
六 gz) = inf (P(E, y) :yeERY 
证 明 Ps 是 至 上 的 一 至 连续 孙 数 ， 如 果 寺 和 BB 是 至 的 不 相交 非 空 闭 子 集 ， 输 
验 隐 数 
pi 
f 0 = pt 
是 否 满足 Urysohn 引 理 . 
4 检 驴 及 iesz 洁 理 的 证 明 , 并 征明 下 述 滑 个 命 野 : 
(9) 如 果 五 :CCF 和 吾 ; 志 Fy 而 天 ,Fs 是 不 利 闪 的 开 集 ， 则 (BLU 8s) 
一 及 (县 引 十 此 (可 即 策 吾 和 吾 * 不 属于 币 时 也 成 立 . 
6) 如果 至 Er, 则 囊 == 入 UU KU KU 其 中 EE} 是 不 棚 变 的 可 数 紧 
集 族 , 并 且 tN) =0. | 
在 习题 5 到 上 中 ,加 和 示 吾 :上 的 Lebesgue 测度 . 
5 他 吾 是 熟知 的 Cantor 三 分 (middle thjirdsy 集 ， 证 明 六 (四 ) 一 六 即 
使 辟 和 豆 : 有 相同 的 势 . 
各” 鬼 造 一 全 全 不 连通 的 紧 提 KR 使 得 加 {下 ) 守 0{ 下 没有 客 于 一 点 
的 连通 子 滥 ) ， 
姐 果 手 是 于 半 连 续 的 ,e 委 X#s, 证明 确实 石 3 安 0， 国 此 和 不 能 在 Vitali 
-Carathéodory 定理 的 党 交 下 , 用 下 半 连 续 昭 数 众 下面 扣 这 . 
了 7 给 定 z 六 0, 构造 一 个 开 集 吾 忆 [59,1], 它 在 50, 1] 中 是 称 密 和 的， 使 得 
说 ( 盏 一 ef4 在 吾 中 秽 密 章 刀 是 说 和 的 团 包 包含 妃 )， 
由 构 坦 一 个 Boral 保 8 性 FR, 使得 对 每 个 非 空 玉 区 问 I 有 
Om 人 ND md) 
对 这 样 一 个 集 豆 , 有 ml 百 ) < 之 90 的 可 能 吗 ? 
9 ”在 L0,1j 上 构造 一 个 连续 阔 数 序列 让, 使 得 0 委 太 和 1 匡 
in| fm ar=0 
然而 , 却 没 有 一 个 zt[0,11 能 使 序列 好 ,tw)} 旷 雍 . 
10 ”如 果 仔 :} 是 [0,1] 上 连续 函数 序列 , 使 得 0 志 f<1， 和 且 当 >co 时 ， 
对 每 个 szEE0, 了, tw) 一 0, 则 
lm) fe (pdr 0 


. 吃 六 里 


试 一 起 ， 不 用 储 何 测度 理论 和 有 基 Lebesgue 积分 的 定理 米 证 明 它 。( 这 是 
为 了 使 你 对 Lebesgue 积分 的 力量 有 个 印象 ，WW，F，、Eberlein 在 1957 年 
Communications on Pure and ApplieG Mathematics vol. XY, pp: 
357-360 中 给 出 了 一 个 谭 亮 前 证 租 。) 

11 设 点 是 紧 了 ausdorff 空间 下 上 的 一 个 正则 Borel 测度 ; 恨 定 pt{ 苹 ) 
二 1 证明 存 在 -- 个 紧 集 CXCh 的 靶 载 集 或 云集 ) 使 得 4 人 避 ) 二 1， 但 对 下 
的 每 个 紧 的 真子 集 吾 及 (BD) 过 1. 

如 未: 令 下 是 一 切 紧 集 EK 的 诡 ,而 (下 a) 二 1; 证 明 每 个 包含 下 的 开 集 
下 也 包含 某 个 吾 。。， 产 的 正则 性 是 需要 的 ; 比较 习题 18， 证 明 KK 是 下 中 测 
应 为 0 的 最 天 开 集 ， 

12 证 明 加 的 每 个 紧 子 集 是 一 个 Borel 测度 的 支 集 ， 

13 如: 的 每 个 紫 子 集 蚌 一 个 连续 函数 的 支 集 ， 对 吗 ? 如 果 不 对 , 你 能 把 
RB! 申 是 连 线 函数 支 集 的 一 切 紧 集 的 类 刻 划 岂 来 吗 ? 在 共 他 拓 扩 空间 你 的 刻 
划 也 正确 吗 ? 

14 和 如果 f 是 Bi 上 Lebesgue 可 测 复 函数 ,证 明 在 Bl 上 存在 一 个 Borel 
函数 9, 使 得 f=g ae, [mm]， 

15 当 m-~>co 时 ,很 容易 推测 出 

1 0 一 全 ezyagz 和 下 人 + 二) erdy 

的 极限 。 证 明 你 的 惟 测 是 正确 的 . 

16 设 w 蚌 关于 局 的 Lebesgue 测度 ,证 用 ms( 一 如 二 m{ 思 ), 这 里 

一 加 三 式 一 必 : tH 
国光 , 对 一 切 其 天 :下 人 有 
(fads fiw)az 


17 设 六 是 带 下 述 拓 盾 的 举 耐 : 一 个 集 是 开 集 当 且 仅 当 它 与 每 条 错 荆 
线 的 交 ， 对 如 的 明 常 轿 朴 而 言 是 诸 线 的 开 子 集 ， 证 明 下 是 局 部 紧 的 Haus- 
dorff 空间， 如果 大 Ce(X)， 令 二 ，“，n 是 x 的 这 样 的 值 ,对 至 少 一 个 
F(z 扩 半 0( 这 样 的 x 仅 有 有 限 儿 个 1), 并 定义 


A= BD) fts yay 
1=1 


根据 定理 2.14, 邻 上 是 与 A 对 应 的 测度. 加 果 吾 是 5 连 ， 证 明 即 使 对 每 个 紧 
+ | 


集 页 它 靖 下) 一 站 仿 然 有 站 (有 ) 一 扣 ， 

18 ”此 题 较 前 面 尾 一 题 都 需要 较 多 的 集 论 按 巧 ， 令 下 是 良 序 的 不 可 数 
集 ， 有 最 后 元 素 mol， 使 得 wm 的 每 个 先行 元 素 至 多 有 可 数 多 个 先行 元 素 (" 构 
遗 ": 取 任 何 良 序 集 ， 使 它 有 元 素 ， 共 先行 元 素 是 不 可 数 的 ， 令 wm 是 这 些 
元 素 的 第 一 个 ; 称 为 第 一 个 不 可 数 序数 )， 对 cf 下 ， 邻 Po[So] 是 二 的 一 
切 先 行 元 素 (后 继 元 素 ) 的 集 ， 如 果 开 的 一 个 子 保 是 忆 - 或 S 或 Po 门 88， 或 
这 砷 子 集 的 并 ， 则 称 它 为 开 集 .证明 互 因此 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 ( 提 
示 : 设 有 一 个 良 序 集 含有 一 个 无 限 递减 序列 )， 

证 明 点 w 的 余 集 昆 一 个 开 集 , 但 不 是 0- 紧 集 . 

征明 对 每 个 托 O{ 玉 ) 对 应 一 个 a 天 1 使 得 了 在 3。 上 是 常数 . 

证 明 于 的 不 可 数 上 紧 子 集 的 每 个 可 数 集 族 {K,} 的 交 是 不 可 数 的 (提示 : 在 
. 四 内 考虑 递增 可 数 序 列 的 极限 , 它 与 每 个 玉 , 相交 于 无 限 多 点 ). 

令 叶 是 一 切 玉 CY 的 集 族 ,使 得 或 者 百 U {t 直 或 者 画 cU{al 包含 一 个 
不 可 数 紧 集 ,在 第 一 种 情况 下 , 定 多 1 (可 一 1; 在 第 二 种 情况 下 ， 定 义 1 (本 
一 0， 证 明 币 是 一 个 包含 和 内 全 体 Borel 集 的 0- 代数 ,4 是 先 上 的 测度 , 但 
不 是 正则 的 to 的 每 个 邻 域 有 测 席 1), 而 且 对 每 个 fECCX) 

fw) =| fa 
试 劾 划 定 理 3. 14 中 与 这 个 线性 渗 畏 对 应 的 正则 的 六 

19 如 果 疡 是 尾 登 一 个 正 弄 座 并 且 托 工 (pp) ,证 明 {w: 了 tw) = 从 有 o- 有 
限 济 度 . 

20 ”如果 下 是 集 XX 的 可 数 并 ,而 #(XD<co， 则 称 集 碟 上 的 正 测 庆 上 
为 9- 有 限 ， 证 明 当 且 仅 当 存 在 ftIn(p) 鸽 得 对 短 个 xE 有 F(z) >0 时 ,为 
oo- 有限 . 


ss 疙 如 = 


第 三 章 ”7Z~ 空 间 


此 图 数 和 不 等 式 


分 析 中 许多 最 普通 的 不 等 式 都 有 甚 止 性 概念 方面 的 起 源 ，. 
3.1 定义 定 广 在 开 区 则 (aa, 好 上 的 实 函 数 虽 , 这 里 一 2 和 6 
<D<oo, 如 果 不 等 式 - 
(1) PANetay) 人 lor +t dap 
当 g<z<b,a<y<6, 和 0<E4 所 1 时 成 立 , 多 就 称 为 凸 的 . 
从 图 形 上 看 , 条 件 就 是 “ 当 <t<y 时， 点 《全 应 该 在 平 
面具 的 两 点 (z, p(x) 和 (Cy，p (9)) 的 联 线 虐 或 者 在 它 的 下 方 . " 同 
时 (1) 等 价 于 要 求 


(2) gt) p(s) pl) pt) 
下 -一 可 4—t 


对 gs 之 fy 成 立 ， 

微分 中 值 定理 和 (C2) 一 起 可 直接 证 明 “ 实 实 的 可 微 函 数 9 是 在 
Cq,5) 上 由 的 充 要 条 件 是 , 当 6 过 8 之 1 过 5 时， p' (8) 态 p'(t)", 即 当 
且 仅 当 导 函数 mw' 是 单调 递增 函数 . 

例如 , 指数 函数 在 (一 2, 2) 上 就 是 四 的 . 

3.2 ”定理 各 时 名 是 雁 (9.5) 上 站 的 , 则 在 (9,5) 上 连续 

证 明 ”证明 的 思想 很 容易 用 儿 何 的 语言 表达 ， 担 心 不 * 严 格 ” 
的 人 们 请 把 它 转译 为 和 5 的 说 法 . 

假定 s<s<zr<g<t<a， 把 平面 内 的 点 (s,9p(s)) 记 为 8, 类 
似 地 处 理 x,y, 1， 则 下 在 SY 直线 上 或 它 的 下 方 ,， 了 在 过 S 入 
的 直线 上 或 它 的 上 方 ; 同时 了 在 了 7 上 或 它 的 下 方 ， 当 gr->z 时， 


二 FO 


得 出 了 >. 即 问 (的 一 到 7) 用 同样 的 方 活 处 理 堪 驾 跟 恒 得 出 e 
的 连续 性 . 

注意 ， 这 个 定理 依赖 于 我 们 的 讨论 是 在 开 区 剖 上 进行 的 这 一 
事实 ,比如 说 , 若 在 [0,1) 上 p(x)=0 甩 p01) 二 1, 则 9 在 [9, 1] 上 
不 是 连续 的 ,得 它 福 足 3.1(1)， 

3.3 定理 (Jensen 不 等 式 ) 设 上 是 在 全 如 内 的 0- 代数 吐 


ee ee 


pd a Hp 


瑞 有 的 s<Qe<f(s)< 有 Ew 是 在 (sb) 上 的 ,出 
GD p(| fdr )<|] pan 
二 不 和 际 o 和 入 站 
证 明 令 =| fw， 则 ao<t<5 著 有 是 在 3, 1(2) 左 边 的 商 


的 上 确 界 ,这 里 ga<s 过 t， 则 对 任 一 weELf,86)， 刀 不 大 于 在 3. 1(2) 
右边 的 商 . 由 此 得 出 


{2) Ppt)+ A(s—#) (a<s<6) 
困 此 
(3) pf — pI— BE)— D0 


对 每 一 个 XE2 成 立 ， 因 为 yg 是 连续 的 ，g*f 便 是 可 油 的 . 若 在 
33 式 的 两 边 圣 上 积分 ,从 我 们 关于 +t 的 选择 和 假定 4(Q)= 二 1 便 
得 出 (1) 式 . 
为 给 出 一 个 例子 , 取 Po(z) 一 拓 ， 则 全 ) 式 变 成 
(4) exp| EU | eid 
如 时 机 是 一 个 有 限 集 ， 比如 说 由 点 D1, Pn 组 域 ， 且 医 
pp 2, fg) 一 ar 
对 于 实 的 2, (4) 变 成 


® zi 


(8) ezp 拉 (十 汪 十 mm) 生 二 (ec 十 十 er) 


令 9 二 ew 获得 n 个 正 数 的 算术 平均 与 几何 平均 之 问 的 熟悉 的 不 
等 式 : 


(06) ya) < yt) 
从 这 里 回 到 (4) 式 ,于 末 
(7) exp}| loggdn (< | ga. 


的 左边 和 右边 为 什么 经 常 地 被 分 别称 为 正 函 数 9 的 几 和 何平 坞 值 和 
算术 平均 值 应 该 变 得 清楚 了 , 

如 果 取 Atpi) 二 wi 汪 0， 这 里 3ai=1， 则 代替 (6) 式 ， 我 们 
得 到 
(8) 2 十 
这 些 恰 好 是 为 定理 3. 3 中 所 包含 的 少数 几 个 范例 . 

其 首 命题 , 见习 题 20- 

3.4 定义 ”如果 p 和 & 都 是 正 实数 ,使 得 j 十 9=29, 或 等 价 
地 说 
GD) 斑 + 二 =1 
则 称 忆 和 2 为 一 对 共 斩 指 数 ， 显 然 (1) 蔓 性 着 1<8<ce 和 1<<2 到 
cp。 一 个 重要 的 特殊 情况 是 ?一 & 一 2. 

当 m>l 时 ，(1) 迫使 #7>so， 因 而 1 和 oc 也 被 看 作 一 对 共 罗 
指数 . : 


re SE 


rr 二 
rm 本 


co 
GD) foam 和 Pei 下” 


昌 FT2 和 


并 且 
©» or ed 


成 立 . 
不 等 式 (1) 是 H6lder 不 等 式 ; (2) 是 Minkowski 不 等 式 ， 阁 
2 一 《一 2, {1) 就 是 大 家 知道 的 Schwarz 不 等 式 . 

证 明 设 4 和 B 是 (1) 式 右边 的 两 个 因子 , 若 4=0, 则 了 =0 
a. 6.( 由 定理 1. 39); 因此 fg 一 0a. 6. ， 所 以 ( 力 成 立 ,车 4>0 且 
8 co, (1) 也 是 平凡 的 ， 所 以 只 需要 考虑 0<4<co,0<<B<oo 的 
情况 ， 令 


_f np-_# 
(3) P= G=£ 
这 给 出 了 
(4) 上. Frdp—| Grdu=1 


如 果 2ER 是 使 得 0<F(z)<c0 和 0<G(z)<oo 的 点 ， 则 存 
在 实数 * 和 上 使 得 RKz) 一 ex?，G(2) 一 er 因为 11p 十 18=1， 
指数 函数 的 凸 性 昔 涵 着 


{5) et 人 le:to ee: 

由 此 得 出 

(6) | F(A)GCT) Sp P(r) tg Gr) 
对 每 一 个 ze 及 成立 ， 根 据 (4), (6) 式 的 积分 产 些 
(7) | Faapsp! tg =1 


把 (3) 代 入 (7) 式 , 俩 得 (1). 
广 意 , (6) 也 能 作为 不 等 式 3.3(8) 的 特殊 情况 得 出 . 
为 了 证 明 (2), 记 

(8) f+) =f. f+) + (ft)?! 


s FF +* 


Halder 不 等 式 给 出 
(9) [r-rel {ern oo 


设 (9? 是 在 (9) 内 交换 了 和 9g 的 位 置 而 得 的 不 等 式 ， 因 为 (Pp 一 Dg 
二 2, (9) 和 (人 9) 相 加 给 出 


ao eror<ffornry + 


显然 , 只 要 证 明 (2) 式 在 左边 大 于 0 而 右边 小 于 oo 的 场合 成 并 就 是 
够 了 了， 函数 好 在 0 


(9) < 9) 


因此 (2) 的 左边 小 于 品 ， 这 样 ， 假 如 用 (10) 右边 的 第 一 个 因 式 除 
《10) 的 两 边 , 记 住 1 一 119==1/p， 从 (10) 式 就 可 得 出 (2)。 于 是 完 
成 了 证 明 . 

知道 在 不 等 式 中 等 号 能 够 成 立 的 条 件 有 时 是 有 用 的 。 在 许多 
情况 下 , 这 方面 的 倍 息 可 通过 考察 不 等 式 的 证 明和 得到. 

比如 ， 在 (7) 式 中 等 号 成 并 当 且 仅 当 (6) 式 的 等 号 对 几乎 每 一 
个 ?成 立 ， 在 (5) 中 ， 当 且 仪 当 s= 时 等 号 成 立 ， 因 此 ， 若 鼻 定 
《4) 成 立 ， 则 ?二 Gr a. e “是 (7) 式 的 等 号 成 立 的 充 时 条 件 ， 用 康 
来 函数 了 和 ?9 的 话 来 说 , 则 获得 下 列 结论 ; 

假定 .4 4<co 和 六 <<oo， 有 训 于 且 保 当 丰 在 天 个 全 


DE eer it er leet Ee ee 


时 为 0 的 芝 数 & 和 ， 使 得 of? 二 Bgia,e 


我 们 把 (2) 式 等 号 成 立 的 奖 仅 的 讨论 留 作 习题 . 


IL*- 空 间 

在 这 一 节 里 , 蕊 是 一 个 具有 严 测 度 上 的 任意 的 测度 空间 . 

3.6 定义 如 果 0<p<oo 且 了 是 上 的 一 个 复 可 油 函数 ， 
定义 


» 74 » 


17 了 


(1) fh = {| fap | 


且 设 L? (4) 由 所 有 满足 
(2) 民 :一 oo 
的 了 组 成 、 称 [ 凡 。 为 了 的 三”- 范 数 ， 

刘 果 站 是 到 上 的 Lebesque 测 度 ， 象 在 2.21 节 一 样 ， 记 
ZE2 (Be 以 代 韦 (车 2 是 集 4 上 的 计数 测度 ， 习 惯 上 用 
f+(4) 记 对 应 的 5?- 空 间 ， 当 有 4 可 数 时 ， 便 简 记 为 I?，i? 的 一 个 
元 于 可 以 看 作 一 个 复 序列 z= 从 ,} ,并且 


|- pa 人 


3.7 定义 假定 久 和 >[0,co] 是 可 测 的 ， 设 总 是 所 有 使 得 
(1) ug to, 0]))=0 
的 实数 & 的 党 ， 如 果 号 = 凶 , 令 8= ooe， 如 果 姑 邮 , 令 有 infS. 
因为 


(2) pp Dp 


并 且 因 为 0 测度 集 的 可 数 并 有 测度 0, 可 以 看 出 ApE8. 我 们 称 8 为 
9 的 本 性 上 鲍 界 . 

如 果 了 是 号 上 的 复 可 测 函 数 ， 定 六 攻 和 为 |f| 的 本 性 上 确 界 ， 
并 设 YCw) 由 所 有 工 足 这 和 < 天 co 的 了 所 组 成 ，L”(n) 的 元 素 有 
时 称 为 了 上 的 本 性 有 界 可 测 函数 . 

从 这 个 定义 得 出 , 当 且 仪 当 4 之 | 几 = 时 ， 不 等 起 ICz) 4 对 
几乎 所 有 之 成 立 

象 定 六 3.6 一 样 ,L(tR') 表 示 所 有 的 在 R* 上 (关于 Lebesgue 
测 庶 ) 李 性 有 界 阅 数 的 类 ， id 是 所 有 4 上 有 界 畏 数 的 类 .【 因 
为 这 里 每 -个 韭 空 集 具有 正 测 度 , 有 界 与 本 性 有 界 的 含义 相同 ! ) 

» FF 。 


3.8 定理 如 果 泌 和 8 是 共 统 指数 12 和 o， 失 下 (所 和 
SEED 则 f9SL'(20, 并且 


Dr ee 


(1) fg gs 


证 明 对 于 1<p<oo，(1) 简单 地 说 就 是 应 用 于 | 了 | 和 19! 的 
Hilder 不 等 式 ;p 二 co 时 , 注意 
(2) fr)g Ce) Nf fo 97) 
村 几乎 所 有 成立， 积分 (2) 式 , 即 得 (1) 式 ， 医 $=1， 则 9 一 oo， 
可 以 采用 同样 的 推理 . 

3.9 定理 假定 1SpS00; 并 县 JS EU 则 [二 
gL (Hy), 匡 
(1) Uriolsslfl,+tl gl 


证 明 因为 |[ lft+glrdn<| (Qf!+ 9D)?an 


对 1 所 8 和 ceo， 从 Minkowski 不等式 得 出 人 1) 对 321 或 2 一 co， 
1) 是 不 等 式 上 十 8 委 | 天 十 191 的 平凡 的 的 推论 . 

3.10 评注 同 定 8,1 气 p05， 如 果 JELr(4) 并 且 & 是 复 
数 ， 显 然 afELr (x)， 事 实 上 
(1) ofl so = {af Df fl; 
与 定理 3. 9 合 起 来 说 明 Lr?(4) 是 - :个 复 向 景 空间 ， 

慨 定 了 ,9 和 5 都 在 (00) 内 ,在 定 至 3.9 中 用 一代 严 f, 术 
8 一 吕 代 趟 9, 得 到 
(2) 好 一 下 5 志 好 一 下 5s 十 如 一 种 。 
这 就 启发 我 们 ， 可 以 通过 定义 了 和 gg 之 问 的 瑟 离 为 If 一 9 杨 , 秩 在 
I?(R) 内 3 引进 度量 ， 暂 有 时 称 这 个 哄 离 为 4(f,9)， 则 0 和 (ff, 科 之 
oo, ad(f, 有)=0，d(9, 让 =d(f, 9)， 并 且 (2) 式 指出 三 角 不 等 式 


* FH * 


df df 9 二 d(9, 和 也 成 站 。， 确定 一 个 座 明 空间 的 8 所 应 该 
具备 的 最 所 一 个 性 质 是 ;4(f， 四 =:0 应 该 蕴涵 着 了 二 g， 六 我 们 现 
在 的 情况 下 ,这 一 点 并 韭 如 此 ; 确 功 地 说 ， 当 2) -一 gtz) 对 几乎 所 
有 的 z 成 立时 ;就 有 ad(f,9) 二 0. 

诗 我 们 记 了 ~g 当 且 仅 半 2&0f ,四 = 二 0, 国 然 这 是 一 个 罕 ?C8) 
内 的 等 价 关系, 它 把 Lr(E) 分 成 各 个 等 价 类 ; 每 一 类 都 出 所 有 与 
给 定 的 一 个 函数 等 价 的 那些 函数 组 成， 如果 卫 和 如 是 两 个 等 价 
类 ,选取 fEF 和 gEG, 定 六 dF,G)=d(f,9); 注 意 f~ 放 和 g~g， 
芥 洒 车 dtf,g9) =d(F,, 91) 

所 以 UF, 人 G) 是 完 企 确定 的 . 

在 这 个 定义 下 ,等 价 类 的 集 现在 是 一 个 论 明 空间 .福音 ,因为 
1~fi 和 g~gi 逆 泗 着 了 9g 和 ~ 十 9 和 Qf~gf,， 它 也 是 一 个 向 量 
空间 . 

,人 详 直 作 度量 移 站 实际 上 所 上 的 守则 不 有 以 
为 了 请 喜 的 简洁 起 见 , 习 耻 这 和 闫 刚 际 低 到 心 人 
并 且 继 续 说 五 (AI 是 一 全 国 数 空 间 ， 我 们 将 着 循 这 种 习惯 . 

如 果 { 是 (28) 的 一 个 序列 ,JEL? (4), Hlim| fs 一 肌 s==0， 
我 们 康 说 (f} 在 ?C40) 内 收 化 于 了 (或 {fi}P 钦 平均 收 佣 于 ff， 或 
{fa} 是 上 3- 收 钱 于 内， 河 对 每 一 个 二 0， 都 对 应 有 一 个 整数 信 ， 
使 得 当 % 汪 访 、m>> 和 时 有 节 , 一 fb 之 se， 我 们 就 称 {f。} 是 ?Cp) 
内 的 .Cauchy 序列 ， 这 些 定义 完全 象 在 任何 一 个 度量 空间 中 的 定 
义 一 样 ， : 

一 个 极为 重要 的 事实 是 ,5?(4) 基 一 个 完备 的 度量 空间, 即 每 
一 个 Z (4) 肉 的 Cauchy 序列 收 误 于 工 ?2(8) 的 一 个 元 素 ， 

?11 定理 对 于 PS 和 第 一 个 下 测度 刀 2 人 0 县- 

个 完 削 的 度量 空间 ， 


小 大 本 叫座 里 空 有 


证 明 首先 假定 I 委 p<oo. 设 人 tf) 是 在 下 《6 昌 内 的 一 个 
Cauchy 序列 ， 则 存在 一 个 子 序列 { 六 sa<< 使 得 


1) | fn, — fa, (一 2 (一 1 2， 3， 
念 
(2) 94= Df —f, ls 9 一 全 | 一 六 


因为 (1) 成 立 ,Minkowski 不 等 式 指出 和 ,5 之 1,k= 2, 3 
因此 将 Fatou 引 理 应 用 于 {名 }， 得 出 上 9ls 扎 1， 特别 是 9X) 守 oo 
3a, 2. 成 并 ,所 以 级 数 


(3) fa (1) + SF (7) f(z) 


对 几乎 所 有 的 weX 是 绝对 收 钱 的 。 对 于 在 (3) 式 中 收 仇 的 那些 点 
z, 记 C3) 的 和 为 天 72), 在 余下 的 0 测 集 上 , 令 天 2 一 0. 因为 


(4) Sf, 
看 出 
(5) f(z)=limfa(s) ae 


在 已 经 找到 一 个 印 数 玫 它 是 {fn}a.6. 点 态 收 人 证 的 航 限 以 后 ， 
现在 还 得 证 明 这 个 了 是 tf.} 的 了?- 极 限 . 选取 >0,， 这 时 存在 一 
个 驴 , 使 得 8 汪 妨 、m 盖 入 时 有 上 sn 一 所 1<<e 成 立 ， 于 是 Fatou 引 
理 指出 对 每 一 个 m 半 请， 


(6) falradnhimint| If falrdper 

从 (6) 得 由 一 faELr (1)， 因 此 EL?(p) [因为 f= (一 志 ) 十 
fm]， 最 后 , 当 m->co 时 上 一 fl;>0， 这 就 完成 了 对 1<p<oo 情 
况 的 证 明 . 
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在 ZCp) 中 的 证 明 容 易 得 多 .假定 (jf) 是 LrCp) 内 的 Cauchy 
序列 , 设 4 和 Bw,n 是 使 fC7)|>1fi1。 和 [fa (7) 一 (2)| 汪 上 
一 加 |。 的 集 , 并 设 百 是 这 些 4 和 Bn 上 ,mm，% 二 1,2,3,… 的 并 .， 
则 产 ( 吾 ) 一 0， 并 且 在 吾 的 余人 乐 上 序列 {f4} 一 致 收 伊 于 有 上 界 随 数 二 
于 xEE, 定义 7z)=0， 则 EL”(H) 且 当 R->00 财 |, 一 站 >0. 

土 面 的 证 明 包 含 了 一 个 是 以 单独 叙述 的 有 趣 的 结果 : 

3.12 定理 ”如果 1<p 太 0,4 王 ) 是 在 工 :(4) 内 的 Cauchy 序 


Chi A 
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简单 晴 数 在 上 L: (4) 内 起 着 一 个 有 趣 的 作用 : 

3.13 定理 设 仿 是 所 有 使 得 
(1) Atfz: 8( 1)N0) ) Lo0 
的 世上 的 复 可 测 简 单 函 数 s 的 类 ， 如 果 1S9< 吕 , 则 人 在 L(y) 
内 是 稠密 的 . 

证 归 首先 ，SCILr(E) 是 很 明显 的 .假定 10, JEL* (1)， 
并 设 {s, 是 与 在 定理 1. 17 内 一 样 的 序列 .因为 0<ss 扫 放 有 
saEGFEz(p); 因 此 snES， 因 为 | 了 一 ss12 执 所 ,控制 收 仇 定理 表明 当 
2->co 有 时 和 一 ae 有 一 0， 于 是 了 位 于 太 的 王 - 闲 包 内 ， 由 此 也 可 
以 每 出 一 般 ( 是 复 的 ) 情 况 . 


连续 函数 通 近 


至 此 我 们 已 经 过 论 了 在 任何 测度 空间 上 的 Za(u)、， 现 在 设 工 
是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 并 设 #4 是 革 的 o- 代数 嗲 上 的 
测度 , 它 具 有 定理 2. 14 所 述 的 人 性质 ， 例 如 下 可 以 是 本 ,六 可 以 是 
R* 上 欧 Lebesgue 测 庭 . 

在 这 些 情况 下 , 我 们 有 下 列 类 似 于 定理 3. 13 的 结论 ; 

3. 1 定理 对 1 所 p<oo;0C,(X) 在 Ir(4) 内 枢密 


A orororrorervre 


证 明 象 定 还 3 13 一 样 定义 人 G.， 若 sSES 月 e>>0， 则 存在 一 
个 gEC。( 和 )， 便 得 除开 一 个 测度 < 二。 的 集 外 7) s(z) 都 成 并 ， 
并 且 |g1 所 1sf。tLusin 定型 )， 因 此 
(1) lg—sloe2e' ?lsl. 
因为 太 在 IAC&) 内 番 密 ,这 就 完成 了 证 明 . 

3.15 评注 让 我 们 稍微 详细 地 讨论 一 下 ?CBY) (BR*Y 上 的 
Lebesgue 测度 的 5* -空间 ) 和 空间 0e( 司 ) 之 间 药 关系 ， 我 们 考 
意 一 个 固定 的 维 数 到 

对 于 每 一 个 PE[1, 00], 在 CR*) 上 有 有 一 个 度量 ; 了 和 ?之 间 
的 距离 是 1 一 qs， 注意 这 是 一 个 真正 的 度 呈 ， 而 不 必 通 过 等 价 
类 ， 关键 在 于 , 如 果 局 上 的 两 个 连续 函数 是 不 相等 前 ， 则 它们 在 
茶 个 非 空 开 集 上 不 同 ， 因 为 六 包含 一 个 胞 腔 ， mlV)>>0， 于 
是 车 Ce(R*) 的 两 元 素 是 ae 相等 的 ， 它 们 就 是 相等 的 ， 注 意 到 
Ce ) 的 元 素 的 本 性 上 确 界 和 商 实 的 上 确 界 相同 也 是 有 意思 的 : 
对 于 EC ) 

(1) fi.=suplf (x)| 


车 1 委 p<eo, 定理 3 14 说 明 妇 08) 在 了 ?5 有 内 稠密 ， 定 理 
3.11 指出 妇 ( 且 ) 是 完备 的 、 于 是 2 (以 ) 是 赋予 CC 区 了- 
引 离 所 得 的 度 晤 空间 的 完备 化 . 

p=1 和 ?2-2 是 最 有 兴趣 的 两 种 情况 ， 让 我 们 再 -- 次 用 不 向 
的 语言 来 叙述 上 面 所 说 的 当 p 一 1 和 为 == 1 村 的 结论 ; 这 种 说 法 表 
明 Lebesgue 积分 确实 是 Riemann 积分 的 “正确 ?的 推广 : 


te ha 


(2) | RD 一 we 
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床 纪 成 . 这 里 假定 任 寻 两 个 儿 乎 处 处 相等 的 了 汕 数 都 看 成 是 同 ~ 的 . 
当然 ， 全 E 备 化 S*， 它 的 每 一 个 元 洲 
可 以 抽象 地 看 成 是 六 内 的 Cauchy 序列 的 等 价 类 { 见 [26] p, 71). 
现在 情况 的 重要 之 处 在 于 QBR') 的 各 种 L:- 完备 化 再 一 次 得 出 
是 上 的 了 蒋 数 空间 . 
在 p= 二 0 a 的 情形 不 同 ， Ce(RR) 的 天 -完备 
化 不 钙 工 (及 有 本 (1 )， 了 大 有 六 上 上 在 无 表 点 


且 王 法 明 的 国人 竺 甩 


IL”- 范 数 与 CCR ) 上 的 上 确 内 消 孝 重 会 上 面 关 于 0,(R') 的 结论 
就 是 定理 3.17 的 一 个 特殊 情况 . 

3.16 定义 ”一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 的 复 函 数 f) 如 
果 对 每 一 个 e>>0， 存 在 一 个 紧 集 吾 C 系 ， 便 得 对 所 有 不 在 下 内 的 
2 |f(z)1<e 成 立 , 则 称 了 在 无 穷 远 点 为 0， 

所 有 在 无 穷 辽 点 为 的 忆 上 的 连续 函数 的 区 称 为 Ca( 开 )， 

显然 Ce( 开 ) COs(X)， 并 且 敬 六 是 紧 的 ， 这 两 个 类 就 是 重合 
的 ， 在 这 种 情况 下 对 它们 中 的 任何 一 个 记 以 CCX). 

3.17 定理 ”如果 区 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 , 划 Co(XX) 


ET ee 


er 


证 明 如果 将 和 9 之 间 的 好 离 取 作 上 一 gf|， 初 等 的 验证 指 
出 Co( 了 3) 满 足 度 最 空间 的 公理 。， 必 须 证 明 : (4)Co( 导 ) 在 Cn) 内 
稠密 和 (22Co RE) 是 完备 的 度量 空间 . 

给 定 fECo(X) 和 >>0， 存 在 一 个 紧 集 下 使 得 在 五 的 外 面 
11(2)| ~e,Urysohn 引 1 理 给 出 了 一 个 gE0.(X), 使 得 0g 所 1, 二 
三 坟 上 XY)=1 令 玉 = 了 和 则 和 CORE) 且 评 一 下 < 这 就 证 明 


里 81 » 


To). 

为 了 还 明 { 让 , 设 和 是 Col 六 ) 内 的 Cauchy 序列 ,好 假 定 {f;} 
一 臻 收 剑 ， 则 它 的 点 态 收 人 钱 的 极限 函数 六 是 连续 的 .给 定 >0， 
存在 一 个 ,使 得 jf 一 入 二 e12， 并 存在 一 个 紧 集 下 使 得 在 基 前 外 
而 [f(z91 达 a12， 因 中 在 下 的 外 面 | 所 7)| 二 ee。 这 就 已 经 证 明了 
了 在 无 穷 远 点 为 0, 于 是 Col 卫 ) 是 完 冲 的 . 


可 题 

1 证 明 任 意 - - 增 (a, 轴 上 的 昨 隐 数 的 上 确 界 在 (a, 8 上 基本 的 , 并 证 多 
同 函 数 序 列 的 点 态 棋 限 是 出 和 的， 甘于 三 函数 序列 的 上 极限 和 下 极限 如 伍 ? 

2 如 果 % 在 (a 旭 上 是 凸 的 , 而 单 在 的 值 城 天 是 凸 的 旦 是 不 减 的 ,证 
明 #s 轴 在 (aq 有 上 尾 同 的 ， 对 于 p>0， 证 明 ]ogqp 的 硬性 北 涵 着 罗 的 西柏 ， 
但 反之 不 真 ， 

3 恨 定 下 是 ta,8) 上 的 连续 实 函 数 ,使 得 

oD 十 本 全 

对 所 有 的 及 (6 本 成立， 证 朋 是 山 的 . (如 果 众 很 定 中 省 略 了 连续 性 ， 
证 个 结论 就 不 能 得 到 )， 

4 铺 定 了 是 革 上 的 复 可 测 国 数 , x 是 三 上 的 正 测度, 并 且 

pp=) fen 一 他 全 (90<p<eo) 

设 豆 一 fp:e( 芍 <coy， 恨 定 ] 站 > 和 

(9) 车? 之 之 8, EB aE 四 ,证 明 JE 再 . 

tb 证 朋 1loggp 在 FE 的 内 部 是 晤 的 且 是 在 己 上 连续 的 . 

ie) 根据 (ty， 如 是 连通 的 .一 定 总 开 的 吗 ? 一 定 是 闲 的 吗 ? 访 能 由 
单 点 组 成 吗 ? 再 能 是 (0, co) 的 任何 连通 子 集 吗 ? 

记 ) 落 r<p<s， 征 明寺 smaxclfl-， 人 zf。 指出 这 一 结果 齐 洱 着 
了 NT Lr). 

te》 恨 定 对 某 个 +<<o0, ,过 oo 成 立 ， 证 明 当 p-> 吕 时 ， 

fs, | 

5 在 习题 4 的 假设 申 枉 加 上 假定 

» 2 » . 


RTX 一 | 
(a) 证 明 , 若 0<r<s 妥 ee 则 叶 外 雪上 时 有 
5) 在 什么 条 件 之 下 ,会 出 现 0 过 rf 之 a 过 oo 而 [天 .= 有 ,<ee 的 情况 + 
fc) 箭 0<r<s 证明 于 (有 fp， 在 什么 衬 条 体 之 下 ， 这 两 个 空间 
所 包含 的 妇 数 相同 ? 
(8) 慨 定 对 某 个 了 2 种 人 | ee， 者 exp{ 一 50} 定 多 为 0 ,证明 


limlfl,=exp 和 log lflar | 


6 淡 m%m 是 [9,1] 上 的 Lebesgue 测度 , 关于 天 所 确定 的 上 |， 找 出 使 美 
系 式 


Dimlf) =) (Bef dm | 
对 筷 一 个 有 界 的 可 测 正 函数 成立 的 所 有 在 [9, co) 上 的 函数 中 首 光 证 明 
eDe) + —0B1)= 人 Br) (0, O01) 
试 与 习题 500 比较 . 

7 对 某 些 调度 , 关系 式 7 之 蓝 稍 Lit) 己 Te(p): 对 另 一 些 测 庶 这 个 
包含 英 系 相反 ; 还 存在 一 些 漳 度 ， 当 + 二 s 时 天 (不 包含 二 Co。 试 给 山 这 
些 情形 的 例子 , 并 找 出 使 得 这 些 情形 将 会 出 现 的 关于 上 疡 的 条 件 ， 

8 游 9g 是 在 (0, 了) 上 的 正 函 数 ,使 得 当 zw->0 时间 (1w)> 吕 ， 风 存在 一 个 
{0, 了 上 的 古国 数 语 使 得 广 志 9 甩 当 -20 时 六 (zy 一 50。 这 对 不 对 * 苛 (0, 1) 
. 用 0 中, oo) 代 蔡 , x 一 0 用 2 一 oo 代替 ,这个 门 题 会 变化 下? 

9 假定 /是 (0,1) 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 ， 并 且 不 是 本 性 有 界 的 . 
根据 习题 4(e), 当 pg->co 时 ,用 ->co。， 导 儿 能 任意 缓慢 地 趋 于 co 吗 y 更 确 
切 地 说 , 对 在 (0, co) 上 每 一 个 满足 当 p->co 时 仍 (p)->oo 的 正 汞 数 号 , 能 找 
到 一 个 于 使 得 当 po 时 他 ,一 oo, 局 埋 所 有 充分 大 的 p， 5 所 四 {2) 成 
立 ， 这 个 结论 正确 吗 ? 

10 假定 六 EL2CUJ，% 一 1T 2 3，…， 当 9-co 时 用 ,一 州 。>0 和 | >y 
a 成立, 条 了 和 9 之 间 存 在 什么 关系 ? 

11 假定 (0) 一 1 了 和 9 是 号 上 的 正 可 训 函数 , 使 得 丰 沁 1， 证 明 

fax. | gar>1 

12 假定 上 (0 =], 且 本 各 >[0, oo0] 是 可 油 的 .车 

A=| hdp 
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证 明 
1 二 | AT 十 妥 训 <1 十 时 
他 


如 果 上 二 是 [0,1] 上 的 Lebesgue 测 庶 并 且 是 连续 的 ,二手 , 则 上 面 的 不 等 式 
有 有 一 个 薪 单 的 几 杀 解释 ， 试 从 这 点 推测 (对 一 般 的 多 甘于 矶 在 什么 条 件 下 ， 
上 面 不 等 式 之 一 的 等 号 能 名 成 立 , 并 且 证 明 你 的 推测 . 

13 关于 了 和 ?在 什么 条 件 下 ,定理 3.8 和 3.9 的 结论 中 的 欧 号 能 名 成 
立 ? 你 或 许 不 得 不 分 别处 理 一 1 和 ?一 co 的 情况 ， 

14 假定 1<p< 之 00, 就 Lebesgue 测度 而 言 站 EL? 二 Lr{(0,00)), 并 有 8 

Fd (0<z<co) 
(a) 捞 明 Hardy 不 等 式 
| 所 

这 宕 明 肌 射 了 >F 肌 Lr? 到 上? 内 . 

ta) 证 明 仅 当 于 一 0 a.e. 时 , 等 号 虑 立 . 

te) 证 明 常 数 2/{p 一 由 不 能 用 一 个 比 家 小 的 数 代 替 , 

td) 阁 f 了 >0 且 feELi， 证 明了 

提示 : (四 首先 假定 f20 且 fEC,((0, oo0))， 用 分 部 积分 结 出 


{prt az= 一 fr (mr {rdr 


zeitfl; 


注意 7' 一 了 一 了 P。 应 用 Hlder 不 等 式 于 Pr 上， 然后 导出 一般 情况 ，(e) 


对 填充 分 大 的 44, 在 [1,4] 上 取 f(z) 一 z-13, 在 其 他 点 上 取 了 (ze) 二 0. 
15 假定 {o 由 是 正教 序列 ， 当 1<p<eo 时 证 明 


om x 局 
1 J. . 

EH.) <(547) 2 
提示 : 者 6, 之 qn+:， 这 个 结果 能 从 习题 14 得 出 ， 这 个 特殊 人 情况 蕴 洱 着 一- 般 
的 情况 . 

16 证 明 Egoreff 定理 : 壕 j(X)}<<co， 和 本 小 是 一 个 复 的 可 测 芍 数 序 

询 , 它 在 的 每 一 点 上 点 坊 收 鳄 , 并 且 如 果 e 盖 0， 则 存在 一 个 可 测 集 本 C 开 ， 
具有 上 (外 一 百 ) <e, 使 得 好 在 证 上 一 致 收 语 . 


[这 个 结论 是 说 道 过 在 测度 任意 小 的 集 上 重新 定义 f,， 我 们 能 使 点 态 收 
= 4 


效 的 序列 转化 为 一 臻 归 敏 序列 ; 注意 与 Lusin 定理 的 类 似 性 ，) 

据 示 : 令 

sm b= 门 zlf(D -fl< 3 
二 jn 

证 明 当 n->co 时 对 釜 一 个 天 08tm, 各) -xp( 玉 )}， 因 此 存在 一 个 适当 的 
递增 的 序列 {mw} 使 得 加 = 门 8(ns, 且 具有 所 要 求 的 性 质 . 

证 明定 理 不 能 扩 继 到 o- 有 限 的 空间 ， 

证 明定 理 不 能 (用 同一 证 法 ) 扩张 到 用 函数 族 { 陪 代替 序列 他 小 时 的 情 
况 ， 庆 里 + 在 正 实 数 内 变化 , 并 且 这 个 假定 是 : 对 租 一 个 x 了, 当 tco 时 ， 
fils) -> 了 (zy 

17 (9)》 如 果 0<p<eoo, 令 ?rmaxfl 2 证 明 对 任意 的 复数 二 和 
Bb, 

le—Blreyp lal?+ 1B|r) 

(8) 慨 定 上 是 了 上 的 正 测度 ,0<p<c0, FTP ELPA)， 当 n> 
时 ,fo 一 ez ae， 并 且 上 ,> 和 上 外， 通过 完成 略 述 如 下 的 两 个 证 明 然 
后 证 明 1liimn 邮 一 六 1 一 0， 


di) 根据 Bgoroff 定理 , 作出 碟 =4UB， 使 得 | fj*<e， 4(B) 之 oo 而 

ff 在 上 一 至 收敛 ,应 用 Fatou 引 弄 于 | | 上 ,得 出 
liym sup| flrdpse 

《ii 全 下 ,一 水 zf | 了 | 十 [F517)— |f— fl?, 和 并且 象 人 在 定理 1.34 的 证 明 一 
样 运用 Fatou 引 理 ， 

(e) 证 胃 , 车 去 掉 肝 才 。 一 肝 1, 的 假设 , 那 末 甚至 在 jz (XX) <oo 的 情况 下 
(8) 的 结论 也 不 成 立 . 

18 设 4 是 了 上 的 正 测度 ，X 上 的 复 可 测 函 数 序列 {fn} 称 为 依 测 度 收 
效 于 可 测 也 数 了 如 果 对 您 一 个 e>0, 存在 一 修 对 应 的 好 ,使 得 

下 (rz) fii) | ee) < 

对 所 有 ma> 交 成 立 { 这 个 概念 在 概率 论 中 是 很 重 本 前 )， 概 定 p(X) 之 co, 证 
明 下 列 命 题 : 


依 侧 度 
(8) 车 万 全) 一 Fo ae ， 则 F 度 


了 
s BF » 


佑 测度 
Cb) 车 fnEL? tn), Nf 一 fl,—=0, 则 fF: 


> 了 这 里 13 的 oo 


fc) 若 记 们 测度 则 { 才 具有 一 个 a.e. 收 歼 于 了 的 放 序 列 ， 

审查 (al 和 (的 道 定 旺 ， 车 2) 一 oo, 比如 ,如果 站 是 下: 上 的 Lebes- 
gue 测度 , (oa (6 会 发 生 什 么 变化 

19 定义 函数 2 (pp 的 本 性 值 城 为 集合 请 1, 它 由 所 有 使 往 

ute | nD — w|i} 0 

对 每 一 个 0 威 立 的 复数 名 扬 组成， 证明 忆 ; 是 紧 的 ， 桌 妨 /; 和 数 |f 由 .之 问 
存在 什么 关系 ? 

设 4y 是 所 有 及 均值 


pe ee 
的 集合 ， 这 里 FEIL (本 汪 0，A 和 Ri 之 问 存 在 什么 关系 Aj 总 是 闭 的 
吗 ? 有 否 存 在 这 样 的 测度 上 使 得 对 每 一 个 巧 tp)， 是 是 集 ? 是 否 存在 
这 拦 的 测度 &, 使 得 柯 革 一 个 EL"(A) ,4 不 是 辐 集 ? 
比如 说 ,用 ZE 代替 五 (0 ,会 怎样 影响 送 些 结论 ? 
20 假定 % 是 吾 ! 上 的 实 明 数 , 使 得 
(| foazj<|， plfiar 
对 每 一 个 实 的 有 界 可 测 末 数 了 了 成立 .证 明史 是 凸 的 . 
21 称 度量 空间 了 是 度量 空间 下 的 一 个 完备 化 ， 和 如 果 蕊 在 了 内 稠密 , 且 
了 是 完备 的 ， 人 在 3.15 节 中 普 经 提 到 过 度量 空间 的 这 种 完备 化 ， 试 叙述 并 证 
明 ~ 个 说 明 上 面 术 语 是 售 理 的 唯一 性 定理 ， 
22 假定 下 是 一 个 庆 其 空间, 其 中 每 一 个 Cauchy 序列 有 收获 予 序列 ， 
能 得 出 下 是 完备 的 吗 ( 见 定理 3.11 的 证 明 }? 
23 假定 4 是 互 上 的 正 测 麻 , 上 (XX) <oo fEL* (jp) ,上 .>0, 且 
as=| fd n=l,2,.") 
证 明 
timeet = 
24 假定 点 是 正 泣 度 , EL (pg), gE 
(ta 者 0 了 1, 证 朋 
Ss 


fr 49ir an <f lf 9 tran 
并 证 能 人 分 四 一 | 上 一 91?8p 定义 7p) 上 的 一 个 中 高 
好) 车 1 魏 外 <oo 并 吾 他 上 过 总 ,zl 过 忌 , 下 明 
Pfr lglrlars2pR"- |f—ol, 
提示 ;， 普 先 对 zz0 920 证明 


il 0<P<I 
pis—yl Gr ity lp 


注意 (加 各 届 ) 建 立 起 映 工 (0) 入 十 (00) 的 映 对 ff-> | 二 的 运 续 性 ， 


第 四 章 ”Hilbert 空间 的 初等 理论 


内 积 和 线性 泛 函 


4.1 ”定义 、 复 向 量 空间 互 称 为 内 积 空间 (或 可 空间 )， 如 果 
向 量 x 和 纸 瑟 的 每 个 序 对 都 对 应 一 个 复数 (x, 办， 有 即 所 谓 # 和 
的 内 积 ( 或 纯 量 积 ), 使 得 下 面 的 甘 则 成 立 ， 

(5) 【382 一 (2 ( 构 线 表示 取 三 斩 复 数 )， 

(Bb) 当 zy 和 2ERH WH, (zy, 的 一 (8 2) + (y, 2), 

Cc) 当 xz 和 yEH,a 是 纯 量 时 , (az, 四 =a(z, 站 ，。 

(Qa) 对 所 有 XEH, (zx, 2) 守 0. 

(Ce) (2,w)=0 当 且 仅 当 #=0, 

下 面 列 出 这 些 公理 的 菜 些 直接 推论 : 

(Ce) 的 YEH, 人 用 一 小 


MN 


ep 


Fn i 


《的 和 (6 表明 (za 的 一 EC ) 
《和 (5) 草 涵 着 第 二 分 配 律 : 
{2,7 = (8,W) + (2, y) 
出 (8), 可 以 定义 向 景 xEH 的 范 数 jz 为 (zx, 2) 的 非 负 平方 概 ， 
‘f) | 一 (zy)》 
lz, | rllyl 
对 所 有 zf, yEH 成立. 
8 


证 明 令 4=1zl,B=|(x,y)|,0=1y 上 *. 存在 一 个 复数 a 使 
得 |a| =1 而 ly,%)==B. 对 任意 实数 7, 便 有 
(1) (ge—ray, ce—ray)=(r, 0)—raCy, t) —rar, gy) + 7 Cy, y) 
《1) 式 的 左边 是 实 的 和 非 负 的 ， 因 此 ,对 每 个 实数 7+ 
(2) A—2Br Or: 守 0 
如 果 Q=0。 则 必 有 B= 否则 当 7 是 很 大 的 正 数 时 (2) 式 不 成 
立 ， 如 果 Q>0， 在 (2) 式 中 取 ?=B/C, 便 得 BAG. 

4.3 三 角 不 等 式 ” 对 任意 zx 和 gE 五 ,都 有 


控 士 列 妥 节 1 二 出 

证 上 明 出 Schwarz 不 等 式 

ls+y):= (r+ ys) Cv) + x, + Cy, + (yy 

lzl:+2|ef yl + yl = sii yy 

4.4 定 由 三 角 不 等 式 得 
(1) {2 一 zs] 所 |% 一 各 十 ly 一 刘 (x, y, seEH) 

如 果 我 们 定 多 与 之 问 的 距离 为 用 一 让， 则 度量 空间 的 金 部 公 
理 都 能 满足 ， 在 这 里 ,我们 第 一 次 用 上 定义 4.1 的 (e). 

这 样 , 召 就 成 了 一 个 度量 空间 ， 如 果 这 个 庶 量 空间 是 完备 的 ， 
就 是 说 , 吾 中 的 每 一 个 Cauchy 序 列 都 收 敦 , 那 末 吾 就 称 为 Hilbert 
室 间 . 

在 本 章 的 余下 部 分 ,字母 妃 都 表示 Hilbert 空间 ， 

4.5 例 

《9 对 任 一 轩 定 的 2 所 有 部 元 序 组 

r= {EE En) 
的 和 集 0C", 这 里 二 ,54 是 复数 。 当 我 们 和 象 通 常 一样 按 分 量 定 闵 加 
法 和 纯 量 乘 法 , 并 定义 


(7, 1) = 2 Em (y= (ms ns)) 


就 成 为 一 个 Hilbert 空间 . 
) 如 果 是 一 个 正 测度 , (4) 就 是 一 个 具有 内 积 


(1,9) =| fa 


的 Hilbert 空间 ， 这 里 右 端 的 被 积 娩 数 由 定理 3.8, 是 属于 攻 (4) 
的 ， 固 此 (J, 9 有 确定 的 意义 .注意 


= = Fat = 


Za 的 完备 性 (定理 3.11) 表 明 也 2) 的 确 是 一 个 Hilbert 空间 
[要 记 住 (Cp) 是 看 作 函 数 的 等 价 类 的 空间 的 ; 比较 3. 10 节 的 讨 
论 .] 
- 妆 吾 = 严 ( 的 时 ， 不 等 式 42 和 43 转 化 为 Hider 和 

Minkowski 不 等 式 的 特 款 . 

注意 , 例 ( 的 是 例 ( 区 的 转 殊 情况 在 (ee) 中 的 测度 是 什么 ? 

Ce}[0,1] 上 全 位 连续 复 函 数 的 向 量 空间 是 一 个 内 积 空间 ， 如 
果 


0, 9) =| fa 


但 它 不 是 Hilbert 空间 . 
4.6 ”定理 对 任意 固定 的 yE 瑟 ， 映 射 


人 
都 是 及 上 的 连续 函数 . 
证 明 Schwarz 不 等 式 获 溺 着 
| (53, DO— (rs, 98) | = | ra | < — 2 lt 
这 就 证 月 了 xz 一 (x，y) 事 实 上 是 一 致 还 续 的 ， 对 x 一 (g,*) 也 一 样 
是 真确 的 .由 三 角 不 等 式 [ | 委 | 一 和 十 fx 直 得 出 


ss 屿 机 


[x 0—b sd < 各 ,一 zs 
车 变换 x 与 za, 可 以 看 出 
| tx, 一 区 下去 一 2 
对 所 有 本 和 zaE 克 成立， 这 样 % > 网 也 是 一 致 连续 的 . 
4.7 子 空间 向 量 空间 人 的 一 个 子 集 于 称 为 了 的 子 室 间 , 如 
时 六 本身 美 于 中 所 定义 的 加 甘 和 纯 量 彝 法 是 一 个 向 量 空间 ， 对 
于 集 型 CT 成 为 一 个 子 空间 的 充 要 条 件 是 当 z 矩形 ,是 一 个 纯 
最 时 wy 时 ，axwENM. 
在 谈 及 向 量 空 间 的 时 候 , “ 子 空 间 ? 一 词 将 总 是 冉 予 上 述 的 人 沼 
© 义 .。 有 时 为 了 强调 ， 我 们 也 可 以 用 “线性 子 空间 ”一 词 来 代替 子 
空间 . 
例如 , 设 下 为 集 咏 上 全 体 复 函 数 的 向 量 空间 , 全 上 全 体 有 界 复 
函数 的 集 就 是 下 的 一 个 子 空间 . 但 是 所 有 那些 fEF， 使 对 每 个 
se, fF) 二 1 的 函数 的 集 则 不 是 一 个 子 空 间 . 实 向 量 空 间 遍 有 
如 下 的 子 空间 ,而 不 再 有 其 他 的 了 : (8) 怀 , (8) 所 有 通过 原点 的 平 
面 , (6) 所 有 通过 原点 的 直线 , (4) {0}. 
百 的 一 个 闭 子 空间 好 是 这 样 的 一 企 子 空间 ， 它 相对 于 由 鼠 的 
度量 引出 的 拓扑 是 一 个 闭 集 . 
4.8 凹 划 向 量 空间 FF 中 的 集 吾 称 为 是 的 , 如 果 它 有 下 面 的 
几何 性 质 ， 当 xwEB,yEB, 且 0<t<l 时 ,点 
S11—t)w+ dy 
也 属于 如 当 守 从 0 变 到 1 工时， 我 们 可 以 设想 点 在 下 中 描 出 一 
条 从 z 到 zy 的 直线 段 ， 凸 性 要 求 轨 包含 它 的 任意 两 点 之 间 的 线 
段 ， 、 
显然 ,了 的 每 个 子 空间 都 是 凸 的 . 
同样 , 如 果 加 是 西 前 , 那 来 它 的 每 一 个 平移 
Bir= (y+x; yeE} 
ea 91 » 


也 一 定 是 凸 的 . 

4.9 正 交 性 ” 若 对 基 个 zm 和 gE 二 , (zw,) ==0, 我 们 就 说 z 正 
交 于 yg, 有 了 时 记 作 w_]y. 由 于 (%， 7D= 0 荔 涵 着 (y,7)=0, 关系 “|” 
是 对 称 的 . 

设 江 表示 所 有 正 交 于 4 的 ye 的 集 ; 而 当 型 是 召 的 子 空间 
了 时 , 设 六 + 是 所 有 正 交 于 每 个 *EH 的 那些 yEH 的 集 ， 

注意 2 是 开 的 一 个 子 空间 , 因为 x]y 和 wly 葡 洒 着 xz | (y 
二 六) 和 ww. 上 oy. w+ 也 怡 好 是 那些 使 连续 阮 数 y>{x, 四 等 于 0 的 那 
些 点 的 停 ， 固 此 , *+ 是 如 的 闭 子 空间 ， 由 于 


_ fz: 


站 "是 闭 子 空间 的 交 , 于 是 得 知 避 + 是 玉 的 闭 子 空间 . 
4.10 定理 在 Hilbert 空间 中 ， 每 一 个 非 空间 凸 集 否 都 


A 


et ke 


换 句 话说 , 存在 唯一 的 一 个 zoEB， 使 得 对 每 个 sxEE,，| zo 所 


证 明 ”通过 仅仅 用 到 定义 4.1 所 列举 的 性 质 的 简单 计算 ， 可 
得 到 恒等式 

(1) [z+yP t+?=2st +2 (x, yeEH) 

这 就 是 熟知 的 平行 四 边 形 法 则 : 如 时 把 [i 解释 为 向 量 的 长 度 
(1) 式 就 等 于 说 一 个 乎 行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 各 边 的 平方 
和 ， 这 是 平面 几何 中 一 个 熟悉 的 命题. 


设 6=inf{ jz wEB}， 对 任意 的 < 和 yEB, 应 用 (1) 于 志和 


去 如 得 到 


(2) 天 2 一 外 一齐 井 : 二 旨 g 开 一 诺 二 到 ， 


» 2 * 


图 为 友 是 凸 的 , (xX 十 y)}/2EE. 因此 


(3) ls—yh<2lel T2406 (rz yeEE) 
如 果 还 有 |z| 二 19|=6, 则 (3) 章 涵 着 “=y， 这 就 证 明了 定理 的 唯 
一 性 断言 . 


3 的 定义 表明 吾 中 存在 一 个 序列 {,}， 使 wn->co 时 ,1y,1->6. 
在 (3) 中 用 yy; 和 yw 代替 zx 和 gy, 那 来 , 当 % 一 co 和 网 一 cc 时 ，(3) 的 
右边 趋 于 0. 这 表明 {gy,} 是 Cauchy 序列 ， 由 于 五 是 完备 的 ， 存 在 
goE 妃 ,使 得 当 mr>ce 时 ,ya->zo 即 | 一 Zo ~>0, 因 yS 加 而 囊 是 闭 
的 , XoEB. 用 于 范 数 是 吾 上 的 连续 国 数 ( 沂 理 4. 6), 故 有 
zol 一 lim1g1 =6 
4.11 定理 设 取 是 互 的 闭 子 空间， 则 存在 唯一 的 一 对 映射 己 


Te rr roorrrcirvrororrerorrererryoomnerorurr 


Leet ei ed a 


于 二 


~ ep ho pl i 
ope ee ei i 

De a 
a 


郊 玉 并 苇 日, 则 行人 在 ¥ EH a 


己 和 9 称 为 到 如 上 和 和 帮 : 开 前 正六 时 影 

证 明 对 任意 的 gzE 互 ， 集 zs 十 于 = 地 十 护 3E 玫 ) 是 闭 的 和 凸 
的 .定义 @e 为 xz 十 好 中 具有 最 小 范 数 的 那个 唯一 的 元 素 ， 根 据 
定理 4 10， 它 是 存在 的 ， 定 闵 Pr=x 一 Bx， 则 式 (1) 成 立 ， 因为 
人 reEz 十 形 ， 很 明显 PxE NH， 于 是 王将 理 映 人 站 内 ， 

其 次 我 们 必须 证 明 对 所 有 的 yE 有 YQz, y=0， 不 失 一 般 性 ， 
假定 1y| = 二 1 而 令 2 二 Qx. 8z 的 极 小 性 质 天 有 明 对 每 个 纯 量 w， 

(2,2)= 2 elisa—ay|:=(2—ay, 2—ay) 
s 3 » 


篇 化 之 , 得 
0<—a(y, 2)—a(a, yg} + al’ 
令 w= (2 四 即 给 出 0 志 一 1 (az,9)| 从 而 (8%; 扩 二 外 这 样 ,8 就 映 
玉 人 王 上 内 ， 
现在 ,车 = 各 十 各， 其 中 xoEM, 全 寻 +, 那 末 
mo— P= OO—, 
因为 一 PrENM, x 一 xSNMt, HH 人 NW+= {10}[{z, x) 二 0 蔓 衫 着 
?二 0 这 一 事实 的 一 个 直接 推论 ], 我 们 有 二 Pz, = Qz， 这 就 证 
明 了 唯一 性 的 论断 . 

和 遇 的 线性 可 类 似 地 证 明 : 将 (1) 式 应 用 于 z,# 和 ax 十 By， 
我 们 得 到 

Plart By)—aPr— APy=aQr + PQOy—Q(art+ By) 
左边 属于 并, 右边 属于 并 +; 因此 二 者 都 是 0， 于 是 卫 积 所 都 是 线性 
的 ， 

性 质 人 2) 由 (1 得 到 !3)? 用 来 定义 下 因为 {Pz, Qx) 一 0, 而 (4) 
从 (1) 得 到 .要 证 明 系 ,因为 Y 关 Pz,3yX0,， 只 须 取 zE 五 ， 咕 开 , 并 
令 y= 二 2z 即 可 . 

我 们 已 经 观察 到 对 每 个 号 五 , x->(w, 轨 是 上 的 一 个 连续 的 
线性 省 函 ， 一 个 极为 重要 的 事实 是 昌 上 所 有 的 连续 线性 泛 函 都 
是 这 种 形式 . 

4. 12 定理 如 果 工 是 了 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 则 存在 唯 
一 的 一 个 #E 吾 ,使 担 


(1) Lr= (Cr, y) (EH) 
证 明 如 果 对 记 有 有 Iz 一 0, 则 取 y= 二 03 否则 的 话 , 定义 
(2) MM={r Lr=0 


也 的 线性 弄 明 型 是 个 予 空间 工 的 连续 性 表明 型 是 半 的， 因为 存 
在 ZE 有 H, Fez0. 定 理 4. 11 表明 34: 并 不 由 单独 一 个 0 组 成 
二 史学 = 


因此 , 存在 s+ 脱 上 = 工 信 


(3) w= (Lr)a— (La 

由 于 Lu 一 (La)(Lz) 一 {Lz)(Lz) 一 0, 便 有 wE 寻 于 是 (w,#) = 二 0， 
这 就 给 出 

(4) Tr=(La) ta, 2)= (La){r, 2) 


取 一 也 sy 一 52， 则 (1) 就 成 六 了 ， 

# 钓 崔 一 性 是 容易 证 朋 的 。 因 为 , 如果 对 所 有 x 日 ，(%, 太 ) 二 
(8 人 令 2 一 ?一 所 , 则 对 所 有 2EH, (x, 23) 二 0, 特 别 (z,z) 二 0， 因 
而 z 一 小 


规范 正 交 集 

4.13 定 发 ”如 果 下 是 一 个 向 量 空 间 ， 的 mp asETF 而 ce 
是 纯 量 , 则 ew 十 cozs 十 十 cats 称 为 gm 全 的 一 个 线性 组 合 . 
集 1z ”zt} 称 为 独立 的 ,如 果 oo 十 十 cazx=0 蕴 肖 着 c 一 cs 
一 一 一 0 集 5CPF 是 独立 的 ,， 如果 护 的 每 个 有 限 子 集 都 是 独 
立 的 . 宙 息 的 所 有 有 限 子 集 的 所 有 的 线性 组 台所 成 的 集 [3]( 也 称 
LS 是 乒 中 包含 令 的 最 小 的 子 空间 ; [3] 称 为 仿 的 张 成 空间 ， 或 称 
由 态 张 成 的 空间 . | 

Hitbert 空间 中 和 间 量 组 成 的 集 , 这 里 & 跑 遍 某 个 指标 集 4， 
称 为 规范 正 交 的 , 如果 对 所 有 的 xE4, Be4, ws 有 都 满足 正 交 性 关 
系 (W, Mp) 二 0, 并 且 它 被 规范 化 ,使 得 对 每 个 aE4，jw。| =1， 换 条 
话说 , {ws} 是 规范 正 交 的 , 即 规定 

1 让 一 月 

(1) (uo wy) = 2 

如 果 {tae gE4A} 是 现 范 正 交 的 , 对 于 每 个 zE 百 ， 我 们 都 对 应 于 
指标 4 上 的 一 个 复 晴 数 ##, 它 定义 为 


(2) (C0) = (2, Us) (aEA) 


4.14 定理 和 如果,…; 4 是 规范 正 交 集 ; 而 + 二 之 ,try, 则 


a 


时 于 


(1) Cao) (SRSE) 
(2) lsl’= Plc, 


ee ee 


证 明 应 用 十 13 的 关系 (1). 
系 ”每 个 规范 正 变 集 都 是 独立 的 . 


证 明 从 (2) 式 即 可 得 出 ， 
4.15 一 个 通 近 问题 设 ,…，V4 是 吾 中 一 个 独立 向 量 集 ， 


ee rrrererorerererereerrw ororereroronrimoruieorawvoroo ro 


(1) | Em 
4 
的 最 小 值 ， 并 视 定 出 相应 的 61,…, ey 的 情 的 方法 ， 


Pe ee er er ee TF ope rare ee, 


设 丑 是 如,… 2 的 张 成 空间 ， 恨 如 我 们 知道 形 是 闭 的 ， 就 能 
应 用 定理 4,11, 并 推出 唯一 的 极 小 化 元 开 xo 一 Px 的 存在 性 ， 这 里 


点 
(2) To 一 > tips 
1=1 


同时 也 具有 ?一 zeE 弄 + 的 性 质 ， 这 些 事实 因此 可 以 用 来 获得 关于 
《2) 中 的 系数 cb cs 的 信息 ， 

因为 形 是 向 量 的 有 限 集 的 张 成 空间 ， 形 是 闭 的 这 一 点 看 来 是 
明显 的 . 观察 到 40} 肯 定 是 闭 的 ,并 且 惜 助 于 下 面 的 引 理 ， 我 们 可 
以 通过 归纳 法 来 证 明 它 ， 


es DT 


为 证 明 这 一 点 ,假定 z 是 F* 的 极限 点 ， 则 
2=lim (zn + ha9) 
这 里 2 EV ,而 和 4 是 纯 量 ， 因 为 认 量 空间 中 的 收 化 序列 是 有 界 的 ， 
页 丰 在 7 伍 得 jz 十 相川 < 了 7 对 站 二 1], 2， 3, … 者 成立 假 姑 
[4, 1 二 co 的 话 ,我 们 应 当 有 


Harz t yh 


因为 F 是 团 的 , 干 是 一 gEF， 但 装 F, 名 此 414:} 有 一 个 收敛 于 某 个 
4 的 子 序列 (44,}。 从 而 ,作为 两 个 Cauchy 序列 之 瘟 的 【zs} 本身 
也 是 豆 中 的 一 个 Cauchy 序列 并且 收 敲 于 基 个 wEF. 所 以 z= 
Zz 十 Ay， 这 就 证 明 T* 包 含 了 它 所 有 的 极限 点 ， 

现在 回 到 我 们 的 问题 ， 设 
《3) Gis= (Vbi=(t, vi) 
那 末 ,如 来 由 {2) 给 出 的 zo 是 极 小 化 元 类 ,就 一 定 有 

(Wo, Vi) 一 人 

对 宇 =1, 2,…) 大 成 立 . 这 个 式 子 引出 一 组 求知 数 61,…,cz 的 万 个 
线性 方程 


[3 
(4) Cj 一 下 {1 1) 
poy 


从 定理 4. 11 我 们 知道 ge 存在 且 是 叭 一 和 的， 因此 Bi 的 行列 式 不 
为 0 而 cj; 可 以 众 (4) 算出. 

其 次 ， 设 5 是 (1) 的 极 小 值 ， 由 于 (一 wo，51) 一 0， 有 (2 一 
woy to) 二 0; 因此 ， 


下 
2= (Fo—Ko, Ht—d0) 一 (2 一 2 一 (人 20 一 全 00 
站 =] 


从 而 


(5) = S63bs 
音 辐 和 


这 样 , 利用 (3) 中 诸 量 就 解决 了 我 们 的 问题 . 

现在 转向 一 个 特殊 情况 : 用 一 个 规范 正 交合 刀 ,…, 来 代 喜 
Vu gy 于 是 , 当 jj 二 j 了 轩 ij 二 1 而 17 时 ;二 9， 因而 (4) 苔 
四 6; 二 8， 而 (5) 变 成 为 


(6) 6=|r]— ,151 
#1 


我 们 可 以 首 结 如 下 : 
4.16 定理 设 包 ,wi 是 五 中 的 一 个 规范 正 交 集 ,zeEH. 则 


EE Te eee 


(1) jz 一 0, 如 于 外 1 入 | — Sa 


ee or, 


i 


本 Te 


子 空间 的 距离 ， 则 
(3) 之 | (za 一 [xz 一 
4 
系 《Bessel 不 等 式 ) ” 如果,xs4} 号 占 的 枉 者 规范 焉 交集 ， 


a 


EH, HAA(a) = (s, 4,), 


Te 


(4) la eh 


rr 


这 个 系 需 要 作 一 些 注 释 、 集 4 是 任意 的 指标 集 ， 蕉 至 可 能 是 
不 可 数 的 , 但 完全 没有 安排 顺序 .在 这 些 条 件 之 下 ，《4) 式 左边 的 
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和 意味 若 什 么 呢 ? 我 们 定义 如 下 ; 如 果 对 每 个 aE4，0 委 oO) 安 
0, 符号 


(5) pte) 


量 忆 和 4 


表示 所 有 有 限 和 wp(@w) 十 … 十 plms) 的 集 的 上 询 界 ,这 里 @1, ,6 
是 4 中 不 向 元 素 ， 在 这 种 约定 之 下 , 很 清楚 (4) 可 由 (8) 得 出 ， 

从 矩 的 观点 看 , 和 式 《5) 恰好 是 Pp 关于 4 上 的 计数 测度 的 
Lebesgue 积分 ， 设 52(4) 是 关于 4 上 计数 测度 的 -空间 ， 那 下 
(4) 断言 ze13(4) 并 且 141, 专 |]， 

(4 的 一 个 直接 推论 应 当 明 确 地 提出 来 : 

对 每 个 xe 各 如 中 的 全 穴 ~ 个 规范 下 交集 (wo)， 所 有 使 4(a0 


Ep he 咎 于 下 于 下 下 生生 各 


Cr 


设 了 是 将 每 个 #EH 对 应 于 有 4 上 的 铺 数 名 的 映射 ， 对 每 个 aE 
肌 ,X 一 (fF， 思 ) 是 一 个 线性 汉 广 因此 下 是 瑟 到 (4) 内 的 线性 变 
换 ( 见 定义 2.1)， 由 于 同一 拖 : 所 1% 一 站 ， 故 政 也 不 会 增加 距离 . 
特别 ,了 是 连续 的 . 

我 们 现在 将 要 看 到 : 五 的 完备 性 蕴涵 着 五 映 吾 到 (4A) 上 ， 
以 及 在 基于 {ww} 的 一 定 的 条 件 下 下 确实 是 一 个 等 距 , 即 对 所 有 zxE 
豆 , 143]: 二 1z1， 从 而 五 当然 是 一 一 的 . 

4.17 及 iesz- 了 iseher 定理 设 {w: 95 是 如 中 的 一 个 规 


nn 


记 下 其 汶 展区 风光 仔 仁 全 < i 


证 明 er > 
是 一 个 有 限 集 (事实 上 , 容易 验证 4, 至 多 有 地 jp 位 个 元 素 )。 令 
(17 Th 一 > PRI, (n=1,2, 3, ="*) 


本 所 迪生 


则 名 一 PMA， 于 是 对 每 个 waE4， 和 (ga)~>g(a])， 且 | 一 和 12 
上 9 * 


1g|*。 因 此 , 由 控制 收 伍 定理 的 初等 形式 知道 [9 一 各 ->0， 于 是 
得 知 {i} 基 (4) 中 的 Cauchy 序列 ， 由 于 集 4e 有 限 ,定理 4.14 
表 角 [zs 一 sm| = 用 .一 $n 于 是 人 za} 是 如 中 的 Cauchy 序列 , 并 由 
如 的 党 备 性 , 存在 4 二 lime,€ 如 对 任何 aE4 都 有 


to) 二 (2z， Wa) 一 lim (ns to) 一 lim4ou(g) 一 pr) 


这 就 完成 了 证 明 。 
4.18 定理 这 4 全 是 的 直 下 人 下 面 关于 
(c) 对 每 个 EH， 有 l= [C0) | 
在 扬 二 


(4)》 若 xEH, gEH, 出 (x,y) 二 4 0). 

最 后 一 个 公式 就 是 熟知 的 Parseval 恒等式 ,注意 4E1?(4)， 
EEC4) 所 以 全 ECA)， 从 而 (四 中 的 和 式 的 章 义 是 明确 的 ， 当 
然 , (6) 是 () 当 x 一 y 时 的 特 款 ， 极 大 规范 正 交 集 通常 虽 收 完备 规 
范 正 交集 误 者 规范 正 交 基 . 

证 明 简单 说 来 ，{ws} 是 援 大 的 就 是 春 味 着 豆 中 再 也 设 有 向 
量 能 附加 到 {ws} 上 ， 使 所 得 到 的 集 还 是 规范 正 交 的 ， 当 吾 中 不 在 
在 % 关 0 能 与 每 个 % 都 正 交 时 ,上述 情况 确实 是 会 出 现 的 . 

我 们 将 证 明 (q) (5)>(6) 一 (gd)->(9). 

设 对 是 有 的 闲 包 ， 因 为 8 是 子 空间 ， 故 闻 也 是 子 空间 (zs ->x 
和 加->8 旨 涵 着 za 十 加 一 5 十 多 jsjz); 且 当 六 在 瑟 中 不 锐 密 
时 , 用 半日, 由 定理 4. 11, 下 + 包含 有 一 个 非 0 向 量 ， 这 样 , 当 呆 不 
科 密 时 , {wo} 就 不 是 极 大 的 , 于 是 (9) ->(8). 
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假设 ( 妇 成 立 ， 固定 rzE 五 ，s>0.， 由 于 全 稠密， 存在 有 限 集 
os as 使 这 些 向 基 的 某 个 线性 组 含 和 z 的 距离 小 于 ， 由 定 
理 4.16， 这 个 让 近 式 只 有 在 取 aui 的 系数 为 #7) 时 才能 获得 政 
立 ， 这样, 当 


(C1) 人 2 二 用 (CO JU 十 十 帮 (0oy a 
对 我 们 有 |x 一 zi<e, 因此 iz[ 和 1 名 十 ee， 而 定理 二 .14 给 出 
{2) 《el —e) < al’= i120) [+t ) | 
< Nan)’ 
可 所 则 


因为 是 任意 的 , (2) 便 可 以 从 (2) 式 及 Bessel 不 等 式 得 出 ， 
Ce) 中 的 方程 式 地 可 以 写成 形式 
{3) 《9 TE) 一 《3 节 ) 
布 边 的 内 积 是 象 例 4.5(5) 一 样 的 Hiibert 空间 如 (4) 中 的 内 积 . 
国定 ?EH, yEH， 如 果 (6) 式 戌 立 , 则 对 每 个 纯 基 4 


(4) (2 十 jg 十 条 ?一 (人 十字 二 十 娄 ) 
因此 
(5) Rr, 8) TACg, £) = ANC, dF) + ACY, 2) 


取 24=1 和 4 二 那 末 (5) 式 表明 (zx, 外) 与 (和 加 有 相同 的 实 部 和 虚 
部 , 因 击 是 相等 的 ， 于 是 (0) 蕴 福 着 (0). 

最 后 , 者 Ca) 不 真 ; 旭 在 吾 内 存在 4 妆 0, 使 (w,%W) =0 对 所 有 的 
caE4 成 立 ， 弟 2=9g 一 的 则 (人 轨 一 全 0， 然 而 对 所 有 的 mnE4， 
#4(@) 二 0, 所 以 号 也 不 成 立 、 从 布 (四 草 铀 着 人 )， 证明 完毕 . 

4.19 同 构 非 正式 地 说 ， 两 个 具有 相同 性 质 的 代数 系统 被 
认为 是 同 构 的 ， 意 是 是 指 存 在 从 一 个 系统 到 另 -一 系统 上 的 一 一 映 
射 , 它 保 持 全 部 有 关 性 质 , 比如 说 , 我 们 可 以 间 两 个 群 是 不 是 同 构 ， 
或 者 两 个 域 是 不 是 同 构 . 两 个 向 量 空 间 是 同 构 的 , 如果 有 一 个 从 一 
个 空 说 到 另 一 个 空间 上 的 一 一 的 线性 陕 射 。 线 性 映射 是 那 种 保持 


= 了 站 了 * 


向 量 空间 的 丰美 概念 , 即 加 法 和 纯 量 乘法 的 映射. 

同样 地 ,两 个 Hilbert 空间 足 同 构 和 的， 如 果 存 在 一 个 从 17, 到 
五 :上 的 一 一 线性 映射 4， 使 它 同时 也 保持 内 积 : 对 所 有 的 * 与 
yE 妈 (Ax, Ay) 二 (x,g9) 成 立 ， 这 样 的 一 个 就 是 栈 , 到 万 ,上 的 
一 个 同 构 (或 者 页 确切 地 说 , 一 个 Hilbert 窑 间 同 构 )、 利 用 这 一 


术语 ,定理 上 .17 和 418 可 以 得 出 下 列 命题 。 
四 C 条 itbert 空间 区 中 的 失 大 规范 正 交 于 ， 4(0) 


ah a Ed 


2 a 


厅 以 证 是 (我 们 平 以 省 孙 ?,7(4) 与 三 (号 ) 妆 且 仅 当 4 4 8B 有 
相同 的 基数 时 才 是 同 构 的 , 然而 , 我 们 将 证 明 每 一 个 非 平 几 的 Hil- 
bert 空 间 ( 这 意味 着 空间 并 非 由 单独 一 个 0 组 成 ) 都 有 一 个 舱 大 舰 
范 正 交 集 (定理 4.22), 从 和 每 一 个 这 样 的 空间 都 同 构 于 某 个 在 (4. 
这 一 证 明 有 赖 于 半 序 集 的 一 个 性 质 , 该 性 质 与 选择 公理 等 价 . 

4.20 半 序 集 ” 集 52 称 为 用 二 元 甘 系 * 志 ”所 半 序 化 ,如 对 

《o ob 和 Be 区 洱 着 6 委 c. 

(BD) 对 每 个 ED，a<a. 

Ce) ob 和 Bg 昔 酒 着 4=b. 

半 序 集 仿 的 子 集 包 称 为 金 序 的 (或 线性 序 的 ), 如 果 每 一 对 mw 
bE 名 或 者 满足 as5 或 韦 56<o. 

例如 , 一 个 给 定 集 的 每 一 个 子 集 族 由 包含 关系 “性 "所 半 序 化 

为 给 出 一 个 更 特殊 的 例子 , 设 锡 是 平面 全 位 开 集 族 , 由 集 的 也 
含 关 系 所 半 序 化 ， 而 庶 色 是 所 有 中 心 在 原点 的 开 回 盘 族 ， 则 邑 己 
和 荒 ， 钨 由 “C”" 金 序 化 ， 并 且 包 是 咏 的 一 个 报 大 的 金 序 子 集 ， 这 总 
味 着 当 把 不 属于 避 的 任意 一 个 售 的 元 加 到 骂 中 雇 后 ， 所 得 到 的 集 
族 就 再 不 能 四 “C? 全 序 化 了 ， 

4.21 Hanusdorff 棚 大 性 定理 每 一 个 非 空 半 序 集 都 含有 
极 大 的 全 序 子 集 . 


A 


这 是 选择 公理 的 一 个 推论 ， 并 有 凡事 实 上 也 是 等 价 于 选择 公理 
的 . 它 的 另 一 种 (很 相似 》 形式 是 所 谓 Zorn 引 理 ， 我 们 将 在 附录 
中 给 出 证 明 ， 

现在 设 本 是 一 个 非 平 所 的 Hitbert 空间 , 则 礁 在 wE，lyl = 
1。 因 而 如 在 在 非 空 的 规范 正 交 和 集 ， 极 大 规范 正 交 集 的 存在 性 就 
成 了 下 述 定理 的 一 个 推论 ， 

4.22 定理 Hilbert 空间 加 2 中 的 每 一 个 规范 正 交集 8B 都 包 


a 


i cr 


证 明 这 2 是 本 的 相信 给 定 全 的 全体 地 正安 仍 的 关 由 
集 的 包含 关系 将 多 半 序 化 ， 因 为 BE 缠 , 纺 半 多 ， 因 此 多 包含 一 个 
家 大 全 序 娄 只. 谈 咏 是 全 体 只 的 元 素 之 并 ， 显 然 BCS. 我 们 断 
言 仿 是 极 大 规范 正 交 集 : 

刘 果 和 和 刀 和 ES 则 存在 4 和 A 所 各 ,EA wasEds 因为 吕 
是 全 序 的 ,4C4a( 或 4CdD， 改 mEds 且 waE4， 因为 4 是 规 
范 正 交 的 , 当 纹 寺 We 时, (8 多) 一 0, 当 二 所 了 时 (ta Ww) 二 1。 于 是 
S 是 规范 正 交集 ， 

假设 总 不 是 极 大 ， 则 仿 是 一 个 规范 正 变 集 号 * 的 真子 集 ， 显 
然 号 村 吕 , 甩 六 "包含 吕 的 每 个 元 素 ， 因 此 我 们 可 以 把 3 加 到 马 
中 而 仍然 保持 全 序 . 这 却 与 内 的 极 大 性 相 才 盾 ， 


三 角 级 数 

4.23 ”定义 设 了 是 复 平面 上 单位 贺 周 , 即 所 有 绝对 信 为 1 
的 复数 集 ， 如 果 下 是 卫 上 任意 一 个 函数 ,而 了 在 R! 上 由 
(1) f(t)=F(e') 
所 定义 ， 则 了 是 一 个 局 期 为 2x 的 周期 函数 .这 由 示 对 所 有 的 
f(t 十 27) = 有 ty)， 肥 之 , 如 果 玫 是 RI 上 的 周期 为 2x 的 函数 ， 则 
在 在 一 个 人 上 的 多数 下 使 (1) 式 成 立 ， 这 样 一 来 , 就 可 以 把 下 上 的 


= 了 0 了 3 。 


函数 与 R' 上 周期 为 2r 的 画 数 看 作 同一 回 事 ; 并 且 我 们 尾 管 考虑 了 
是 定义 在 了 上 的 , 为 了 记号 的 简单 ， 我 们 有 时 候 宇 愿 写 拨 t 而 不 
写 Fe . 

记 侍 了 这 个 约定 以 后 ， 对 于 1 和 p<oo 定名 (TP) 为 所 有 民 
上 的 ,Lebesgue 可 铀 的 、 思 期 为 25 的 , 并 使 得 范 数 


: 1 nn p [| 
(2) l=) D1 


为 有 恨 的 复活 数 类 ， 

换 衣 之 , 我 们 考察 的 是 工 (4) 这 里 的 上 是 [0, 2x] 上 (或 TT 上 ) 
的 Lebesgue 测 底 除 以 2x7， 上 ”~(T) 是 所 有 LIL”(R') 中 的 周期 为 2 
的 元 素 的 类 ， 以 其 本 性 上 确 界 为 范 数 ， 而 0(T) 由 TT 上 金 体 连 续 
复 函 数组 成 (或 者 , 等 价 地 ， 由 全 体 BB 上 的 局 期 为 2x 的 连续 复 函 
数组 成 ), 并 具有 范 数 
(3) If.=suplf(t) 


(2) 式 中 的 因子 3 简化 了 我 们 讨论 时 所 涉及 的 形式 ， 例 如 ， 


常数 函数 1 的 L"- 范 数 是 1. 
三 角 多 项 式 是 形 如 


可 
{4) ft)=60 + Socosnt bsinnt) tER' 
页 一 上 


的 有 限 和 式 ， 这 上 毕 他 07 ly "Hy 和 © ry by 是 复数 . 根据 Euler 
恒等式 ,C4) 也 可 以 写成 
» 

(5) f(t)= BD eveint 
的 形式 , 这 对 大 多 数目 的 来 说 显得 更 方便 些 ， 很 清楚 , 每 一 个 三 角 
多 项 式 都 有 局 期 2x. 

我 们 用 各 表示 全 体 整 数 ( 正 数 , 零 和 负数 ) 的 集 , 并 且 令 
» 了 人 学 = 


(6) Wu 站 一 ee (neZ) 

如 果 和 在 亚 ( 四 中 用 

(7) G9 = 去 | faat 

来 定义 内 积 , [注意 , 这 与 (2) 是 相 协 亩 的 ]。 那 术 , 简单 的 计算 表明 


1 "in 
(8) (uw un) = 去 | 。 


ai 一 R= 
0 另 深 内 
这 样 , {ww wwEZ 是 天 (下 的 一 个 规范 正 交集 ， 通 常 称 之 为 三 角质 
煞 系 .现在 我 们 米 证 明 这 个 系 是 极 大 的 ， 并 从 而 导出 原先 在 理 让 - 
bert 空间 那 一 部 分 所 得 出 的 扫 象 定理 的 有 具体 形式 . 

4.24 三 角 函 数 系 的 完备 性 ”定理 4.18 表明 ,一 旦 能 证 明 金 
体 三 角 多 项 式 在 L*( 了 了) 中 称 密 ， 就 立刻 可 以 证 明 三 角 沟 数 系 的 极 
大 性 (或 完备 性 ). 因为 由 定理 3.14( 注 意外 是 紧 的 }, O00TD 在 LY) 
内 龙 稠 密 的 , 所 以 只 须 证 有明 对 每 个 JfECCT) 和 >0, 存在 一 个 三 角 
多 项 式 呈 使 Hf 一 Pil,<<e。， 因为 对 每 个 gEC(T)，[gl: 志 1Tg1;; 倘 值 
1 一 Pls<e 可 由 |f 一 P| 过 2 得到， 而 这 一 舍 值 就 是 我 们 要 证 明 
的 . 

假设 我 们 有 具有 下 列 性 质 的 三 角 多 项 式 人 ,Ba 
《9) 当 研 五 时 , Qi(2) 守 0 


(6) 翅 | Q(tiJdt=1 


《e) 车 加 (6) 二 sup{f@(t): 6 所 | 和 z); 则 对 每 个 $0， 
limns (6) =0 
(5) 的 另 一 种 说 法 是 : 对 每 个 >0，Qs( 引 在 [一 rx， 一 要 U 
[5, xz] 上 一 致 地 趋 于 0. 


对 每 个 fECCT), 我 们 对 应 一 个 由 
(DD) PLD fu-d0(dd 1,2,3,.) 


定义 的 冰 数 P;. 如 有 果 我 们 用 一 s 代 换 s, 然后 再 用 一 | 代 换 ， 这 
时 了 和 人 的 周期 性 表明 积分 值 将 不 会 改变 .因此 


2) PA fs) ds =1,2,3,°) 
因为 每 个 9, 是 三 角 多 项 式 ,@, 形 如 
(3) Qt)= Fo owe 


R= Ny 


如 果 用 一。 代 换 (3) 式 中 的 4， 并 且 代 入 (2)， 我 们 即 可 看 由 每 个 
PP 都 是 三 角 多 项 式 ， 
给 定 *>0, 由 于 了 在 多 上 一 致 连续 ,存在 6>0， 当 1 一 s| <6 
时 ,f(t) 一 fs)1 <e， 由 (B), 有 
PA -fa| ts) Ht)}0,(s)ds 
而 (oe) 北 涵 着 对 所 有 
lIPAD—F S| fa) f(t) 1 QC8)ds 
二 A 十 4， 
这 里 4 是 [一 6,6] 上 的 积分 而 4 是 [一 x， 一 6]U [5，z] 上 的 积 
分 ,在 入 中 ,被 积 函数 小 于 eQiCs), 圾 由 ( 妨 得 4,<e， 在 4 中， 
有 9:(s) sq (9)， 故 由 (o) ,对 充分 火 的 天 
(4) 二 委 引用 -me 人 0) <e 
因为 这 些 估 慎 与 + 无关， 我 们 便 证 明了 
(5) linlf-PH.=0 
剩 下 来 我 们 就 是 构造 @, 了， 这 可 由 多 种 方法 作出 ， 下 面 是 
简单 的 一 种 ， 令 
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(6) QD 


这 里 cx 选 得 使 (四 成 立 。 由 于 (外 是 明显 的 , 我 们 只 须 证 明 (e). 因 
为 8 是 侦 冰 数 , (8) 表明 


cf" Sl+ eostl’ Cp 将 1 20. 
1 | 人 a in 


因为 8, 在 [0, x] 上 递 泸 , 于 是 
+ 1) 1 十 eos 
0 DSM) 


(0<3 雪 | Er) 
由 于 0<S<m 时 ,1 十 cos5s<2, 这 就 香油 了 fc)， 
我 们 便 已 经 证 明了 如 下 的 重要 结果 : 
4.25 定理 如 果 fEC(T) 且 >0, 则 在 在 一 个 三 角 多 项 式 P， 


ee 


[FD~ PO <e 
一 个 更 为 精细 的 结果 曾 由 Fejér (1904) 所 证 得 : 任何 fECCT) 
的 ourier 级 数 部 分 和 的 算术 于 均 信 都 一 致 收 线 于 [26] 的 定 


理 8.15 中 可 看 到 一 个 (十 分 类 似 于 上 述 证 法 ) 证 明 . 
4.26 Fourier 级 数 ” 对 任意 fEL'T), 我 们 用 公式 


(1) fn) -去 | fliyerinigt (neEZ) 


每 个 fe (TD) ,都 对 和 应 了 名 上 的 一 个 函数 入 了 的 Fourier 级 数 就 
是 


《2) 了 el 


而 它 的 部 分 和 是 
] 107 中 


可 
(3) aa(t)= fe (N=0,1,2,.) 
一 站 - 


因为 PDTCZELED (1) 志 可 以 应 用 于 每 个 fE2LAT)， 比 较 
4.23 节 及 4 13 节 的 定名 ， 现 在 可 以 用 具体 的 语言 重新 叙述 定理 
4.17 和 4.18; 

Riesz-Ficsher 定理 断言 : 当 {cs} 是 一 个 复数 序列 ,使 


(4) Slerl:< 
时 ,如 在 在 一 个 了 ELK: (CT) 使 
(5) ce = 却 | Fitye-tenadi  (nES) 


Parseval 定理 断言 ， 当 了 EL?(T) 和 gE12(T) 时 ， 


(6) fg fe 


Re 


(6) 式 的 左边 的 级 数 绝对 收敛 ,并 且 攻 ss 象 (3) 中 一 样 , 那 末 
(07) limlf—eals=0 


由 (6) 的 一 个 特殊 场合 , 有 
(8) Hf—ewls = 3 | (Cn) 1? 


Iisl>xN 


注意 ,7) 式 说 明 每 个 了 ED:() 都 是 它 的 Fourier 级 数 部 分 和 
的 如 -极限 ; 也 就 是 说 子 的 Fourier 级 数 在 :意义 下 软 钱 于 f， 邵 
象 第 五 章 将 要 多 到 的 那样 ， 点 态 收 化 提出 了 一 个 更 加 带 有 技巧 性 
的 问题 ， 

Riesz-Fischer 定理 和 Parseval 定理 可 以 通过 指明 映射 > 了 
是 到 (2 到 1?(2) 上 的 Hilbert 空间 的 同 梅 而 于 以 综合 . 

在 其 他 冰 数 空间 { 例 好, 在 "(了 中 ) 的 Fourier 级 数 的 理论 ， 
是 IQ8 


比 在 2 (了 TD) 中 更 加 困难 ,而 我 们 仅 将 在 少数 的 几 方 面 碰 莘 它 , 

注意 到 在 Riesz-Fischer 定理 的 证 明 中 ， 美 键 部 分 是 这 样 一 
个 事实 , 即 严 是 完备 的 ， 下 面 一 点 要 宇 牢 记 住 ， 即 对 那些 断言 L? 
或 者 其 至 任何 上 ?的 完备 性 的 定理 , 有 时 也 冠 以 “Riesz-Fischer 定 
理 " 这 一 名 称 ， 


习 题 

在 这 一 组 习 古 中 , 吾 总 是 表示 一 个 Hilbert 空间 ， 

1 如 果 型 是 天 的 一 个 闭 子 空 闻 ， 证 明 型 = (Wt， 对 于 不 一 定 闭 的 
子 空间 导 , 有 绅 有 一 全 与 之 类 似 的 正确 的 命题 ? 

2 对 二 1,2,3,…, vs 是 吾 中 一 个 独立 的 南明 和 集 . 试 给 出 由 它 生 成 一 
个 规范 正 交 集 {un} 的 构造 过 程 ， 使 轴 是 加 ,ta 的 线性 组 合 ， 注 意 , 这 可 导 
致 一 个 关于 可 分 Hilbert 空间 中 极 大 规范 正 交 集 丰 在 的 证 明 . 它 不 必 异 助 
了 工 Hausdorff 极 天 了 原理 ， (一 个 室 间 是 可 分 的 ， 如 梁 它 包含 可 数 科 密 子 集 , ) 

3 -证明 1 和 p< 之 co 时 , 上 ?( 人 TD) 是 可 分 的 ,得 I*( 人 TD) 不 是 可 分 的 . 

4 证 明 顽 是 可 分 前 , 当 且 仅 当 吾 包 含 一 个 至 多 是 可 数 的 航天 规范 正 交 
集 . 

5 上 医 寻 = 信 :Iw= 咏 ， 这 里 二 是 二 上 的 一 个 连续 线性 泛 阔 , 证 明 和 + 
是 一 个 维 数 为 1 的 向 量 空间 {除非 时 一 HH). 

5 设 和 wy (8 一 1,2,3,…) 是 再 中 的 规范 正 交集 ， 说 明 这 是 一 个 有 异 闭 
集 击 非 紧 的 例子 ， 设 如 是 吾 中 所 有 形 如 


5— Dew, (这 时 les1s 工 ) 
1 . 


的 = 的 集 ， 证 则 如 是 紧 的 (8@ 称 为 Hilbert 方 体 )，. 
更 一 般 地 , 设 1 相 是 一 个 正 数 的 序列 而 如 是 开 中 所 有 形 训 


t= Scns (这 里 |es | 志 6,.》 
1 


的 工 的 集 ， 证 明 当 且 仅 当 疗 涡 之 oo 时 8 是 紧 的 ， 
1 
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证 明石 不 是 局 部 紧 的 ， 

7 投 fgs} 是 一 个 正 数 的 序列 ,对 太 六 0 且 写 纺 之 吕 时 有 三 nbs 芝 00. 求 
十 之 号 之 oo. 

8 营 琴 ,和 Hs 是 两 个 Hilbett 空间 ， 证 明 其 中 的 一 全 一 定 阿 构 于 荔 
一 个 的 某 个 子 空间 ， (注意 ，Hilbert 空间 的 禾 个 亲子 空间 仍 是 Hilbert 空 
间 .， 

9 若 4C 王 [0,2z] 而 4 是 可 测 的 , 证明 

lm OS 半生 = tim| sin nTiz=0 

10 设 辣 < 于 rsz 挟 是 些 正 整数 , 而 吾 是 所 有 的 使 1ain mz} 收 钱 的 点 
zeEf0,2z] 的 集 ， 证 明 mw (8) =0, 提示 : 29inia 一 [一 60s2， 罗 此 由 习题 由 
- 。 1 
在 吾 上 几乎 处 处 有 sinnet ?地 

11 证 明 恒等式 

dx, 的 = yo |e— y+ et syil:— ille—iyl: 

在 每 个 内 积 空间 中 都 度 立 ， 并 说 明 它 证 实 了 定理 4.18 中 的 昔 通 关系 (c) 王 
Cd) 


12 在 4.22 节 中 已 指出 常数 56 使!e。 保持 有 界 . 更 精确 地 估计 相 
应 的 积分 值 并 证 明 


了 


Olimk iio eo 
Pe 
13 设 了 是 吾 : 上 的 连续 函数 , 周期 为 二 ， 证 明 
和 
BD fo) 一 人 CD 


= 
对 每 个 实 无 理 数 都 成 立 ， 提 示 : 首 沈 对 
下 (站 =exp COAikt), b=0, + +2, 


来 做 这 个 习题 . 
14 计算 
min| ， | 和 一 六 一 82 一 222| 
并 求 出 


max| ， Ea 
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这 里 9 满足 下 列 限 制 
| s(ndr=| ztmaz=| 2g)ds—0 


| ,lg 人 ja=1 
15 计算 
min| |z1-a—bz— cs:|:e-de 
CL 站 


如 习题 14 那 样 ,叙述 并 解 相 应 的 极 大 值 问题 . 

16 如 果 xzoE 互 而 下 是 吾 的 闭 线 性 子 空间 , 证明 

min{|z—2el:rENMY =max{| fro, 的 | :wyéENM+, lly|| = 二 

17 证 明 存 在 一 个 从 [0,1] 和 到 五 中 的 一 一 映射 y, 使 得 当 0So<b<ea 
委 1 时， 的 一 yy 和 榴 与 yO 一 y (0) 正 交 (tr 可 以 称 为 "具有 正 克 增 直 的 动 
线 ”)， 提 示 ; 取 五 = 了 2 并 考虑 [0, 1] 的 菜 些 子 集 的 特征 车 数 ， 

18 给 出 定理 4.16 的 一 个 直接 的 证 明 , 如 不 依赖 于 4.15 节 和 的 更 -- 艇 的 
考虑 的 证 明 . 

19 对 所 有 sER!, 1ER!, 定 六 (二 gt， 设 束 是 这 些 国 数 加 的 爹 体 有 
限 线 性 组 合 所 组 成 的 复 向 量 空间 ， 如 果 了 EX, gEX, 证 明 

SD tn ga 

存 作 ， 说 明达 个 内 积 使 立成 为 一 个 了 空间， 其 完备 化 到 是 一 个 不 可 分 的 Hil- 
bert 空间 ， 并 证 明 人 :36R 是 如 的 一 个 极 大 规范 正 交集 


了 了 


第 五 章 “Banach 空间 技巧 的 例 


Banach 空间 


5.1 在 前 一 章 中 我 们 看 到 , 甘于 三 角 级 数 的 一 些 分 析 方 面 的 
结论 ， 是 怎样 地 通过 一 般 Hilbert 空间 的 实质 上 是 几何 方面 的 考 
虐 , 包括 同性 , 子 空间 , 正 交 性 , 完 告 性 等 概念 显示 出 来 的 ， 在 分 本 
电 也 有 许多 问题 , 当 我 们 把 它 科 放 到 一 个 适当 选择 的 , 抽象 的 格局 
中 讨论 时 ， 解 决 起 来 就 变 得 很 容易 ， 由 于 正 交 性 是 一 种 颇 为 特殊 
的 东西 , Hilbert 空间 理论 因而 并 不 总 是 含 适 的 .全体 Banach 空 
何 组 成 的 类 却 提 供 了 葛 大 的 灵活 性 ， 这 一 章 我 们 将 探讨 Banach 
空间 的 一 些 基 本 性 质 ， 并 且 将 通过 它 对 具体 问题 的 应 用 来 阐述 它 
们 . 

5.2 定义 一 个 复 向 量 空间 耻 称 为 赋 范 线性 空间 ,如果 对 每 
个 xEX, 对 应 一 个 非 负 实数 jz 上 , 称 为 x 的 范 数 , 使 得 

《9) 对 所 有 的 2 和 yEX, 1 十 巴 委 [21 十 jl， 

(8) 车 zE 和 而 上 为 继 量 , 则 |az| = |e|1zl， 

tc) ]z] =0 蕴涵 着 “一 0. 

由 (9) ,三 角 不 等 式 

lz—yl<1z—z|+ lz—y| (CT, #, EH) 
成 空 ， 再 把 (5) ( 取 < 一 0,a= 一 1) (e) 结 合 起 来 ， 就 表明 每 个 赋 苑 
线性 空间 都 可 以 看 成 一 个 度量 空间 .x 和 3 之 间 的 距离 是 |x 一 yg. 

Banach 空间 就 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 它 在 由 其 范 数 所 定义 的 
度量 下 是 完备 的 . 

例如 , 每 个 Hilbert 空间 都 是 一 个 Banach 空间 ， 同 样 对 1 所 
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fF 所 00， 每 个 工 ? (让) 以 1fl; 为 范 数 时 (假定 a.e. 相等 的 函数 看 作 
是 同一 的 ), 以 及 CBE) 取 上 人 确 失 范 数 时 ,也 都 是 Banach 空间 . 最 
简单 的 Banach 空间 当然 就 是 取 范 数 1z| =1z1 时 的 复数 域 本 身 . 
我 们 可 以 同样 地 过 论 实 的 Banach 空间 ; 除了 所 有 的 纯 量 都 
约定 是 实数 之 外 , 其 定 叉 刚好 旦 相 岗 的. 
8.3 定 尽 ” 考 谍 一 个 从 赋 范 一 性 空间 互 到 赋 范 线性 空间 了 的 
线性 变换 4， 定义 它 的 范 数 为 


(1) 141=supf el: 


TaT 
车 1 .4141<eo, 则 4 称 为 有 蜡 线性 变换 . 

在 (17 中 | 是 下 用 二 的 范 数 ，| “| 是 了 中 的 《的 

会 发 生 儿 种 范 数 同时 出 现 的 情况 ， 我 们 从 上 于 文 将 能 搞 消 想 

指 的 旺 开 了 

我 们 发 现 , 存 (1) 中 可 以 限于 考虑 单位 向 量 x， 即 jz| =1 的 屠 
些 z 而 不 致 于 改变 上 确 界 , 因为 
(2) IAG) =1aA() |= allAzl 

同时 可 以 发 现 ,141 是 使 不 等 式 
(3) 14zlsI4z| 
对 每 个 zs 成立 的 最 小 的 数 . 

下 面 的 几何 解释 是 有 帮助 的 ，A4 将 有 中 的 闭 单位 球 , 即 集 
(4) tzEX: lal<1) 
映 到 了 中 的 以 0 为 中 心 ,半径 为 | 4 的 半球 之 内 . 

取 了 为 复数 域 , 我 们 得 到 一 个 重要 的 特 款 ; 在 这 种 情况 下 ， 我 
们 称 之 为 有 界线 性 放晴 . 

5.4 定理 ”对 于 从 一 个 赋 范 线性 空间 到 冉 范 线性 空间 了 内 
的 一 个 线性 变换 4 下面 三 个 条 件 的 每 一 个 都 昔 洱 着 另外 两 个 : 


re i 


(a) 4 是 有 界 的 . 


ZE， < 


(65) A 是 过 续 的 ， 
(e) 4 在 的 基 个 点 连续 . 
证 明 由 于 14 人 一 加入 1 4 一 2 , 显然 人) 北洋 着 (65)， 
而 ( 纺 间 衣着 (是 布 足 道 的 . 假设 4 在 za 连续 ， 则 对 每 个 > 小 
可 以 找到 一 个 >0， 使 |% 一 zol < 蕴 泛 着 | Ax 一 /Awol < 过 ze， 换 言 
之 ;1z|<<6 莹 祖 着 
MACrot wr) — drol ie 


然而 4 的 线性 表明 | -4zl <e， 因 而 | 4 和 e/3， 故 (2) 草 活着 (四 - 


Baire 定理 的 推论 


5,5 对 于 Banach 空间 的 完备 性 这 一 性 质 , 通常 所 采用 的 方 
式 与 下 面 的 一 个 关于 完备 诬 量 空间 的 定理 有 关 ， 这 个 定理 在 数学 
的 其 他 领域 也 有 很 多 应 用 . 它 效 酒 着 使 Banach 空间 成 为 分 析 中 
的 有 用 工具 的 三 个 最 重要 的 定理 中 的 两 个 ，Banach-Steinhaus 定 
理 和 开 上 映射 定 理 ， 第 三 个 是 Hahn-Banach 开拓 定理 ， 在 这 个 定 
理 中 ,完备 性 不 起 作用 ， 
密 百 子 集 组 成 的 可 数 族 , 其 交 在 筷 中 稠密 ， 

特别 ( 除 在 平凡 的 场合 和 = 名 之 外 )， 这 个 交 是 不 空 的 .这 通 
常 就 是 本 定理 的 主要 意义， 

证 明 假设 Fu Fa:Fs, … 是 及 中 的 币 窗 开 集 ， 设 访 是 下 的 任 
一 开 集 ， 我 们 必须 证 明 , 当 琴 关外 时 , 7 在 厂 中 有 一 点 ， 

设 p 是 也 的 度量 ;我们 记 
‘1) Sw 7) = {EX: pr y) <r) 
并 设 总 (z,?) 是 (zw, 的 用 包 .[ 注 ， 看 在 这 样 一 种 情况 , B(x, ?) 
并 不 包含 所 有 使 Ptz, 肪 sr 的 点 也 ] 

由 六 , 简 密 ,WW 间 F; 是非 空 开 集 ,因此 我 们 可 以 找 出 ww 入 使 
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(2) Sr r) CWNVF,, HO<r <l 
如 果 n 之 2 且 zw 和 rs 都 已 选 出 则 大 的 稠密 性 玫 明 Po 
已 (zn_irn_ 人 是 布 空 的 , 因此 我 们 可 以 找 出 加 和 >。 使 


(3) (orwyCFoneste ur HE 0<ra < 


由 归纳 法 ,这 个 过 程 产生 出 对 中 的 一 个 序 到 (zs}， 当 计 n 和 
J 之 #8 时 ,构造 方式 表明 和 和 4; 间 在 Cwns ?了 8) 内 , 鼓 pri， 二 
274<2fn, 从 而 {za} 是 一 个 Cauchy 序列 ， 固 流下 是 完备 的 , 便 存 
在 点 x% 亿 祥 使 £= limen, 


因为 当 这 时 ,rw, 都 在 闭 集 六 (zn,7) 内 ,于 是 得 知 z 位 于 得 
个 心 (wy 内 .而 (3) 式 表明 冯 位 于 每 个 内， 四 (2),zE 歼 .这 
就 完成 了 证 明 . 

系 “在 完备 度量 空间 中 , 任意 可 数 个 稠密 的 G, 集 之 交还 是 称 


Te a 


因为 每 个 G; 集 是 可 数 个 开 集 之 交 , 而 可 数 多 个 可 数 集 之 并 是 
可 数 的 ,从 本 定理 即 可 得 出 系 钩 结论. 

5.7 Baire 定理 有 时 也 因为 下 述 理由 而 称 为 类 型 定理 , 

集 ECX 称 为 无 处 稠密 ;如果 它 的 闲 包 到 不 包含 的 非 空 开 集 . 
无 处 稠密 集 的 任意 一 个 可 数 并 称 之 为 第 一 类 型 集 ; 而 下 的 其 他 的 
人 六 二 当时 的 (Bere 的 说 法 ) 定理 5.6 从 说 温 有 一 
这 寺中 取 祭 集 就 名 了 

B.8 Banach-Steinhaus 定理 假设 下 是 Banach 2 安 问 ， 了 是 


寺 记 计 夺 关 ， Ai 想 信 天 荆 且 TT 


~ 不 十 担 慰 本 志 开 ;永和 不 ， 人 


蝶 介 关于 局 二 让 且 亲人 个 出 丽 a 米 且 3 


» Il3» 


(2) supl 4.zj = oo 

用 几何 语言 来 说， 这 一 命题 另 一 种 叙述 如 下 : 或 者 了 中 有 一 
个 球 互 (半径 为 玫 而 中 心 为 ) 使 每 个 刀 映 习 的 单位 球 济 至 内 ,或者 
存在 xE 开 (事实 上 是 它们 的 整个 稠密 的 9, 集 ) 使 了 中 没有 一 个 球 
龙 包 含 所 有 的 sz 

这 一 定 还 有 时 也 称 为 一 致 有 界 性 原理 . 


证 明 念 
(3) P(x) =supl| -ez| (ZEX) 
并 令 
{4) Vr= {x: px) ne} (n=1, 2,9, 3 


因为 每 个 1, 都 是 连续 的 ， 并 且 卫 的 范 数 是 卫 上 的 连续 冰 数 
{就 象 定理 4.6 的 证 明 一 样 , 它 是 三 角 不 等 式 的 一 个 直接 推论 ) , 每 
个 函数 x 一 1 .1xl 在 了 上 连续 .- 因此 ?是 下 半 连 续 的 ， 并 且 了 , 是 
开 集 ， 

如 果 这 些 集中 的 一 个 ， 比 如 说 Fx 不 稠密 于 瑟 ， 则 存在 一 个 
zoE 和 了 20, 使 jzl<y 蕴涵 着 zo weVw; 这 就 意味 荐 p(eo 十 轨 ) 
妇 站, 或 
《5) 4sCze 十 允 雪 浆 
对 所 有 wE4 和 满足 1ze1<y 的 所 有 2 都 成 立 ， 由 z= (zr 十 阅 一 mo 
于 是 有 
《6) [dz A ro ta) lt Arl 2 
并 且 得 到 (1) 式 对 形 二 2N jr 成立 . 

勇 一 种 可 能 性 是 每 个 太 在 于 中 稠密 . 在 这 种 情况 下 ,由 Baire 
定理 , ,是 互 中 一 个 稠密 G 集 。， 由 于 对 每 个 xENF,，w(z)= 
se， 证 明和 完毕. 


a 


二 了 


球 ， 对 到 了 上 的 每 一 个 有 界线 性 变换 4, 相应 地 有 一 个 之 0 便 
(1) A OP 

清 注 意 假设 中 “到 了 上 ”这 个 词 ! 符号 6F 表示 和 集 {6y:yEP}, 即 
所 有 | 站 6 的 yEY 的 集 . 

从 C1) 及 A 的 线性 得 知 ， 天 的 每 一 个 中 心 为 zw 的 开 球 的 象 都 
包含 了 内 一 个 中 心 在 4w 的 开 球 因此， 每 个 开 集 的 象 都 是 开 
的 ， 这 就 解释 了 本 定理 的 名 称 . 

下 面 是 (1) 的 另 一 种 说 法 ， 对 租 个 如 1 下 <<5, 都 对 应 有 一 个 x 
满足 lz| <:1, 使 4z 三 纺 

证 明 给 定 #%E7， 刘 在 2 和 使 4x 一 六 车 al <b, 便 有 gEA 
(EAD)。， 因 上 比 了 是 集 4CEDD 当下 =1，2，3，… 时 的 并 .因为 了 是 
完备 的 ，Baire 定理 蕴涵 着 存在 一 个 非 空 开 集 下 位 于 某 个 A ED》 
的 闭 包 内 .这 意味 着 矿 的 每 个 点 都 是 一 个 序列 {zi} 的 极限 点 ， 
此 处 x:EkU， 从 现在 起 ,b 入 都 固定 下 来 . 

选取 yoE 抒 和 92> 0, 司 得 当 上 [< 时， 加 十 托 卫 对 任 一 个 
这 样 的 # 都 有 起 中 的 序列 {211), {zi 使 
(2) Ari>y Ari—>yo ty (i>00) 

育 z 一 2 一 2 我 们 有 Dz;| 志 站 和 Awi>#. 因为 这 对 每 一 个 上 | < 
的 成 立 , 4 的 线性 春明 当 6= #28 时 ,下 述 合 题 吓 真确 的 : 
对 每 个 JET 和 每 个 >0, 都 对 应 一 个 xwSEX 使 


(3) lego) kK lg-Asl<e, 
象 在 我 们 证 明 开 始 之 前 所 说 的 一 样 ,除了 在 那里 我 们 要 求 e=0 之 
外 ,这 有 几 平 就 是 我 们 所 要 的 结论 . 


固定 ye6F 和 8 汪 0， 由 (3 存在 名 ,使 [x1 过 1, 且 


(4) ly— Azil < 到 6e 


设 区， 和 好， 使 
* Ii7 # 


(5Y Igy— Az 2 be 
利用 (3) 并 以 (5) 式 去 过 的 而 景 代替 其 中 的 ,就 得 到 一 个 war 使 
# 十 1 代 赫 多 上 肝 ,5) 式 成 立 , 且 
{6) gil)<2 "e (n=1,2,3,**) 
如 果 念 sn 一 2 十 …… 十 Wo (6) 式 表明 ts 是 下 中 的 Canchy 序 列 ， 
无 完备 ,存在 wE 开 使 se->z、 不 等 式 | 上 lz 中 <I 和 (6) 式 一 道 保证 
了 lzl< 考 I 十 e。 由 4 这 续 ， ds 一 dx 用 (5) zss 一 yy 因此 


-1Y 一 久 
现在 我 们 已 经 证 明了 ,对 和 押 个 s 盖 小 
(7) A((l1+ea) UY Oo 
或 者 
{8) ACUIOU+e) HT 


当 取 遍 所 有 e 之 0 时，(8》 式 右边 的 这 些 集 的 并 就 是 SF， 这 就 证 
明了 (1). 
1 训 癌 、 计 到 上 


证 明 ep 象 定理 9 而 下 过 中 那样 记 和 屠 林 ,该 定理 前 
结论 和 4 症 一 一 的 这 一 事实 结合 起 来 就 表明 ，1 Azl <6 冀 涵 着 
jzjl<1， 因 此 , | 叶 关 疆 涵 着 | 4z1 关 5 十 是 (1) 式 得 证 ， 

变换 4 在 了 上 可 以 这 样 定义 : 若 y= :zs 时 ， 则 23 一 
容易 验证 4 是 线性 的 ,而 (1) 则 昔 泗 车 | .4 !| 二 176. 


连续 函数 的 Fourier 级 数 


5. 11 一 个 收敛 问题 ”对答 个 fECCT) ,了 的 Fourier 级 数 在 
每 一点 = 都 收 剑 上 人 (z) 对 吗 8 
038， 


让 我 们 回忆 一 下 ， 了 的 Fourier 级 数 在 点 x 的 第 部 个 部 分 和 


(Df = FDA (m0,1,2,.) 


给 出 , 这 里 


(2) DH) Het 

这 直接 从 公式 4.26(1) 和 4.26(3) 得 出 . 
问题 在 于 判定 

(3) limsn(f; #) =f(7) 


是 否 对 每 个 fEO(T) 和 每 个 实数 x 成立， 我 们 在 4.26 一 节 看 到 
部 分 和 按 L* 范 数 收 化 于 了， 因此 定理 3.12 草 池 着 每 个 fED(7) 


[从 而 对 每 个 fc) 亦 然 ] 都 是 整个 部 分 和 序列 的 某 个 子 序列 的 “ 


a.e. 点 杰 极限 .但 这 并 设 有 回 管 现在 提出 的 问题 . 
我 们 将 会 看 到 , Banach-Steinhaus 定理 否定 地 回答 了 这 个 问 
题 ， 令 


(4) 3" (fs) =sup|sntfs #)| 
开始 取 wv 二 0， 并 定义 
(5) Af=sn(f; (fEOTN; n=1,2,3,") 


我 们 知道 DZ 对 于 上 确 界 范 数 11 是 一 个 Banach 空间 ， 从 
《1) 得 知 , 每 个 心 都 是 DZ 上 的 有 办 线性 泛 函 , 其 范 数 


《6) 14sl< 1D d= Dh 
我 们 断言 

(DD 当 和 >co 时 ,doo 

这 可 以 通过 指出 (6) 式 中 等 式 成 立 , 以 及 

《8) >% 时 由 一 co 


3 


而 予以 证 明 ， 
将 (2) 式 分 别 乘 以 69 和 e 并 从 所 得 的 两 个 等 式 中 的 一 
个 减 去 另 一 个 ,得 到 
， 1 
(9) sin(n+ 语 ) 
Dnt)= sin (t/2) 
因为 对 所 有 实数 x, | sinr| 委 jz 《9) 式 指出 


21"1., 1 dt Qf at 
Dsl > 二 | sin(z 十 于) 全 = 二 | | sinf | 


> lsint |adt=- 入 
这 就 证 明了 (8). 

其 次 ,图 定 m, 并 且 着 D,() 这 0, 令 9( 直 = 车 Dn(1) 之 0, 令 
g(t)= 一 1， 存 在 才 EOC(TD 使 一 1<fj<1, 且 当 j->0% 时 ， 对 每 个 
f(t)->9(t)， 由 控制 收敛 定理 ， 

lim A,(f) = Bm 吉 | fi(— Dt at 


=- 到 | g(—i) Dt d=|D,l, 


这 样 ,(6) 式 中 的 等 式 成 立 , 并 且 证 明了 (7) 式 . 

由 (7 成立, Banach-Steinhaus 定理 现在 就 断言 s*(f: 站 = 
对 C4Z) 中 某 个 稠密 Gs 集中 的 每 个 了 成 立 . 

我 们 选 ==0 只 是 为 了 方便 ， 很 明显 , 同样 的 结论 对 每 个 x 都 
是 成 立 的 . 

对 经 个 实数 z 都 对 应 一 个 集 吾 .COOD), 它 是 OCPD) 中 一 个 和 


A ere ei 


人 


特别 ,每 个 的 Fourier 码 玫 在 4 是 发 履 的 ， 因 此 得 到 了 
我 们 提出 的 那个 问题 的 否定 回答 . 

注意 到 下 述 之 点 是 很 有 趣 的 , 即 上 面 的 结论 还 可 以 通过 Baire 
，120。 


定理 的 另外 一 个 应 用 而 得 到 强化 ， 假 如 我 们 取 可 数 多 个 点 2， 并 
且 令 吾 为 由 应 的 集 
有 CC 
的 变 ， 由 Baire 定理 ,下 是 CGT) 中 的 一 个 稠密 G。 集 ， 对 于 每 个 
fEE, 在 每 个 点 x; 都 有 
a*(f; 2) = 
对 每 个 fs*(f;) 是 的 下 半 和 连续 污 数 . 这 基因 为 (4) 式 表示 
它 是 一 族 连 续 国 数 的 上 确 界 ， 因 此 对 每 个 六 {x: 8*(f;w) 一 00) 
是 总 中 的 GG 集 ， 如 果 取 上 述 点 x; 使 它们 的 并 在 (一 x，x) 上 移 
密 ， 我 们 便 得 如 下 结果 
5.12 定理 存在 存在 一 个 类 EcC(), 室 在 CCT 中 是 稠密 的 
9G, 集 ， 并 具有 下 列 性 质 : 对 年 个 JSE， 集 
Wr= {x8* (fx) = oo} 
是 五 上 的 稠密 如 集 . 
如 果 我 们 证 实 了 再 以 及 每 个 8; 都 是 不 可 数 集 , 那 将 是 很 有 趣 
的 . 
5.13 定理 在 不 存在 孤立 点 的 完备 度 其 空间 中 ， 没 有 一 个 
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nt 


证 明 设 是 去 的 可 数 称 密集 怪 的 点 ， 假 定 吾 是 宫 , 集 ， 那 

末 , 瑟 = 门 加 ,这 里 了 ,是 笨 密 的 开 集 ， 设 
WW,= La U {wr} 
EL=1 

则 每 个 政 。 还 荐 稠密 开 集 ， 但 门 玉 ,= 人 ,这 与 Baire 定理 矛盾 . 

注 : 稍微 修改 一 下 Baire 定理 的 证 明 ， 就 可 证 明 当 总 如 上 土 假 
设 时 , 其 每 一 个 稻 密 9; 集 都 包含 一 个 完全 集 ， 

工 -函数 的 Fourier 系数 

5.14 象 4.26 节 一 样 , 对 每 个 fm 我 们 对 应 2 上 的 一 个 
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函数 所 由 
内 1 六 一 让 
(1) fn) = 地 | Kb) di (NnED) 


定义 .容易 证 明 , 对 每 个 FEL', 当 18| ->o0 了 时 ,了 (wn)->0， 因 为 我 们 
知道 C() 是 稠 于 CT) (定理 3.14) 而 三 角 多 项 式 是 稠 于 CC 
的 (定理 4.25)， 这 就 是 说 如 果 5 守 0, 了 ELI CT) ,就 存在 gEC(T) 和 
三 角 多 项 式 已, 使 1} 一 外 <* 和 |g 一 P|。 过 se. 
由 于 

lg—~Pt< le— PH. 
便 得 到 | 一 P|,<2e, 而 当 |x| 足 够 大 (依赖 于 P) 时 ， 


2 Ud 


这 样 , 雪 #-> 士 co 时 ， fln) 0。 此 即 所 谓 的 Riemann-Lebesgue 
引 理 ， 

我 们 想 提 出 的 向 题 是, 它 的 道 命题 是 否 是 正确 呢 ? 也 就 是 涪 ， 
如 果 {ta} 是 一 个 复数 序列 ， 当 ”> 士 o 时 ,9n->0, 那 末 ， 有 设 有 一 
个 fEL!(T)， 合 得 对 所 有 nEZ，f(m) 一 om1 换言之 ,有 没有 一 个 类 
似 于 Riesz-Fischer 定理 的 结论 在 现在 的 情况 下 保持 正确 rt 

异 助 于 开 上 映射 定理 容易 对 此 作出 {否定 的 ) 回 党 . 

设 风 是 使 得 8 一 十 名 时 竟 ( 休 一 的 台 上 的 复印 数 , co 是 用 全 
体 这 样 的 pg 所 组 成 的 空间 , 并 赋予 上 确 界 范 数 
{3) Ie!,= suptl gp Ge) | :neEZ} , 
则 容易 看 出 co 是 一 个 Banach 空间 ， 事 实 上 ， 如 果 我 们 规定 允 的 
每 个 子 集 都 是 开 集 , 那 末 , 2 是 一 个 局 部 紧 Hausdorff 空间 ,而 ec 
就 是 Co{2). 

下 述 定理 包含 了 我 们 的 问题 的 答案 : 


eh PE Te 
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证 明 用 他 = 了 定 义 4. 4 显然 是 线性 的 ， 我 们 刚才 已 证 明 
了 4 映 疡 (人 到 ce 肉 ,而 公式 于 14(1) 表明 |) | 志 上 fh， 所 以 
1A1<1( 实 际 上 , 41=1， 这 只 须 取 了 =1 即 可 看 出 )， 现 在 我 们 
”来 证 明 4 是 一 一 的， 假设 fe (7) ,而 对 每 个 ns52,f(n) =0 那 

末 , 当 g 是 任意 一 个 三 角 多 项 式 时 ， 
(1) | KoseDa=0 


由 定理 4.25 和 控制 收 钙 定理 ,对 每 个 gECCT), (1) 式 也 成 立 .， 与 
Lusin 定理 的 系 联系 起 来 , 再 一 次 应 用 控制 收 化 定理 ， 得 出 (1? 式 
对 下 中 任意 可 测 集 的 特征 国 数 9 也 成 立 的 结论 ， 现 在 ， 定 理 1. 39 
(z) 表 明了 一 站 ae， 

假如 4 的 佳 坡 是 整个 e) 定理 5. 10 将 董 洱 着 存在 一 个 6>>0， 
使 对 每 个 JEL (T) 
(2) 131fl 
但 是 ,车 D.C) 如 5.11 节 一 样 定义 ,这 轩 , 对 ==1,2,3, ,DD,EL!: 
(2 ,D1.=1 而 s>% 时 ,1Ds11>co， 国 此 不 存在 5>0 使 不 
等 式 
《3) IBD 
对 每 个 ”成 立 . 

定理 证 毕 . 


Hahn-Banach 定理 


MT Eh 


”注意 , 对 不 一 定 要 是 闭 的 . 
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在 着 手 证 明之 前 , 看 米 要 作 些 说 明 ， 首 先 , 我 们 说 如 是 于 的 一 
个 开拓 (在 最 一 般 的 情况 下 ) 是 指 玉 的 定义 域 包含 了 了 的 定义 域 ， 
而 且 对 于 性 于 了 的 定义 域 和 的 所 有 (FT) 二 7)， 其 次 ， 范 数 上 | 
和 I 是 各 自 按 F 和 了 的 定义 域 来 计算 的 ; 显然 


HI=sop lf :neE NM), Fl= sp Te :rex 


第 三 点 说 明 是 与 纯 量 域 有 关 的 .迄今 ， 所 有 的 内 容 部 是 就 复 
数 域 来 讲 的 ， 但 完 侈 可 以 用 实数 域 取代 复数 域 而 不 必 改 变 陈述 和 
证 明 ， Hahn-Banach 定理 在 两 种 场合 都 正确 ; 不 过 ， 它 主要 是 以 
“ 实 "形式 的 定理 出 现 ， 当 Banach 窟 出 他 的 经 典 著作 “Opérations 
Linéares" 时 对 复 的 情 襄 没有 证 明 ， 其 主要 原因 可 能 是 在 他 的 著作 
中 只 考虑 实数 情况 . 

在 这 里 引进 一 些 临 时 性 的 名 词 术语 是 有 益 的 ， 回 忆 一 下 ,， 
是 一 个 复 ( 实 ?向 量 空 间 , 如 果 当 和 BEF 时 2 十 gEV, 且 对 所 有 复 


TP 


yEV 及 所 有 复数 a 
(1) PITTE) 和 plar) —aplr) 
成 立 、 在 复 ( 实 ) 向 量 空间 六 上 的 一 个 实 值 隐 数 是 一 个 实 线性 汉 
赣 , 如 果 (1) 式 对 所 有 实数 成立. 

和 如果 是 复线 性 泛 函 了 的 实 部 , 即 如 果 对 所 有 zxEF,w(z) 是 复 
数 蕊 z) 的 实 部 , 则 容易 看 出 4 是 一 个 实 线性 泛 函 。 下 述 了 与 w 之 
间 的 关系 是 成 立 的 ; 

5.17 命题 设 亚 是 复 向 量 空间 . 


hp hi 


(1) f(x)=u2)— iu(is) (xEP) 


ri ~ 
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了 是 了 上 的 一 个 复线 性 泛 吸 。 

(o) 各 果 了 是 同 范 线性 空间 ， 而 与 有 (1) 式 的 美 系 ， 则 
(f= . 

证 明 洪 & 与 #8 是 实数 而 s=&g 十 i 则 5s 的 实 部 是 一 82， 对 


所 有 复数 : 这 就 得 出 了 等 式 


(2) z= Res—iRe(is) 
因为 
《3) Re(iftr))=Ref (ix) = wiw) 


令 z 二 Cz), 1) 恒 由 (2) 式 得 出 . 

在 (的 假设 下 ， 显 然 ,7Fz 十 的 = 于 2 十 FE 所 D, 且 对 所 有 的 实 
数 &, (mx) 二 aftx)。 但 同样 也 有 
(4) fr) =ur) ids) = iu) = 1) 
这 就 证 明了 了 是 复线 性 的 . 

由 于 lzfos 委 17f(z1， 我 们 和 | 吉 和 [月 ， 另 一 方面 , 对 每 个 
XEF 都 对 应 有 一 个 复数 g，|o 三 1, 使 af(x)=1ftx)1， 因 此 
(5) |] Fo) = 不 cz 一 区 az 才 aol 一 [于 -[ 刘 
这 就 证 明了 天 所 时 ， 

5.18 定理 $16 的 证 明 我 们 首先 假定 习 是 实 赋 范 线性 空 
间 , 从 而 了 是 弄 上 上 的 一 个 实 有 界线 性 泛 曾 ， 济 1 月 二 0, 则 所 求 的 开 
拓 就 是 下 0。 去 掉 这 种 情况 ,不 尖 一 般 性 ， 可 假定 | 秘 =1. 

选 woEX, zo 人民 , 并进 班 ! 是 由 半 和 zo 张 成 的 向 量 空间 ， 于 是 
人 Y| 由 所 有 形 如 x 十 Az 的 向 量 组 成 , 这 里 zwEH 而 4 是 实数 如果 
定义 f(x 十 Az0) 二 (2) 十 Aq， 这 里 @ 是 人 尾音 固定 的 一 个 实数 ， 容 
易 驻 证 ， 这 样 得 到 从 了 到 如 上 的 一 个 线性 泛 卫 开 拓 ， 问 题 是 要 
选择 xx 使 开 括 后 的 线性 证 留 仍然 有 范 数 1， 这 也 就 是 要 求 
(1》 flrtAro) | |r+ ir (2E 叶 ,4 是 实数 ) 
用 一 全 代 蔡 #， 并 以 14AI 除 (1) 式 的 两 边 ， 这 个 要 求 干 是 蛮 为 
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(2) | Fr 一 | wol 《ZE 型 ) 
即 , 对 所 有 XE2MY, 4 所 % 所 B,, 这 里 
(3) 4= 了 Co 一 xz 一 吉 而 B,=f(r) tlr—ed 
这 妊 的 & 当 且 仅 当 所 有 的 区 间 [4。 百 :] 有 公 去 点 ， 也 就 是 说 , 当 且 
仅 当 对 所 有 的 和 把 型 ， 
(4) ArsEB, 
时 才 会 存在 ， 但 是 
(5) fr) —f = < rf + fy 
因此 由 (3) 可 得 出 (4). 

现在 我 们 已 经 证 明了 存在 一 个 了 的 到 如, 上 的 保 范 开拓 让， 

设 多 是 全 体 序 对 CM', 下) 的 集 族 ， 共 中 型 ' 是 也 中 的 包含 戏 
的 一 个 子 空间 , 而 天 是 了 的 到 Hi 上 的 实 线性 开拓 ,具有 | 上 | =1. 
我 们 声称 CM 天) 所 (2H",f) 意 上 昧 着 对 CC 于" 且 对 所 有 的 xE 
(2) 二 了 (x)， 而 将 名 半 序 化 ， 关 于 半 序 的 公理 显 然 是 满足 的 ， 
下 于 多 包含 ( 开 , 力 ,所 以 不 是 空 集 ， 于 是 Hausdorff 极 大 性 定理 
断言 鲍 有 一 个 极 大 的 全 序 子 集 族 仙 ， 

设 外 是 使 (2 户 )E 的 所 有 MH' 的 集 族 ， 那 未 , 按 疏 舍 的 包 
含 关系 , 下 是 全 序 的 。 因 此 的 所 有 元 素 之 并 路 是 XX 的 一 个 子 空 
间 .《 注 阁 , 一 般 地 说 两 个 子 空间 之 并 不 古 一 个 子 空间 . 局 中 两 个 通 
过 原点 的 平面 就 是 一 例 . ) 如 果 zE 形 , 则 对 某 个 江 'E 吕 ,有 ZE 时 
定义 了 (2)= 了 (2), 这 里 站 是 序 对 CWI', 了 ED 中 相应 的 国 数 ， 总 
中 半 序 的 定义 表明 ， 只 要 了 Y' 包 含 w, 究竟 选择 那 一 个 好 ' 去 确定 
F(%) 是 无 关 紧 要 的 ， 

现在 容易 验证 是 下 上 的 线性 活 函 ,， 且 HF|=1， 候 如许 是 
蕊 的 一 个 真子 空间 ， 证 明 的 第 一 部 分 就 给 龟 一 个 下 的 进一步 的 开 
拓 , 这 将 与 如 的 辍 大 性 矛盾 ， 因 此， 再 = 并 ， 这 就 完成 了 实 纯 量 
场合 的 证 明 ， 
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现在 ， 如 果 了 是 复 赋 范 线性 空间 闫 的 子 空间 如 上 的 一 个 复线 
性 区 图， 设 芭 是 半 的 实 部 ， 运 用 实 Hahn-Banach 定 理 将 上 中 开拓 
为 了 上 的 实 线 性 泛 函 品 , 使 |i = js? 并 定义 
C8) Fl(r)=U(sY) iD(iz) (xEKY 

由 命题 5. 17, 丈 是 了 的 一 个 复线 性 开拓 , 且 

[Fl=Iv|=1sl=1fil 

这 就 完成 了 征明 . 

让 我 们 提出 Hahn-Banach 定理 的 两 个 重要 的 推论 : 

5.19 定理 设 并 是 赋 范 线性 室 间 互 的 一 个 线性 子 空 间 ， 


run LrceeerrroeE 


Me 


证 明 如 果 eh, 了 是 互 上 的 有 界线 性 范 函 , 且 对 所 有 ywE 型 ， 
ZY) 二 0。 则 手 的 连续 性 表明 同样 有 大 xzo) 一 0 

反之 , 设 zk 型 ， 则 存在 S>0， 使 所 有 xzE 开 ,|z 一 zol >>3， 设 
型 是 由 于 和 加 生成 的 子 空间 ， 并 且 ， 当 2 型 , 4 是 纯 量 时 ,定义 
f(z 二 Ax0) = 二 4， 因为 

14 aAllrotA | =1Arot+ el 

可 以 看 出 子 是 形 ' 上 的 线性 泛 丽 , 甚 范 数 侍 多 是 人 :同时 在 好 上 ， 
上 站)=0， 六 so)=1，Hahna-Banach 定 还 充 许 我 们 将 这 个 了 从 
24' 开拓 到 XX 上 . 
则 存在 一 个 上 的 光 数 为 1 1 为 1 的 有 界线 性 泛 函 了 使 Fro) = jal 

证 明 设 肝 = {azo), 并 定义 (Axo) 二 4lzo]， 则 了 是 对 上 的 
范 数 为 1 的 线性 汉 函 .这 时 可 以 但 次 应 用 Hahn-Banach 定理 . 

5.21 评注 如 果 开 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 设 祥 * 是 苹 上 全 体 
有 界线 性 泛 阔 的 集 族 . 和 如果 线性 汉 阴 的 如 法 和 纯 景 滴 苇 以 明显 的 
方式 予以 定义 , 容易 看 出 下 * 僧 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 素 实 .上 , 和 * 
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是 一 个 Banach 空间 ， 这 只 受 从 纯 量 域 是 ~ 个 完备 度量 空间 这 一 
事实 就 可 以 得 出 ， 我 们 把 邢 * 的 这 些 性 质 的 验证 入 作 习 题 . 

定理 5. 20 的 推 浴 之 一 是 ， 当 马 是 非 平 凡 的 向 量 空间 ( 即 互 有 
非 0 向 量 ) 时 ， 辫 * 也 是 非 平 几 的 ， 事 实 上 ，X* 在 对 上 是 分 离 两 点 
的 这 意味 着 ， 恕 果 在 茸 中心 隆 *。， 则 存在 一 个 了 EX* 使 了 (zw1) 关 
f(x2)， 为 了 证 明 这 点 ， 只 须 在 定理 5.20 中 取 训 二 2 一 

另外 一 个 推论 是 , 对 xEX， 

zl=sup{ f(r) :feEX*, [|f|=1} 

因 琵 , 对 固定 的 xEZ, 映射 -> 了 (Zz) 是 及 * 上 的 一 个 范 数 为 hz| 的 有 
界线 性 泛 消 . 

耳 与 苹 *( 所 请 的 “对 惕 空间 ”) 之 间 的 这 一 相互 对 应 , 构成 了 
人 们 熟知 的 迭 靖 分析 这 一 数学 分 支 的 一 个 很 大 部 分 的 茶 础 ， 


Poisson 积分 的 一 种 抽象 处 理 


5.22 和 要 将 Hahn-Banach 定理 成 切 地 应 用 于 具体 问题 ， 当 
热 有 赖 于 所 论 及 的 了 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 泛 国 的 知识 ， 记 今 
为 止 ， 我 们 还 只 是 确定 了 一 个 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
(在 那 种 情况 下 ，Hahn-Banach 定理 的 一 种 更 简单 的 证 朋 方 法 是 
存在 的 , 参看 习题 6), 同时 我 们 也 知道 Cs( 开 ) 上 的 正 线性 泛 卫 . 

现在 我 们 将 描述 一 种 一 般 场合 , 在 这 种 场合 下 , 前 面 提 到 的 那 
种 蔡 函 很 自然 地 就 会 出 现 . 

设 五 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , 豆 是 下 的 紧 子 集 ， 并 设 4 是 
0O(EK) 的 一 个 子 空间 ， 使 1E4(1 表示 对 每 个 ze 对 应 于 数 1 的 函 
数 ), 并 且 使 


(1) | 六 > 一 il (fEA) 
这 里 我 们 采用 记号 
(2) Ifls= supt|f (x)| :rEE} 
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由 于 5.23 节 讨 论 过 的 例子， 五 有 时 称 为 对 应 于 空间 和 4 的 下 
的 边界 . 

如 果 EA, xwEEK, C1) 说 图 
(3) 1f(z) | fs 
特别 , 对 每 个 托 五 ， 著 不 拉 一 0 则 对 所 有 x%E 正 , f(z)=0， 因 此 ， 
营 户 , Pd 县 对 每 个 ye8, 了 ( 拉 二 fot9), 则 万 = 关 .要 看 出 这 点 ， 
只 须 取 了 = 六 一 记 即 可 . 

讽 形 是 豆 上 的 ， 由 所 有 的 业 的 元 素 限 制 在 如 上 而 成 的 畏 数 的 
集 ， 显 然 ， 弄 是 如 ( 吾 ) 的 一 个子 空间 ， 前 面 的 评注 表明 形 的 每 一 
个 元 素 都 有 崔 一 的 一 个 开拓 使 它 是 4 的 一 个 元 素 ， 这 样 我 们 就 得 
到 对 和 4 之 间 的 一 个 自然 的 一 一 对 应 , 而 且 由 (1), 它 是 保 范 的 . 因 
此 , 当 我 们 攻 同 一 字母 来 表示 万 的 元 岩 以 及 它 在 瑟 上 的 际 制 时 , 是 
决 不 会 发 生 混 洋 的 . 

固定 一 点 wEKK， 不 等 式 (3) 表 明 映 射 fz) 是 对 上 的 范 数 
汐 1 的 有 界线 性 泛 函 [因为 =I 时 (3) 式 成 为 等 式 ]， 由 Hahn- 
Banach 定理 , 存在 一 个 CC 五 ) 上 的 , 范 数 为 1 的 线性 江 函 4, 使 
(4) /Af=f(r) (fEM) 

我 们 断言 性 质 
(58) A1l=1, 1A4I=1 
曹 洱 着 4 是 C(H) 上 的 正 线性 泛 函 . 

为 了 证 明 这 一 点 ， 恨 设 丰 C (五 )，0 乏 FEE1， 令 9 一 2 一 1 并 
令 48=&T+i 了 这 里 四 用 是 实数 . 注意 一 1 所 9 故 |19 二 7 二 
1 十 7 对 每 个 实 常数 r? 成 立 . 因此 (5) 草 狂 闭 
{6) (8 二 rs letild+tn) =| AGg+tir) 1 
这 样 , 对 每 个 7 有 序 十 278 所 1, 从 而 必然 有 8= 二 0， 因 为 |gly 所 1， 
我 们 恒 有 [al| 委 1 所 以 


(7) Af= A(+9) = 各 (1+) 20 


现在 可 以 应 用 定理 2. 14， 它 吉明 在 豆 土 存在 一 牛 正 财 的 、 正 
的 Borel 测 底 &, 使 


(8) 4f= | fa (FECD) 
特别 , 我 们 得 到 表示 式 
(9) fr)=| fn。 (fc4) 
这 样 , 我 们 已 经 证 明了 , 对 每 个 SK， 在 “边界 "了 上 都 有 一 个 
正 的 测度 久 ， 它 在 (9) 式 对 每 个 JE4 都 成 立 这 种 意义 下 "类 示 


Te ER a a se A 


注意 ， 4 唯一 地 决定 了 &;; 然而 没有 理由 期 望 Hahn-Banach 
开拓 是 唯一 的 .因此 一 般 说 来 , 关于 这 个 央 示 测度 的 唯一 性 , 我 们 
设 有 更 多 的 话 可 说 ， 人 得 是 , 象 即将 看 到 的 那样 , 在 某 种 特 珠 的 场合 
下 是 能 通 得 出 唯一 性 的 . 

5.23 为 了 看 出 前 面 那 种 场合 的 例子 ， 设 U= {8:1z| <1} 是 
复 平 而 上 的 开 单 位 加 盘 ， 令 太 =D0( 闭 单位 回答 )}， 并 取 互 为 局 的 
边界 于。 我 们 断言 每 个 多 项 式 f 即 每 个 形 如 


(1) f(2) = Y onse 


的 畏 数 , 这 里 qo,…, qx 是 复数 ， 者 满 是 关系 式 
(2) [fl = {Fs 
(注意 ,于 的 连续 性 表明 | 天 在 DU 上 的 上 确 界 与 在 上 的 上 确 界 
相同 .) 

因为 忆 是 紧 的 , 站 在 20ED 使 | f(zo) | 衬 1f(z) | 对 所 有 的 zED 
成 了 并， 假设 #0EV, 于 起 
。 了 3 * 


{3) fa) = bg— 20)" 
且 当 0<r<1 一 [so 时 , 我 们 得 到 
Plo fat re'’) ld0 


= 
< lf 1d0=1501 


从而 如 =5s 二 … 二 bw 一 3 即 子 是 常数 ， 这 样 ， 对 每 个 非常 数 的 多 
项 式 于 30ST， 这 冻 证 明了 了 (2). 

(我 们 刚才 证 明了 最 大 模 定 理 的 一 种 特殊 情况 ; 稍 后 我 们 将 看 
到 这 是 所 有 全 纯 函 数 的 一 个 重要 性 质 . ) 

5.24 Poisson 积分 . 设 4 是 Cr 了 ( 象 上 面 一 样 ， 这 里 的 隐 
是 闭 单 位 圆 盘 ) 的 任 闪 一 个 子 空间 ， 使 4 包含 全 体 多 项 式 ， 并 是 
使 得 
{1) . Fo= Fy 

对 每 个 fE4 成 立 . 我 们 并 不 排除 4 刚好 由 多 项 式 组 成 的 可 能 性 ， 

则 4 也 可 以 更 大 一 些 . 

将 5. 22 池 的 所 得 的 一 般 结论 应 用 于 4 4， 证 明 对 每 个 #EU, 都 
对 应 于 了 上 的 正 Borel 测度 ,使 得 
(2) Fl)=| fan (fed 
《对 于 zE 了 也 同样 成 立 ， 但 这 是 平凡 的 ; 上 &; 简单 地 说 就 是 集中 王 
点 2 的 单位 质量 , ) . 

现在 我 们 固定 zeD， 并 记 %* 二 re DY<1 0 是 实数 , 

著 对 2 一 0 1 2,…, wo(w) 二 w"， 则 we4， 因 此 (2) 表 明 


(3) Treo | wdps (m=0, 1,2,-") 


因为 在 了 上 22 (3) 式 导出 


* I3I* 


(4) [ dH = 7" le 全 一 0, 二 1, 土 2, 站 
T 


这 就 提示 我 们 注意 实 酒 数 


(5) P,(0 一 上)= 立 rmiete-o (4 是 实数 ) 
因此 
C6) 去 | PO Henigdt=r"iens (n=0,+1, 士 2 


注意 , 级 数 (5) 册 收 得 的 几何 级 数 2r"! 所 控制 ， 所 以 将 该 级 数 代 

入 (6) 并 且 逐 项 积分 以 给 出 (6)， 这 是 合法 的 ， 比 较 (4) 和 (6)， 当 

=; 时 , 给 出 

(7) (fa = 下 FeDP 一 De 

因此 对 每 个 三 角 多 项 式 了 也 成 立 ， 现 在 定理 4. 25 藻 洱 着 (7) 式 对 

每 个 feC(T) 成立 [这 表明 ps 是 由 (2) 式 唯一 决定 的 , 为 什么 ?] 
特别 , 当 fe4 时 (7) 式 成 立 ， 因 此 (2) 式 也 给 出 表达 式 


(8) GO = fod)P,(0 bat (ed) 
级 数 (5) 明 显 地 可 以 求 和 , 因为 它 是 


2 (se) ~ 2 十 _1—7r?+2irsin (9—#) 


一 区 (11—2ze "|? 


的 实 部 ， 这 样 


(9) P,(9—i) = 1 一 交 


lS2reos (0—i) Tr 

这 就 是 所 请 的 “Poisson 核 ?， 注 章 ， 当 0<r<1 时 P,(8 一 直 守 0. 
现在 对 所 证 明 的 予以 总 结 : 
5.25 定理 侵 设 4 是 阅 间 位 园 盘 避 上 上 的 连续 揽 轩 数 的 一 
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(1) 人 


A -rr 


ee 


(2) f(z)=3 LT- [sa -feat (=re') 


er 


习 是 
1 设 瑟 由 上 和 昌 两 个 点 组 成 ， 令 4) 一 4 (8)) 一 六 ， 并 设 L714 


是 所 得 的 实 Lr? 空间 ， 指 定 对 上 的 每 个 实 末 数 恒 等 于 平面 中 的 点 {f (9)， 
(5)), 并 对 0 之 J 志 co 国 出 Lr Cp) 的 单位 球 的 曹 图、 注意， 当 且 仅 当 1 扫 ? 
守 名 时 它们 是 凸 的 .对 哪个 了 其 单位 球 是 一 个 正方 形 ? 是 一 个 圆 形 y 如 果 
所 CA} 生产 (0)) ,这 时 的 情 沈 与 前 者 有 何不 同 ? 

2 ”证 明 在 每 个 峰 范 线性 空间 中 的 { 开 就 闭 } 单 位 球 都 巧 凸 的 ， 

3 如果 1<#<co， 证 明 (的 的 单位 球 是 严格 西 的 ; 这 天 示 当 


Nhl, f#9,h= (+9) 
时 , 有 以 |<t. (其 几何 佣 庭 看 ， 这 个 球 的 表面 决 不 包含 直线 . ) 说 明 这 对 每 一 
个 (AD,L"t) 和 (XY) 是 不 成立 的 ，( 除 开 仅 由 一 点 组 成 的 空间 之 类 的 不 
足 道 的 场合 .) 
4 假设 己 是 [0,1} 上 舍 体 连续 函数 的 空间 ， 赋 以 上 确 界 范 数 ， 设 六 由 
所 有 使 . 


[Wx 二 本 一 | fat =1 
的 fC 组 成 ， 证 明 型 是 任 的 一 个 闵 目 子 集 ， 它 不 世 舍 最 小 范 数 的 元 素 . 
5 设 贡 是 所 有 就 Lebssgue 测度 而 言 的 , 便 得 
| f(at=1 


的 了 E259, 1 站 的 梨 ， 证 明 下 是 Li (70, 1 的 闭 凸 子 集 ， 它 包含 无 限 多 个 最 
小 范 数 的 元 素 ，' 试 与 习题 4 以 及 定理 4.10 相 比 较 .) 

6 设 于 是 Hilbert 空间 万 的 子 空间 半 上 的 有 异 线 性 江东 , 证 明了 有 一 

a 133 * 


个 到 吾 上 的 在 界 线性 汉 函 的 瞧 一 的 保 范 开拓 ， 而 且 这 个 池 拓 在 M+ 上 等 于 
零 . 

7 在 基 个 工 (p) 的 菜 个 半空 间 上 构造 一 个 有 界线 性 汉 葬 , 使 它 有 两 个 
{从 而 是 无 限 多 个 ) 不 同和 的 到 工 ' (2 的 保 范 线性 开拓. | 

8 设 卫 是 一 个 赋 范 线性 空间 , 如 在 5.21 区 中 那 笠 ,也 * 是 它 的 对 锅 空 
闻 , 具有 范 数 

=sup {lf es 二 

{9g) 证 朋 瑟 *+ 是 Banach 空间 . 

cb) om 了 > 了 f(z) 村 每 个 x 下 都 是 站 * 上 的 有 界线 性 汉 函 , 具 范 数 
为 zh. 给 出 了 一 个 人 测 它 的 “第 二 对 惕 "于 **， 即 芋 * 的 对 偶 空 间 的 一 个 
外 约 柜 和 ) 

{6) 当 女 中 是 下 中 的 一 个 序列 , 使 对 每 全 JE*， 都 有 党 时 ， 证 明 
划 z 人 性 也 是 有 界 的 ， 

9 设 cw 1" 是 金 体 复数 序列 f 二 售 习 ,i 一 1,2,3,…, 组 成 的 Banach 
空间 , 定 交 如 下 : 

| ztl! 当 且 仅 当 上 x 一共 |& 00. 

xzEf” 当 且 仅 当 上 zs。=suplt,|<o0, 

2 是 全 jo 时 -30 的 所 有 ze1” 组 虚 的 1* 的 子 空间 ， 

证 明 下 列 四 个 命题 . : . 

(9) 如 果 了 一 条 证 6 面 对答 个 zxEeo dz = 了 Si7 则 了 是 加 上 的 一 个 
有 界线 性 泛 函 , 并 且 |. 刘 = 上 |， 进而 言 之 , 每 个 LEfeo* 都 可 用 此 法 得 到 . 
简略 地 说 《po)* 一旦 

(说 得 更 精确 些 , 这 两 个 空间 并 不 是 相等 的 : 前 而 的 合 题 只 荐 给 出 了 它们 
之 内 的 一 个 等 距 的 向 基 空 间 的 同 均 . ) 

(52) 在 同一 意义 下 ， (一 本 

C0) 每 个 让 都 象 to) 中 一 样 引出 一 个 I" 上 的 有 界线 性 涝 函 ， 然 而 这 
并 没有 给 出 (1")* 的 爹 部 ， 因 为 Q")* 还 包含 有 在 整个 rm 上 为 零 的 非 平凡 
污 孙 . | 

(8) co 和 了 是 可 分 的 ,但 2" 不 是 . 

10 如 灯 荆 oi 对 妓 个 当 co 时 二 0 的 序列 引桥 都 收 化 证 明 
Blal 一 cc， 

11 对 0<es1, 设 Lipe 表示 所 有 [ab 上 使 
。 了 13。 


sn pf | 


sp 一 地 | 
的 复 函 数组 成 的 空间 。 
证 明 当 了 到 川上 = ff@ | 十 BMY 时 , Lipe 是 一 个 Banach 空间 :如果 取 
N= M+ sup|f ty! 
肝 ， 颖 论 也 是 一 梯 ， 
12 说 五 是 平 商 上 的 一 个 三 向 开 (一 维 轩 形 )， ， 甩 是 由 下 的 顶点 组 成 区 
集 ，4 是 下 上 的 形 如 
fr, WD 一 GE 十 有 3 十 {a, BA 和 Or 是 实数 》 
的 全 体 实 国 数 的 集 . . 
证 明 对 于 每 个 (zo 80) 下 都 对 应 下 上 的 唯一 一 个 测 库 只 ,使 


Ff Cp, go =| far 


{与 5. 22 节 相 比 喜 . ) 

用 正方 形 取代 天， 再 还 表 去 其 项 点 的 舍 ，44 仍 同上 假设 ， 证 明 对 不 的 
每 个 点 仍然 存在 一 个 豆 上 的 测 产 ， 它 具有 上 述 性 质 ， 不 过 现在 却 失 考 了 唯 
一 性 . 

你 能 不 能 推广 刻 为 一 个 更 广泛 的 定理 ? (考虑 其 它 前 图 形 , 高 维 空间 . ) 

13 设 他 让 是 ( 非 空 ) 完备 座 量 空间 革 上 的 连续 复 函 数 序列 ， 使 (zx) 一 
limf,Cx) (作为 一 个 复数 ) 对 每 个 zE 开 者 存在， 

(q) 证明 存 在 一 个 开 集 下 三 加 和 一 个 数 开 二 oo, 对 所 有 的 x 及 R= 二 1， 
2 3 ,| (1 一 型 

. 0) 着 8e>0, 证明 存在 一 个 开 集 下 关东 和 一 个 整数 入 ， 当 weV 及 对 
时 , |f (0) fn (0) | < 
(8) 的 提示 > 对 轨 二 1,2,3,…, 令 
A {fa(9) 一 也 (0) | 性， 当 mm 头 克 和 ?3 不时 } 
因为 下 二 记 4x, 于 是 某 个 4 有 非 空 内 部 . 

14 摊 口 是 J 二 [0,1] 于 人 金 件 实 连 续 梢 数 的 空间 ， 贱 以 上 确 界 范 数 ， 设 
在。 是 由 了 组 成 的 如 的 子 集 ， 对 这 些 了 都 存在 一 个 tfEI， 使 对 所 有 的 EI 
f(D 一 DI 和 ns 一 #| 成立 ， 因 定 半 并 证 明史 的 每 个 开 集 都 旬 仿 一 个 与 
和 不 相 变 的 开 集 ，(〈 和 于 个 FEC 都 可 以 由 一 个 锋 府 非常 大 的 锯 肖 形 流 数 9 一 

了 了 


臻 去 近 , 并 且 当 上 一 种 很 小 时 , 群 苹 ,. ) 说 明达 次 洒 党 在 C 中 存在 一 个 洛 爹 由 
无 处 可 微 的 钱 数 组 成 的 种 密 的 全 集 . 

15 设 4=~ (qs) 是 以 复数 作为 元 素 的 无 限 算 阵 ,jj 二 0,1,2,…, 契 将 每 
个 序列 人 作对 应 于 一 个 序列 {04}。 它 定义 为 


T= Pave (一 1， 2, 3， 人 


假定 这 些 级 数 都 是 收 贫 的 . 
证 明 当 且 仅 当下 列 条 件 
(a) limgws 一 0 对 每 个 了 
让 一 看 
(65) sup Zledl < 
(ec) tm Dies=1 


$=1 
满足 时 , 4 将 每 个 收 冀 序列 { 沾 变 为 收 黎 于 同一 极限 的 序列 好 人 
由 {s 站 过 沪 到 {ow} 的 过 程 称 为 求 和 法 ， 两 个 例子 是 


1 ，_ ， 
当 晶莹 了 si 用 
oj 当 0 委 j 扫 ;时 
0， 交 #< 9 财 : 
下 qs= 1—r)ri OFCI, ri >1 


证 明基 中 的 每 一 个 部 能 将 基 个 发 散 序列 《其 亚 某 个 死 界 序列 ?fs 让 变换 
成 收 雍 序列 {on}. 

16 谈 故 和 了 是 Banach 空间 , 而 用 是 芒 到 了 内 的 一 个 线 姓 上 映射 ， 具有 
如 下 性 质 : 对 蔷 中 的 每 一 个 序列 {zw} ， 当 =limww 及 二 Tim 存在 时 ， 
8 三 Lz 成立， 证 明 肛 是 连续 的 . 

这 就 居所 滑 的 “ 闵 图 象 定理 ”. 提示 ; 证 于 外 7 是 x 和，9& 了 的 爹 部 有 
序 对 (tz, 四 的 集 ， 赋 以 按 分 县 进 行 运算 而 定义 的 加 法 和 纯 节 蔷 法 ， 当 
Ew, 和 Dz 时 证明 下 级 了 是 -一个 Banach 空间 , 4 的 图 象 避 是 ZE 了 
中 由 序 对 (lw, Az) 生 王 组 成 的 子 集 ， 注 总 ,我 们 的 假设 说 明 好 是 六 的 , 因此 好 
是 一 个 Banach 空间 ， 注 意 (z, 4z) ->z 是 连续 的 , 一 一 的 ， 而 且 是 线性 的 并 
将 妃 喘 到 对 上 ， 

可 以 看 到 存在 非 线性 踊 射 {例如 Bt! 到 请 上 的 ), 其 图 象 虽然 是 闲 的 , 但 它 
"136* 


们 并 不 是 连续 的 ， 闭 zw 天 0 了 2) -17 二 0 时 ,了 (0) 一 总 

17 如 果 上 & 是 一 个 正 测 度 , 每 个 FE (0 都 定义 了 一 个 呈 2 人 到 了 2 
内 的 本 法 算 邓 型 ,使 pt9) = 一 fg， 证明 下 所 上天 。 哪些 测度 上 能 从 所 有 
的 FED 0) 都 有 目下 并 一 | 和 呢 1 哪 此 了 EI? (jp) 能 使 于 将 C2) 映 到 (jp) 
上 ? 

18 设 {d 是 一 个 典范 线性 堂 间 瑟 到 Banach 空间 了 的 有 界线 性 变 搁 
的 序 别 ， 对 所 有 为 4 由 过 天天 ee， 并 设 有 有 一 个 稠密 集 CC 尼 ， 对 短 个 大 加 
{A 都 收 雍 ， 证 明 对 每 个 纸 吾 , 14。 引 收 敏 . 

19 ”如果 #。 基 国 数 ECD 的 Fourier 级 数 的 前 项 部 分 和 ， 证明 当 
n>co 上 时; 过 竺 全 ECET), sri1ogn ， : 致 地 趋 于 0 ， 也 就 是 说 , 证 明 


al ， 
wan 


另 一 方面 , 如 果 4nilogm->0, 证 明 存 在 个 EC (TT), 使 序列 far (fi 0) 714} 成 
为 无 界 的 ， 提 示 : 应 用 习题 18 及 5. 11 节 的 推理 , 不 过 要 用 一 个 比 厌 来 采用 的 
更 好 一 些 的 |[ 力 ,出 的 拓 值 . 

20 第 415 节 的 引 理 是 否 对 每 个 Banach 空间 都 真确 ? 对 每 个 赋 范 空 
闻 呢 ? 

21 (6) 有 没有 上 -个 连续 正 睛 数 刀 的 序列 , 使 {Futz)} 当 且 仅 当 了 
旦 有 再 数 时 是 无 界 的 * ， 

他 ) 在 (四 中 以 "无 理 数 " 代 韦 “有 理 数 ", 回答 所 提出 的 问题 . 

人 e) 以 * 当 ms 时 了 (>oo" 代 昔 “ 全 (az 让 无界" 回答 所 产生 的 与 (四 ， 
(8) 相关 似 的 问题 . 


里 ir 


第 六 章 复 测 度 


全 变 差 

6.1 引言 设 趴 是 集 X 内 的 0 代数 , 哎 的 元 素 的 可 数 集 
族 { 上 ;} 称 为 玉 的 一 个 划分 ， 若 再 = UBl， 且 当 4 去 了 肝 , 8 站; 一 
人 吏 上 的 复 测度 是 驳 上 的 一 个 和 两 数 , 使 得 


(1) (本 一 人 AP) BEM) 
i=l : 


对 五 的 每 一 个 划分 {8,} 成 立 . 

注意 ， 级 数 (1) 的 收 敏 性 现在 是 必需 条 件 的 一 部 分 . (不 象 对 
正 测度 那样 , 在 那里 级 数 或 者 收敛 或 者 发 散 于 mo)， 央 为 车 下 标 履 
变 顺 序 ， 集 百 , 的 并 不 变 ， 所 以 级 数 (1) 的 每 个 重新 排列 也 必须 收 
部 ， 因 此 ([26], 定理 3.56) 级 数 实际 上 绝对 收 证 . 

我 们 考虑 找 一 个 正 测度 4 的 问题 , 这 个 计 在 |2C8)|<4C8) 对 
每 一 个 FE 中 成 立 的 意义 下 ， 控 制 刀 上 给 定 的 复 测度 fk， 并 县 试 
图 使 4 保持 尽 可 能 地 小 . 我 们 问题 的 每 一 个 解 ( 要 是 它 肯 定 存 在 )， 
对 任 一 个 吾 E 野 的 每 一 个 划分 ,都 必须 满足 


{2) A(B)= TAB | (E,)| 
i 二 1 让 


因此 ， 409) 于 少 要 寺 了 C2) 有 有 边 的 和 式 对 屋 所 有 的 划分 所 取 的 上 


(3) jam ple EE 
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这 里 的 上 确 界 蚌 对 天 的 所 有 的 划分 1 到 小 取 的 ， 这 个 记号 也 许 不 是 
最 好 的 ,但 它 是 习惯 的 用 法 .注意 ,|| (8) 之 |4(B) | 但 1&1( 四 一 
般 地 不 等 于 | (8)1]. 

这 表明 ， 如 下 面 将 要 证 明 的 那样 , |4 | 确实 是 一 个 测度 ， 这 样 
我 们 的 问题 就 有 了 一 个 解 ， 导 出 (3) 式 所 作 的 讨论 清楚 地 表明 , 在 
任 一 共 他 和 解 4 都 具有 性 质 * 对 所 有 FEWM，4(B) 实 |41(B)" 这 个 意 
义 下 , |4| 是 最 小 的 解 ， 

集 函 数 |41 称 为 上 的 全 变 荆 , 有 时 为 避免 识 解 , 称 为 全 变 差 测 
度 . “4 的 爹 变 差 " 一 词 也 经 常用 于 内 示 数 |4| (XZ). 

如 时 是正 测 度 , 自然 |#|=&. 

1a| 除了 是 -个 测度 之 外 ， 还 有 另 一 个 意料 不 到 的 性 质 ， 
[| ?<eo. 因为 14 (四 | 碌 | 上 41( 想 之 [41(X) ,这 荔 洒 了 任 一 0- 
代数 上 药 人 每 一 个 复 测 度 是 有 界 的 : 如 果 4&4 的 值 域 在 复 平 面 内 , 则 它 
实际 基 在 某 一 个 在 限 半 径 的 开盘 内 .这 个 性 质 ( 在 定理 6.4 证 明 ) 
丰 时 出 站 是 有 界 变 羡 的 这 种 说 法 来 表达 . 


测度 站 
证 明 设 {8,} 是 BE 的 一 个 划分 , t1 是 使 得 21 (有 ) 揭 
实数 ， 则 每 一 个 ;有 一 个 划分 (4), 使 得 


(1) DAA (=1,2,8,.") 
{4.12 3,…) 是 如 的 划分 ,得 出 

(2) AD SINE) 

(2) 的 左边 对 {,) 的 所 有 多 许 的 选择 取 上 确 办 我 们 看 出 
(3) lB) IKE) 


为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 ， 设 i4j} 是 囊 的 任 一 划分 ， 则 对 任 一 
"339 ， 


同 定 的 j 《di 门 吾 ) 是 4; 的 一 个 划分 .并 县 对 于 任 一 固定 的 6， 
{4 站 如 0 是 百 ; 的 一 个 划分 ， 因 此 


(4) 和 ln(421= 字 | 写 2AN BE) | 
:j 了 了 


< 之 > 14(4sNB) | 
-之 -1A NE)| 
< i |(B2) 
因为 (4) 对 如 的 每 一 个 划分 {4} 成 立 , 豆 有 
(5) [#1 BZ 11 (Bo) 


根据 (3) 和 (C5), |&#| 是 可 数 可 加 的 . 

注意 , 在 (2) 和 (4 内 用 到 了 定理 1. 27 的 系 . 

|#1 不 恒 竺 于 2 是 定理 6.4 的 平 几 的 推论 , 但 因为 | 21(02)) = 
0, 现 在 也 能 看 出 这 个 结论 是 对 的 . 


nn 


S, 合 得 
(1) 


pb 
jE j=l 


证 明 令 w=|lzi| 十 十 |zs|. 复 平面 是 用 直线 yg 一 十 x 所 
围 或 的 四 个 闲 象 限 的 并 ， 且 这 些 象限 中 至 少 有 一 个 旭 ( 不 失 一 般 
性 ,假定 由 |y| 志 x 所 确定 的 那个 ) 具 有 性 质 ; #yE8 的 那些 |2i| 的 和 
至 少 是 如 /4。 对 于 zeQ@, 有 

Rezs>|z| /v2 
若 吕 是 所 有 使 得 5iE 人 的 的 集 : 便 有 


。T40。 


恨 ez + 1z 咱 宇 一 到 > 也 
> 之 j= - 亡 之 下 空 本 于 一 下 


Pa 

6.4 定理 如 果 4 是 上 的 复 测 度 , 则 
(1) [41(X) <o0 

证 明 ”首先 指出 : 如 果 EWM, ip1 CB) 二 00, 则 吾 = 有 4UB, 这 里 
4 和 BEM, 4 站 B= 他, 且 
(2) (aC) [>1, | 再) = ee 
事实 上 , [4 的 定义 表明 ， 对 每 一 个 f<eo， 对 应 有 一 个 至 的 划分 
《了 21， 使 得 1 4B7) | 二 1， 我 们 取 #6 十 14( 杷 门 , 则 


(3) ln(BD) >t 


对 某 一 个 成 立 ; 对 于 #3 一 (机) 应 用 引 理 6.3, 且 令 


得 出 ，4CE, 利 1p(4)|>> 撒 之 1 如果 忆 = 一 4, 则 


(5) 1P (BT 一 Ad 一 Ja] 
> 条 一 HA(B1=1 


因为 根据 定理 6 2, | 产 | (如 二 | 1(4) 十 14|(B), 我 们 有 141 (4) = 
xo 或 |41tB) = co (或 两 个 局 时 成 立 ), 如 有 必要 的 话 ， 通过 交 痪 4 
和 B, 我 们 就 得 出 (2), 

现在 假定 141 (了 ) 二 o0. 令 记 = 驴 . 假定 4 之 0， 选择 如 ,使 
得 [zj (8a) =ce， 则 用 成 代替 瑟 而 应 用 (2), 看 出 Bn 是 两 个 不 相 
交 的 集 4 和 也。 的 并 ,使 得 上 (04 1 汪 1, 111 (B11) 二 co 于 
是 归纳 地 得 出 , 不 相交 集 41, da ds …, 具有 |A{4s)1>I， 车 0O= 
U4 HA 的 可 数 可 加 性 指出 ， 


-I41 * 


(6) #0) = pd) 


但 是 这 全 级 数 不 能 收 禹 , 因为 当 >eoo 时 ,2(4w 不 趋 于 0 这 个 耶 


盾 证 明了 (1 必须 成 让， 

6.5 如 果 # 和 4 是 同一 个 0- 代 数 驶 上 上 的 复 测 度 . 依 通 常 的 
方式 用 
(1) (HODE=E(E) TACE) 


(EEM) 
(eu) E=cn(E) 


定义 4 十 4 和 对 任 一 纯 量 ce 定义 cu. 容易 验证 & 十 4 和 of 均 是 
复 测 度 ,于 是 所 有 名 上 的 复 调度 的 集 族 是 一 个 向 量 空间 ， 若 令 
(2) lal=14| CX) 
容易 验证 赋 范 线性 空间 的 全 部 公理 均 满足 . 

6.6 正 变 装 和 负 变 差 ”现在 我 们 特地 考虑 一 个 -代数 驶 上 
的 实测 度 ( 这 样 的 测 底 经 常 被 称 为 广义 测度 )。 象 前 面 一 样 定义 
141。 并 定义 


(1) a+ (pl +t), 中- 一 于 (8 一 由 


则 和 上 均 是 最 的 正 测度 根据 定理 6. 4， 它们 是 有 界 的 ， 
同时 
(2) 下 一 下 一 上 | 二 和 十 且 - 

测 放 上 和 站 分 别称 为 上 的 正 变 差 和 负 变 差 ， 4 表示 为 正 测 
度 上 和 下 -的 差 怎 著名 的 中 的 Jordan 分 解 . 在 所 有 猎 正 分 为 两 
个 正 测 度 之 差 的 表示 中 ，Jordan 分 解 有 一 种 最 小 性 质 . 它 将 作为 
定理 6.14 的 系 而 确定 下 来 ， 


绝对 连续 性 
6.7 定义 设 上 是 c- 代 数 显 上 的 正 测度 ,4 是 如 上 的 一 个 
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任意 测度 , 4 可 以 是 正 测 座 让 复 济 底 ( 记 住 复 测 度 以 复 平面 为 其 值 
域 ， 但 “ 正 测 论 " 一 词 在 我 们 的 用 法 中 也 含 了 % 作 为 其 允许 值 ， 这 
样 正 调 度 并 不 能 构成 复 测 度 前 子 类 )， 

如 果 4(B) 二 0 对 每 一 个 xtB) 二 0 的 BE 中 上 成立 ， 我们 就 说 4 
关于 & 绝对 连续 ， 记 作 
(1) A 

和 如果 存在 一 个 集 4E 跑 ,使 得 4 有 0) 二 404 站 下 对 每 一 个 BS 
成 立 ， 我 们 就 说 4 集中 于 4 上 . 这 等 价 于 假定 当 五 站 4 一 杂 时 
AC(B) 一 0 

假定 4 和 心 都 是 亚 上 的 测 诬 ， 旦 急 定 存 在 一 对 不 相交 的 集 
和 BB， 使 得 41 集中 于 4 上 而 如 集中 于 马上 ， 则 我 们 说 4 和 4 
是 互 根 奇 时 的 ， 记 为 
(2) 4 4 

这 些 概 念 的 一 些 初 等 性 质 列 述 如 下 : 

6.8 命题 假定 吕 44 和 如 都 是 0- 代数 明王 的 测度 且 
是正 测度 . 
(a) 车 二 集中 于 4 上 , 则 14| 也 是 如 此 


A 


Lt 


ea en 


Ee Pd RR ld 


a 
A dt Te ht 


证 明 
(a) 若 门 4 二 B， 且 {如} 是 如 的 任 一 划分 ， 则 对 所 有 的 放 
2(B) =0, 因此 , |41 (8) =0. 
(6) 从 (o) 直 接 得 出 . 
= 343 。 


(e)》 存在 不 相交 的 集 4 和 8B,， 使 得 凡 集中 于 4 .上 ,点 集 中 
于 B, 上 ,并 存在 不 相交 集 4, 和 B。， 使 得 4 集中 于 4 上 ,有 集中 
于 B，。 上 .因此 十 说 集中 于 4A 二 A 上 ,#4 集中 于 B=BNMB， 
上 ;有 生 4 门 B= 必 , 

(4) 这 是 显然 的 ， 

《e) 假定 nC 二 0，14B;} 是 如 的 一 个 划分 ， 则 40687)=0; 因 
为 4 攻 4(B;) 二 0 对 所 有 的 7 成立 , 辐 此 ,之 14(87) | 二 0， 这 药酒 
着 141( 妈 二 0. 

《及 因为 如上 Lr, 存在 一 个 具有 4(4) =0 的 集 4, 4。 集 中 于 4 
上 .因为 负 &4, 敌 放 (二 0 对 管 一 个 BC4 成 立 ， 所 以 轴 集中 
在 4 的 补 集 上 ， 

《9) 根据 ( 力 , (9) 的 假定 草 凋 着 4 上 4, 这 显然 连 使 4=0 

现在 转 到 与 绝对 连续 有 关 的 主要 定理 、 事实 上 ， 心 可 能 是 测 
府 论 中 最 主 溉 的 定理 .我们 首先 对 正 的 有 限 测 度 来 叙述 它 . 

8.9 Lebesgue-Radon-Nikodym 定理 设 k4，4 是 征集 三 的 


Eh 
a 
er 


人 于 下 


(2) 1 (本 =| aa (BEM) 


这 对 (4 4 称 为 4 关于 上 的 Lebesgue 分 解 ， 这 个 分 解 的 唯 
一 性 是 容易 看 出 的 。 因 为 车 (4s,4:) 是 满足 (1) 的 另 一 对 ， 则 
3) 加 一 和 一 4 一 入 
一 向 家 和 且 4 一 4 上 4, 因此 (3) 的 两 边 均 是 0; 在 这 里 我 们 已 
经 用 到 了 了 6.8(c),6.8(0), 和 6.8(9), 
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这 个 分 解 的 存在 性 是 (四 的 重要 的 部 分 ， 

断言 (区 是 著名 的 Radon-MNikodym 定理 ， 再 者 , 严 的 叭 一 性 
从 定理 1.390B) 立 即 得 出 ， 同 时 ,车 五 是 LR) 的 任 一 元 素 ,; (2) 的 
积分 定义 跨 . 上 的 一 个 测度 (定理 1. 29)， 显然 它 关 于 4 绝对 连续 . 
Radon-Nikodym 定理 的 重点 是 逆 命 题 ， 每 一 个 4p{ 在 这 种 情 
吏 下 ,4 名 部 用 波 各 太 式 全 到 


ee 


re 


数 ， 象 定理 1 29 后 面 的 注 一 梯 ， 我 们 可 以 用 da 一 hdp 的 形式 表 
示 (2), 或 甚 罕 用 =d4。 /dp 的 形式 表示 (2)、 

下 面 的 一 举 同时 产 上 生出 (g) 和 人 的 证 明 方 法 ， 其 思想 是 Von 
Neumann 提出 的 . 

证 明 令 $=4+y, 则 $ 是 器 上 的 正 有 界 测度 ， 两 个 测度 和 
的 定义 指出 ,对 一 xs， 
oo Ja ft | fa, 
因此 对 简单 函数 f， 进 而 对 非 负 的 可 测 郑 数 了 也 成 立 ， 如 果 FE 
(四 ), Schwarz 不 等 式 结 出 

中 <| aasl es {frrasl op 全 
”因为 $( 了 <oo, 揣 射 、 
(5) . f->| a2 


可 看 成 是 L($) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 卫 

我 们 知道 在 Hilbert 空间 及 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 可 以 用 
与 如 的 某 个 元 素 的 内 积 给 出 来 ， 因 此 存在 一 个 9EL*(), 使 得 
(6) ja | pad Cs)) 


里 注意 , 到 (及 的 完备 性 怎样 几 来 保证 国 数 ?的 在 在 性， 同时 
145 。 


要 注意 , 虽然 8 作为 也 ( 扩 的 元 素 了 唯一 地 确定 ， 但 作为 点 的 点 国 数 
只 是 ae [$1 确定 的 ， 

在 (6) 中 对 任 一 具有 或 (B) >0 的 BEM 令 了 一 Xp， 那 末 (6) 
的 左边 就 是 48) 因为 0 所 4 所 我们 有 


TO | .oagsl 


所 以 根据 定理 1. 40， 允 JE[L0, I] (关于 办 对 几乎 所 有 的 x 成 六 ， 
因此 可 以 假定 对 每 一 个 5EX,， 0<9(7) 二 1 而 不 至 影响 (6)， 把 (6) 
重新 写成 


. (7) 0 


(8) | 
的 形式 . 令 
(9) A= {zs:0<9(2)<l}, B=t{z: gz)=1) 
并 且 定 义 


{10) As{E)=AANE), 4.(8) = 4A(BNE) (EEM) 
各 打 在 (8) 中 到 了 二 Xs， 可 看 出 4(B) 二 0， 于 是 和 上 4， 因为 9 是 
存 和 与 的 , 若 对 呈 一 1 2, 3,…, 天 三 光州 
人 十 多 十 和 二 多 
代替 f,(8) 式 也 成 立 ， 因 此 右 
Gy) a- Va | gutrgt.tg a 


在 8 的 租 一 点 , 8(T) 二 1, 因 此 1 一 站 '"(#)==0， 在 4 的 每 一 点 
土 ，”* 《Zz) 革 调 地 趋 于 0， 所 以 (11) 的 左边 当 -> 拓 时 ， 收 黎 于 
ACAN EF =A (CB). 

(1D 式 右边 的 被 积 函 数 单调 增加 趋 于 一 个 非 负 的 可 测 的 极限 
果 数 丸 单调 收 钱 定理 指出 当 %->ec 时 ，(11) 的 右边 趋 于 
| 。 


“1T6， 


于 是 我 们 证 明了 (2) 对 每 一 个 BE 号 成立 取 五 = 由 
1. (Tc 看 出 REDECGJ 

最 后 , (2) 表 明 kh， 证 朋 完 毕 . 

6.10 定理 6.9 的 推广 定理 6.9 的 证 明 强烈 地 依赖 于 
$ (XX) <oo 的 假定 , 即 pz 和 4 同时 是 有 界 油 度 . 

如 果 &4 是 0- 有 限 的 , 则 (根据 定义 ) 了 X 是 使 得 (了.) 之 co 的 可 
数 多 个 X。 的 并 ， 我 们 可 以 假定 卫 , 是 不 相交 的 ， 售 若 不 然 ， 我 
们 就 用 {Y,} 代 将 {ZX,}, 这 里 了 ,二 也 1, 并且 对 n>2， 

Ys =X — (YU UP, 1) 

现在 车 4( 卫 ) 之 oo, 对 每 一 个 下 ,就 能 应 用 定理 6.9。， 测 庶 4(E 门 
各 的 Lebesgue 分 解 的 总 和 是 4 的 Lebesgue 分 解 ， 在 XX, 上 得 
出 如, 当 zEX, 时 , 令 有 7)=hn(z), 通过 它们 定义 出 一 个 六 上 的 函 
数 hh; 因为 4(X) <eo, 容易 得 出 hEL'(p). 

其 次 , 如果 保 持 & 为 o- 有 限 的 假定 而 设 4 是 嘲 上 的 复 测度 ， 
财 4 一 轧 十 ?4 和, 加 是 实 的 , 并且 能 能 应 用 上 面 的 结果 主 为 和 和 改 
的 下 变 差 和 负 变 差 ( 见 6.6 节 )。 

.我 们 可 以 总 结 如 下 : 


天 未 站 大 江上 欣 止 的 9- 有 限 测 谋 ，4 臣 时 圭 的 复 宽度 ， 则 


Te revreipreer re 


”各 果 疡 和 4 都 是正 的 和 -有限 的 , 定理 6.9 的 天 部 放 侈 二 下 
确 ， 现 在 我 们 可 以 记 右 = 日 和 .这 里 对 n= 二 1,2, 3, (ED) 一 co. 
并 且 A(X) 之 oo0, 测度 4{ 百 门 也 ) 的 Lebesgue 分 解 继 续 给 出 一 个 
4 的 Lebesgue 分 解 ， 并 继 综 得 出 满足 方程 6. 9(2) 的 国 数 及 尽 
管 是 “局 部 地 在 工 内 ” 即 | hdk<o0 对 每 一 个 成立 ， 然 而 
(不 再 正确 了 ， 


最 后 , 如 果 超 出 -有限 性 的 范围 ， 我 们 就 会 遇 到 所 演 虚 的 两 
- 147 。 


个 定理 确实 不 成 立 的 情况 。 例 如 ， 设 让 是 (0,1) 上 的 Lebesgue 测 
度 ， 并 设 4 是 人 01) 内 所 有 Lebesgue 可 调集 的 7 个 数 上 的 计数 


ei i i 人 


Ts 


证 明 . 

下 面 的 定理 可 以 说 明 , 在 论 及 4&4 这 个 关系 时 ， 为 什么 采用 
“连续 "这 个 词 [ 也 可 多 习题 9(5)]; 

6.11 定理 假定 & 和 4 是 oo- 代 数 吕 上 的 测 谋 , 只 是 正 的 ， 


A TerrarervrurorPrrrrerutn 


人 


有 网 


AB)<6 时 ， 有 14 再 ) | <<e， 

性 质 (8) 有 时 用 作 绝 对 连续 的 定 允 ， 然 而 当 1 是 一 个 正 的 天 
男 测 诬 时 , (3) 并 不 瘟 泣 他 )， 例 如 : 设 上 是 (0， 1) 上 的 Lebesgue 铀 
诬 , 且 对 于 每 一 个 Lebesgue 可 测 集 CC (0, 1)， 4 


A(B) = | 11dt 


证 明 ”假定 (5) 成 立 , 车 4 (=0, 则 对 和 父 一 个 60, pg (8) 二 
5, 因此 对 每 一 个 e 汪 0，|4( 妈 |<e， 所 以 4(8) =0， 于 是 {t) 落 酒 
着 (9). 

慨 定 (8) 不 成 立 ， 则 存在 一 个 e>0, 并且 存 在 集 ,ENR(n=1， 

3,…), 使 得 (8,) 一 2 但 14(B0)| 守 ze， 央 此 |41 (8,)| 渤 e， 令 
(1) 4.=Ua 4- 站 4 
则 48) 一 2 4 一 4 ， 所 以 定理 1. 19{e) 指 出 cd) =0, 并 
且 由 |41C4,) 这 14| (可 ,得 
[4| (4) =lim|al (A) ee>0 


六 中 呈 
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于 是 得 出 14| <& 不 成 立 。 因此 根据 命题 6. 8(e)， (本 不 成 立 . 


Radon_Nikodym 定理 的 推论 
6. 12 定理 设 上 是 焉 的 o- 代数 员 上 的 复 测度 ， 则 存在 一 


TT ET 


ee 


0 ale 

与 表示 一 个 复数 为 它 的 绝对 值 和 一 个 绝对 值 为 1 的 乘积 类 
比 ,方程 (1) 有 时 叫做 上 4 的 极 表示 (或 极 分 解 ). 

证 明 p11 是 明显 的 , 所 以 Radon-Nikodym 定理 保证 了 
满足 (1) 的 某 个 MEEKui) 的 存在 性 . 

设 汪 一 他 |h(z)| <r), 这 里 ?是 革 个 正 数 ， 设 (5 是 水 的 
一 个 划分 ， 则 


全 ,| 有 7) 一 他， 
3 


la ria a 若 7 过 LI 这 迫使 1214d) = 小 于 是 
[8| 之 1a.e. 


另 一 方面 ， 若 |#1 (8)>0, 《1) 指 出 


od |<Erial (ED) = 


| nlpl | -EMD < 


现在 应 用 定理 1. 40( 用 闭 单 位 贺 姐 代替 辐 ) , 便 得 出 上 用 | 委 1a.e， 
成 立 . 

设 B={zEX: MT)| 关 1), 我 们 已 经 证 明 ]41(B) 二 0， 车 在 廊 
上 重新 定义 &， 使 站 z)= 工 在 五 上 成 立 . 我 们 就 获得 一 个 具有 所 
委 求 的 性 质 的 函数 ， 

6.13 定理 髓 定 4 是 吐 上 的 正 测度 ，g gD(p), 县 
(1) A(E) = | ga (BED) 


ee -wwemrm 


“149.° 


则 
(2) HB 一 | lglan (gem) 


a 


证 明 根据 定理 6.12, 存在 一 个 绝对 值 为 1 的 前 数 训 使 得 
qd4 二 hd14|， 和 根据 假定 , 绕 二 gax， 因 此 
halAl= gd 
这 给 出 引 4|=hgadn (与 定理 1. 29 比较 ). 
因为 i141 守 0, 且 #2 守 0， 所 以 慎之 0, 3. 6. [el 于 是 并 三 191， 
a, 8. [4], 
6. 14 9amn 分 解 定理 设 上 是 集 开 的 a- 代数 钢 上 的 实测 


CD 下 的 二 Un 大 (本 三 -EBD 有 (SEM 

换 句 话说 , 了 X 是 两 个 不 相交 的 可 测 集 4 和 互 的 并 ， 使 得 “4 措 
带 上 的 全 部 正 质 量 . "[ 因 为 车 万 CA4,， (1) 蓉 涵 了 (本 汪 0]， 并 日 
“8B 携 避 44 的 爹 部 负 质 量 ."f 因 为 当 尾 CB 时 ; WCB) 亏 0]， 这 对 (4， 
B) 称 为 由 4 也 诱导 的 了 的 Hahn 分 解 . 

证 明 ”根据 定理 6. 12, dy =h914|, 这 里 翅 | =1， 因 为 和 是 实 
的 ,得 出 上 是 实 的 (a.e. ,并 且 通过 在 零 测 集 上 重新 于 以 定义 ， 所 以 
是 处 外 )， 因 此 ,六 = 土 1， 令 


2) A={w: CE)=1}, B= {rt: hs —1} 
因为 好 一 去 (ji 十 站， 并且 因为 
(3) atD =P 在 4 上 ， 


0 在 B 上 ， 
所 以 对 任何 BE 岗 , 有 | 


(4) wD)= 译 | arpaigl=[ hdlu|=u(EA) 
| 
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因为 AT 可 一 开 ( 轨 门 4 于 下 (有 门 本 和 和 一 下 一 到， 《1 的 后 一 至 从 
前 一 半 得 出 . 
系 如 果 &4 一 ?这 里 办 和 为 是 正 测度 则 为 六 和 
名 之 下 
这 就 是 在 6.6 节 所 提 及 的 Jordan 分 解 的 最 小 性 质 . 
证 明 因为 As 和 4 故 有 
《天 一 产 ( 吾 站 44) EN(ENA) EAE) 


五 " 上 的 有 界线 性 泛 了 菌 


6.15 设 癌 是 一 个 正 测度 ,， 息 定 TI 和 2 委 oo. 并 设 5 是 共 罗 于 
了 的 指数 ，H6lder 不 等 式 (定理 3. 8) 指出 , 着 gE (w)， 多 ;由 


(1) B,D ={ fg9an 


定义 ， 则 外 是 5”(K) 上 范 数 不 超过 19|s 的 有 界线 性 泛 坝 ， 自 然 
会 提出 这 样 的 问题 ， 所 有 的 5? (4) 上 的 有 界线 性 活 孙 是 否 都 具 
有 这 种 形式 , 并 且 这 样 的 表示 是 否 瞧 一 ? 

对 于 了 二 oo, 回答 是 否定 的 ，L1(p) 不 能 提供 所 有 的 L(x) 上 
有 界线 性 泛 销 对 于 1<p<00， 回答 则 是 肯定 的 ， 假 定 测 度 论 茶 
些 病 态 被 排除 的 话 ， 对 83==1 的 回答 也 是 肯定 的 .对 于 w- 有 限 的 
测度 空间 , 不 会 出 现 麻烦 .我 们 将 只 限于 过 论 这 种 情况 . 


EE Ar 


TE er 


(1) 0 


nr. 


(2) jl 

换 和 名 话说 , 在 所 述 条 件 下 ， 王 (上 四 是 等 距 地 同 构 于 开 红 六 的 对 
位 空间 . 

证 明 ?的 唯一 性 是 显然 的 ， 因 为 若 9 和 儿 满 足 (1)， 则 9 一 
9 在 任何 有 限 测 度 的 可 浏 集 旦 上 的 积分 是 0( 如 把 卫 取 作 Xr 时 所 
看 出 的 结果 一 样 ). 因此 上 的 o- 有 限 性 蕴 酒 着 9 一 9 一 0 ae, 成 立 ， 

其 次 , 洲 (1) 成 立 , Hilder 不 等 式 蔓 洱 若 
C3) loil<lgls 
所 以 ， 只 剩 下 证 明 g 存在 和 在 (3) 内 等 号 成 立 、 潜 『 有 1 一 0 则 取 
8 一 0 时 必 二 和 (2 成 立 ， 记 以 假定 | 瑟 1 > 和 

首先 著 虚 gC 好 < 之 co 的 情况 ， 

对 于 任 一 可 测 集 再 CX, 定义 

4 一 号 (中 

因为 钙 是 线性 的 , 当 4 和 如 不 相交 时 X sup 一半 4 十 和 所 中 和 是 可 
加 的 。 为 证 明 可 数 可 加 性 , 假定 百 是 可 数 个 不 相交 的 可 济 集 8B, 的 
并 , 令 4; 一 ,UU… UB;, 并 且 注 意 到 
(4) JXs—Xa lp= La(B— A ?0 (天 cc) 
中 的 连续 性 指出 4C46)->4(B)， 所 以 4 是 复 测 度 ，[ 在 (4) 中 ,用 
到 8 之 0 的 假定 . ] 当 (8) 二 0 时 ， 因为 |X zis 二 0, 显然 14(8)=0， 
于 是 4 祥 吕 并且 及 adon-Nikodym 定理 保证 ， 存 在 一 个 国 数 yEL' 
《0 使 得 对 每 一 个 可 调集 EC 有 


(5) DXD=| gau= | Xagdn 
根据 线性 , 得 出 
(6) DP = fran 


对 每 一 个 简单 函数 成立， 因为 每 一 个 fEL”(p) 是 篇 单 铺 数 到 
的 一 致 极限 ， 所 以 对 每 一 个 feEL*Cp) 成 立 . 注意 到 六 一致 收 笋 
“152。 


于 了 草 油 普 人 一 P, 一 0， 因 此 当 站 >- 时， 中 (FD -> 盏 (用 

要 得 出 95K) 和 和 (2) 成立， 景 好 分 成 两 种 情况 讨论 ， 

情 阅 1 z=1. 此 圭 (5) 措 出 

| gan |<hol tx sh = len8) 

对 每 一 个 BEM 成 立 ， 根据 定理 1. 40，| gtz) | 之 IB]a.e. 所 以 
ols < lpl. 

情况 2 1<p 二 oo， 存在 一 个 可 济 函 数 %, [a| = 1 使 得 ag= 
ig1[ 命 题 1.9(6)]， 设 轧 一 {zz jg(z)|<n), 定义 J 一 X19| 全 
则 在 5。 上 |f1*=191, fsL”(1), 并且 (6) 给 出 

iets| fdr= B10 19let 

所 以 
(7) | xmlgfansleh =1,2,3,.) 
若 应 用 单调 收 化 定理 于 (7), 便 得 |9|,<jo 上 |， 

于 是 (2) 成 立 且 9ELr(p)， 由 此 得 出 (6) 式 两 边 都 是 (2) 
上 的 连续 函数 ， 它 们 在 L* (n) 的 稠密 子 集 [” (1) 上 是 一 致 的 ; 因 
此 在 过? (的 全 体 上 一 致 ， 这 就 完成 了 4 过 co 时 的 证 明 . 

车 z( 习 =co， 俱 疡 是 0- 有 限 的 ， 这 时 是 可 数 个 不 相交 集 
Rs 的 并 , 其 中 0<j(Xw) 之 co， 当 wEX, 时 ,用 
(8) MKz) 一 二 RCXA) 
定义 二 和 >(0, oo)， 则 hEL'(p); 并且 
(9) 瑟瑟 =| kan (gem) 
定义 了 一 个 有 限 测度 所 注意 到 >p'? 是 一 个 L?( 负 到 Lr (1) 
上 的 线 传 等 距 映射 , 因 呈 
(10) VF)=D( hIF) 

= Jj53 a 


定义 了 工 ?( 友 上 的 一 个 有 界线 性 泛 国 到 ,具有 | 到 | 一 1 双 1. 
证 明 的 第 一 部 分 指出 , 存在 GE7A(F), 性 得 


(11) pF)=| Fal (FE (ND)) 
令 g 二 和 4G,{ 共 p=1,9 一 9), 则 7 了 之 1 时， 
(12) J ipap=| IG lag=1 =Io 


而 p=1 时 ,jg|.=1Gl。= l=1B1. 于 是 (2) 成 立 ， 并 和 因 为 
Gd 二 局 '?gdn, 最 后 得 出 


(13) P= = 57Gd7 =| fgar 


对 每 一 个 fFELr (C4) 成 立 . 

6.17 评注 我 们 已 经 磁 到 过 定理 6.16 当 ?一 49 一 2 肝 的 畦 
殊 情 放 ， 事 实 上 , 一般 情况 的 证 是 ， 是 以 这 个 特殊 情况 为 基础 的 ， 
因为 在 Radon-Nikodym 定理 的 证 明 中 ， 有 几 到 了 ZC(w) 上 的 有 界 
线性 证 随 的 知识 ， 而 后 者 是 定理 6.16 的 证 朋 的 关键 .p=2 的 特 
殊 情 况 本 身 又 依赖 于 C4) 的 完备 性 ， 依 赖 于 五 (#8) 因 此 是 一 个 
Hilbert 空间 的 事实 , 并 且 依 赖 于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 证 国 
由 内 积 给 定 的 事实 ， 

我 们 现在 转向 定理 2. 14 的 复 形 式 . 


Riesz 表示 定理 

6.18 ” 设 和 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 定 理 2.14 刻 
画 了 Cs() 上 正 的 线性 斌 国 ， 铀 在 我 们 有 可 能 来 刻画 Ce(Z) 上 的 
有 界线 性 沦 函 理 了 .站 为 口 :( 王 ) 是 Co 开关 于 上 确 界 范 数 的 往 密 
子 室 间 ， 每 一 个 这 样 的 王 有 了 唯一 一 个 到 Co ED 上 的 有 界线 性 省 昌 
的 开拓 因此, 同样 可 以 假定 从 处 理 Banach 空间 Co(XY) 开 始 ， 

如 果 只 是 复 Borel 测 永 , 定 理 6.12 断定 存在 一 个 具有 |8|=1 
= 34* 


的 复 Borel 函数 轧 , 使 得 gt= 友 j4|， 因 此 用 公式 
(CD ja = |fial nl 
来 定义 关于 复 测度 上 的 积分 是 合理 的 . 

关系 式 |X sdp= 4( 丰 是 (1) 的 特殊 情况 ， 于 是 当世 和 及 是 中 
上 的 复 浏 度 和 BE 对 时 ， 
(2) | xiant d= Ct)= p(B)+ AE) 

=| x odnt| Xsdh 

这 时 电大 法 公式 
(3) J jacar w=| fan +| fa2 


《比如 说 ) 对 每 一 个 有 界 可 测 函 数 了 成 立 . 

如 果 14[ 是 在 定义 2.15 的 意义 下 是 正则 的 ， 就 称 筷 上 的 复 的 
Borel 测度 是 正则 的 如果 上 是 世上 的 复 的 Borel 测度 ， 显 然 
映射 


(4) 人 | fan 


是 ColX) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 它 的 范 数 不 大 于 | 41 (及 )， 用 这 种 方 
法 得 出 Ce( 人 7) 上 全 体 有 界线 性 泛 函 就 是 Riesz 定理 的 内 容 . 


A mirrorirereeeeere momentrrerurureisrurerar rr 


ee 


(1) B= | far (FfECAEYY 
而 县 蕉 吵 和 如 (1) 所 述 , 则 
‘2) lBl= |a| (CX) 


a ee ee 


* 了 了。 


证 明 首先 解决 唯一 性 问题 ， 假 定 4 是 他 上 的 一 个 正则 复 
Borel 测度 ,并且 对 所 有 的 fcCe(E) ,| faa=0， 根 据 定理 6.12， 


存在 一 个 Berel 函数 ,具有 |8I==1, 使 得 dn 一 妇 |4|， 对 Co(X) 
内 任 一 序列 芝 } ,因此 有 


(3)》 (= GE 一 和 MT 入 一 和 1 


因为 Col 玉 ) 在 关 (|4|) 内 稠密 (定理 3.14), {f,} 能 如 于 选择 ,使 当 
8->co 了 时,(3) 的 最 后 一 个 表达 式 趋 于 0， 于 是 41(X)=0, 县 4 一 
90， 容易 看 出 了 上 的 两 个 正则 复 Borel 测度 之 差 是 正则 的 .这 就 
证 明了 每 一 个 中, 至 多 有 一 个 上 与 之 对 应 . 

现在 考 虚 在 Col 且 ) 上 给 定 的 一 个 有 界线 性 泛 孙 玫 ， 不 类 一 般 
性 ,假定 11= 1， 我 们 将 构造 一 个 De( 开 ) 上 的 正 的 线性 省 函 了 4， 
使 得 
(4) I AF ) EI (了 EC) 

这 里 1 中 | 表示 上 确 界 范 数 ， 

一 县 有 了 这 个 4， 象 定理 2. 14 一 样 ， 我 们 把 它 和 一 个 正 的 
Borel 测 记 1 联系 起 来 。 定 理 2.14 的 结论 指出 ， 当 姑 瑟 )<co 时 ， 
4 是 正则 的 ， 因 为 

~ AX)=sup{Af: Of <1, FECAX)) 
并 且 当 上 所 1 时 ,14F| 所 1, 我 们 看 出 确实 有 4(X) 气 1, 

从 (4) 同时 导出 


(5) BDIEAIFD=| tla fh (fec.(¥)) 
这 最 后 一 个 范 数 出 于 空间 L(A)， 于 是 多 是 CA(X) 上 线性 泛 函 ， 


四 到 工 (2) 上 的 线性 泛 函 的 保 范 数 开拓 ， 所 以 定理 6.16(p 二 1 的 
情 说) 给 出 了 具有 有 19| 扫 1 的 Borel 函数 9, 使 得 


» 136* 


(6) d( 用 =| fod FECT)) 


《6) 的 每 一 过 均 是 Co(X) 上 的 连续 欠 函 ,而 Co(X) 是 在 Co(X) 内 秽 
密 的 .因此 (6) 对 所 有 的 FECa(I) 成 六 ， 取 du 二 gd4， 我 们 恒 得 
到 表达 式 (1), 

因为 多 |=1,06) 指 出 : 


(7) | lelaasup{l Bl: feCX), HI} =1 


我 们 也 知道 KX)<<1, 19| 志 1， 这 些 事 实 仅 当 4(X)=1 和 lg)=1 
a. €. [4 是 相 容 的 ， 于 是 根据 定理 6.13,d|l x|= 19|d4=a4, 且 
(8) lal(X)= MAX)=1=|®]| 
这 识 证 明了 (2), 
所 有 这 些 都 依赖 于 找 出 一 个 满足 (4) 的 正 线性 证 国 4 着 
EC3 (ETICe() 的 所 有 非 负 实 元 到 的 类 ] , 定 六 
(9) Af= sup{lB) |: hECAX), 18| Ef} 
则 Lf 之 0，A 满足 (4)。 0 人 fs 副 涵 着 A 了 所 Af,， 并 上 且 河 < 
是 正 的 党 数 , 4(e 方 =e47， 我 们 必须 证 明 
(10) Af+rnD=AftAg (fF 和 gEC (RX)) 
然后 ,还 得 把 4 开拓 为 Ce(X) 上 的 线性 证 函 ， 
固定 了 和 9ECd(X)， 著 e>0， 册 存在 太 和 EO,( 玉 ), 使 得 
[| | 委 9 县 
(11) Af<|IBA) Te, AglB(h) | +e 
存在 复数 ,|i| 一 1, 使 gi 史 ()== | 古人 6)] ,i=1,2， 这 时 
Af+AgEIDR) I+ IDR) +2e 
= P(Ah + dha) 28 
人 A] 十 181) 十 28 
AFTI)+2e 
"57 e 


因此 ,在 (10) 内 ,不 等 号 “守成 立 . 
其 次 ,选择 hEC.( 久 ), 只 要 它 服从 条 件 | 引 志 f+9, 设 V= (fx 
FCI) -Fg(T) 沁 中， 定 叉 
Th Th 
012) nr)= pes ml) = Sy ED, 
B(x) = hz)=0 (wz 下 
显然 ,为 在 了 的 每 一 点 都 连续 ， 若 四 竺 了 , 则 下 如) 一 0; 因为 有 是 
连续 的 ,并 且 因为 1&(z)|< 委 |MKz)1 对 所 有 xEX 成 立 , 得 出 xo 是 
的 连续 点 ， 干 是 加 EC。,( 玉 ), 并且 对 于 如 也 同样 成 立 . 
因为 名 十 有 = 万 且 | 加 | 二, | 如 | 入 9 我 们 有 
[BD = 1BB) TD) EIGEN T Db)| 
安 .df 二 49 
因此 4(f+9) 志 AF+ Ag, 并 因此 证 明了 (10). 
现在 ,车 了 是 一 个 实 函 数 ，fECeCE)， 则 2f* 二 |f| 十 f， 因 而 
产 Ect(E) 类似 地 ,f-EC+CX); 因 为 =f* 一 所, 自然 地 定义 


(13) A 二 A 一 A4f ” (fEC。(X),f 是 实 的 ) 
和 
(14) A iv) = Ant i 


就 象 定理 1, 31 的 证 明 中 所 用 过 的 那样 ,通过 一 些 简 划 的 代数 
运算 ,现在 可 以 证 明 , 我 们 开拓 的 泛 函 在 CA(X) 上 是 线性 的 ， 
这 就 完成 了 证 虹 . 


习 题 
1 车 是 o- 代 数 观 上 的 复 测 度 , EE 岗 . 定义 
ACE) :supE li (Ba) |, 
其 中 的 上 确 界 是 对 召 的 所 有 的 有 限 划分 {B} 取 的 ， 能 得 出 4 二 [4 四? 
2 证 明 6.10 节 末尾 所 给 出 的 例子 具有 所 述 的 性 质 ， 
3 证 明 局 部 紧 Hausdroff 空间 互 上 的 全 体 复 正则 Borel 测 庶 的 向 最 
» 58。 


空间 冲 ( 革 ) 取 j= 二 14| (于 ， 物 成 一 个 Banach 空间 ， 提 茶 : 与 第 天童 
习题 8 比较 [ 洗 ( 福 ) 的 任何 两 个 元 素 之 差 在 型 (人 ) 内 的 结论 ， 已 经 用 本- 证 
明 的 第 一 段 内 , 试 提供 这 事实 的 证 明 .] 

4 假定 1p 夺 0， 9 是 共 绒 于 了 的 指数 假定 上 是 一 个 9- 有限 的 济 
度 ,9 是 可 测 函数 ,使 得 对 每 一 个 fEL? C0), 了 gELi(H)， 证 明 gE 了 (0)， 

5 ”假定 下 由 两 个 点 & 组成， 定义 (gg) 二 tl， #0) 一 8( 耻 ) 一 
名 区 一 0 和， 对 于 这 样 的 #, 卫 (后 是 天 (的 对 偶 空 间 , 对 吗 ? 

6 假定 1<p<oo, 证 明 甚 至 上 不 是 gg- 有 限时 ，s (8) 仍 是 Lr(4) 的 
对 偶 空 间 ，( 象 通常 一 样 1/2 十 ]/9=1.) 

7 概 定 是 [0,2x) 上 (或 在 单位 圆周 了 上 ) 的 复 Borel 测度 。 用 


A = emadn(t) (w=0, +1, 十 2 


定 头 凡 的 Fourier 系数 ， 假 定 当 ww 一 十 吕 时 , 六 (8) 一 0. 证 明 当 -> 一 co 时 ， 
(9) 一 0 成 立 ， 提 示 : 当 了 是 任 一 三 角 多 项 式 时 , 用 fn 代 寺 dn 假定 也 是 
成 立 的 ， 因 之 当 f 是 连续 函数 ， 而 了 是 性 一 有 界 的 Borel 序数 时 ， 以 至 用 
(1 代替 a4 时 , 假定 也 都 成 立 . 

8 ”按照 习题 7 的 术语 , 找 出 所 有 的 &, 使 得 让 旺 周 期 为 站 的 周期 国 数 ， 
[这 意味 着 请 合十 如 一 疡 (四 对 所 有 的 整数 m 成立， 当然 上 也 假定 是 整数 ,] 

9 假定 & 是 oo 代数 册 上 欧 正 有 限 测 麻 。 若 4E 狗 , BE 于 , 定 艾 


p{4, B= {Xs—Xslap = (AAB) 


这 里 的 对 丈 差 AAB 由 AAB= (4 一 妃 (8 一 力 结 定 ， 
(a) 证明。 是 一 个 座 量 , ( 品 , p) 是 完备 的 度量 空间 . 
C5) 车 4 是 咏 上 的 复 测 度 , 证明 下 列 三 个 命题 的 每 一 个 都 蕴涵 着 另外 两 


《i) 4 是 名 上 连续 函数 ， 

《i) 好 在 名 连续 

(iii AP 

10 设 (X, 驶 ,j 是 正 测 度 空 间 ， 若 对 每 一 个 e>0, 对 应 一 个 30 使 
得 当天 四 且 及 可) 二 时 , 有 


吧 
成 立 ， 就 称 集 蔚 己 了 (CH) 是 一 致 可 积 的 ， 


nn 


< 
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tg) 证明 到 :的 每 一 个 有 限 予 集 是 一 至 可 积 的 ， 

(8) 证明 下 列 的 Vitali 收 就 定理 : 

车 G7 4 入) < 之 co，(ii) 他 中 是 一 致 可 积 的 ，(iii) 当 吉 >00 时 ,后 
fm, a, e. BLOvY 1 Fo)|<co a.#., WfELI(HI 并 且 

tim{ fs—f la =0 

提示 : 用 Egoroff 定型 . 

(cy 证 明 若 上 4 是 (一 co, oo) 上 的 Lebesgue 测 论 ， 埠 至 当 佣 fo 假定 是 
有 界 时 , ( 相 也 不 成 立 ， 因 此 ,假定 以 在 ( 态 内 不 能 省 去 . 

(Q) 指出 对 某 些 gj (比如 ， 有 限 区 间 上 的 Lebesgue 测 放 7)， 恨 定 iv 在 
(及 中 基 索 余 的 ,但 是 存在 有 限 测 度 ， 对 于 这 些 测 度 (ivy 的 省 团 和 将 使 得 ( 芒 不 
成 立 , 

ts) 证 明 对 于 有 限制 度 空间 Vitali 定理 性 和 淫 者 工 ehbesgue 控制 收效 定 
理 ， 构 造 一 个 尽管 Lebesgue 定理 的 假定 不 虑 让, Yitali 定理 仍 能 应 用 的 傅 
子 ， 


(J) 构造 一 个 [0, 七 上 的 序列 秤 小, 使 之 对 每 一 个 zf 人) >0，[fn>0， 


但 是 他 ,1 (关于 Lebesgue 测 谋 ) 不 是 一 致 可 租 的 . 
但) 然而 ,下 面 的 Vitali 定理 的 逆 命 区 是 成 立 的 : 


lim| 六 (Dan= 人 far 
和 过 所 轩 Fe 
对 丝 一 全 RE 钠 威 立 ， 则 他 沾 荐 一 歼 可 税 的 . 
道 过 完成 下 面 的 要 点 , 证 明 这 个 结论 . 
取 了 =0, 固定 e>>0， 得 习题 9 那样 定义 p， 对 拍 个 
E>| fap 
| - 
是 (名 , P) 上 的 连续 荐 数 ， 根 据 第 五 章 习 三 13 05), 存在 一 个 再 E 姓 ,620， 和 
轨 , 使 得 当 Ra 到 ，P( 台 Boy <6 时 
far 
取 具 有 (4) <@ 的 46 明 ， 令 百 = 避 一 4 0 一 画 口 4 则 上 而 的 不 等 式 用 
和 代替 如 时 仍然 成 立 ， 注 意 X4= Xo 一 如， 著 wn 之 如 ,得 出 | Peie|<2e 


< 
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最 后 , 水 助 下 (四 ， 
11 很 定 4 是 区 上 的 正 油 度 , CX) <co ,让 EEC ,n=1, 2,3, .f(a) 
一 fa)a.e. ,并 且 存 在 pl 和 Tc<co， 使 得 | 1fulzdu<C 对 所 有 的 * 成 
立 ， 证 明 
lim| 1 一 Piae=9 
关中 
提示 {小 是 一 致 可 积 的 . 
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第 七 章 ”乘积 空间 上 的 积分 


本 章 致 力 于 证 明 并 讨论 关于 二 元 函数 积分 的 Fubiui 定理 ， 
首先 以 抽象 的 形式 提出 这 个 定理 . 


笛 卡 儿 潍 积 上 的 可 测 性 
7.1 定义 车工 和 了 是 两 个 集 ,它们 的 笠 卡 儿 乘 积 蕊 x 了 工 是 


所 有 EX，gEF 的 序 对 (%“，y) 的 集 ， 汪 4CX 和 BCY, 便 得 出 
4xBC 了 x 了 称 任 一 形 如 4xB 的 集 为 玉 x 了 内 的 矩形 . 

现在 假定 (X,) 和 (了 ,多 ) 是 可 济 空 间 ， 回忆 一 下 , 这 无 非 是 
说 儿 是 六 内 的 o- 代 数 , 人 是 了 内 的 o- 代 数 . 

一 个 可 测 矩 形 是 任 一 形 如 4x 吾 的 集 , 这 里 4E8 ,BE 宁 ， 

车 外 =RU…UR,, 这 里 每 个 Bi 是 可 测算 形 ， 且 对 ij 
RiB;= 全 ,我 们 就 说 8EE, 即 所 有 基本 集 的 类 ., 

x 六 定 义 为 包含 所 有 的 可 测 炬 形 的 芝 x 了 的 最 小 的 o- 
代数 , | 

单调 类 足 是 具有 下 列 性 质 的 集 族 ; 若 A,ED,BEM, A, DAi, 
B; 沪 Bi 对 了 = 二 1,2,3,:… 成 立 , 且 戎 
(1) 4= [4,, B= 3. 

t=1 =1l 

则 4AEW 和 BEM 

车 了 CXxY,xEX,yE 了 ,定义 
(2) Es= ty: (w, EE}, Br= {x. (x,y)EE) 


分 别称 如 和 本 为 吾 的 x- 截 日 和 站 截 曲 ,注意 训 CY, EB'CX. 
» 162* 


和 Eg. | 

证 明 设 人 是 所 有 RES x 的 涩 ， 使得 妃 E9” 对 每 一 全 
zE 成 立 . 若 卫 =AXB, 则 当 wEd 时 ,再 一下, 当 多 Ed 时 ,如 -= %. 
国 此 每 一 个 可 测 抢 形 属 于 恕 ， 因 为 丈 是 c- 代 数 ,下 列 三 个 命题 都 
是 正确 的 。 它们 证 明了 只 是 一 个 o- 代 数 , 因 此 人 2 = 二 x, 

{a) XxTEN., 

(6) 若 BEQ, 则 {2),。 二 (8.)°, 因 此 ,EQ. 

(0) 车 所 ED ,i=1,2,3,"), HE= UE,, WE,=U (8),. 
因此 BEE, 

对 型 证 明基 同样 的 . 

证 明 设 嘲 是 包含 加 的 最 小 单调 类 ; 这 种 类 的 存在 的 证 明 恰 
好 象 定理 1 10 的 证 明 那 样 . 因为 多 x 胞 是 一 个 单调 类 ， 有 
区 CS2 x 宁 ， 

恒等式 

(CA: XBONMNCA, x Ba)=(A NA,) x (BNB,) 
{A xB)}— (A;,xB,) 
=[(A—As) x BIJUFECA NA) x (BI—B,)] 
表明 ,两 个 可 测 撼 形 的 诡 是 可 测 第 形 , 它们 的 差 是 两 个 不 相交 的 可 
测 乍 形 之 并 , 因而 都 是 基本 集 . 着 PE@ 和 QE, 容易 得 出 
PME 和 PP- QE. 
因为 
PUQ=(P—Q)U0 

和 (P 一 8) 作 8 一 他, 故 同样 有 PUQEE. 

对 于 任 一 集 PCXxT, 定 义 介 (P) 为 所 有 使 得 P 一 QEM, 0 一 
PE 愧 和 PUQS 叶 的 那些 @CXxT 了 的 类 .下面 的 性 质 是 明显 的 . 
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(9) QEQCP) 当 且 权 当 PE D(CQ). 

(5) 因为 昭 是 单调 类 , 每 一 个 妃 (P) 也 是 单调 类. 

国定 PE@@， 上 述 甘 于 2 的 评注 指出 : 对 于 所 有 的 8EE@， 
QEDQ(CP)， 因 此 CQOCP)， 并 且 现 在 ( 妇 昔 酒 着 中 握 品 ( 己 ). 

其 次 ， 国 定 8E 驱 ， 车 PE， 刚 才 看 到 了 8EWCP)， 根 据 
(9) ,PE 和 QC(Q), 因 此 CR(Y)， 若 再 一 次 运用 (如, 便 得 

MC NO). 

总 结 ， 者 了 和 Qs 纲 , 则 P 一 EM,PUQEWm, 

现在 推导 味 是 也 x 了 内 的 o- 代 数 : 

(Ci) 及 xXY 了 YE, 因此 x 了 YEN， 

(让 》 因 为 器 的 任意 两 个 元 素 之 差 在 园 内 ， 雇 以 车 2s， 则 
QEN. 

Cil) 才 PE t=1,2,3,+,P= UP,, 令 

Qn=PIU UP, 

因为 中 对 有 限 并 运算 封 闲 , 8 所 虱 ， 

因为 9; 二 Qari 且 五 = U8, 里 的 单调 性 指出 PE 钢 . 

于 是 首 是 一 个 5- 代数, 名 广 轩 CPx 守 ， 并 且 { 根 据 定义 ) 字 
x 夕 是 包含 加 的 最 小 的 0- 代 数 , 因 此 , 吏 = 多 xx， 

44 定 尺 对 且 xF 上 每 一 个 函数 了 和 每 一 个 xES， 我 们 
对 应 一 个 用 f(D) 二 fz,9) 定 六 的 了 上 的 函数 下,， 

类 似 地 ,车 gE 了 ,所 是 用 f(z)=f 了 (zx, 定义 的 了 上 的 函数 . 

因为 我 们 现在 与 三 个 9- 代 数 , 儿 ,请 ， 入 x 儿 打 闪 道 ,为 了 
清楚 起 见 , 今 后 提 及 “可 油 ? 一 词 时 ， 将 指明 是 就 三 个 e- 人 长 数 中 的 
那 一 个 而 言 的 ， 

7.5 定理 设 了 是 一 个 下 x 了 上 上 的 (Px 名)- 可 测 函 数 ， 则 


ee 
ee EE et 


ee 和 
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证 明 对 任 一 开 集 下 , 令 
= 7,9); f(r, y)EV} 
则 BE x, 有 
Qs = (yy: fel) EP 
定理 7.2 指出 8: 这 就 证 明了 tia); (5B) 的 证 明 是 类 似 的 ， 


乘积 测度 
7.6 定理 设 (X, 儿 ,1) 和 (了 ,多 ,1) 痢 是 0- 有 限 的 测度 空 


he ep Li hh 


他， 假 宕 95 x 多 ， 络 对 义 一 个 EX 和 yEY， 


(1) PT)=ACO:), P=’) 
则 是 多 -可 调 的 ,# 是 -可 测 的 ,县 
(2) | var =| yaa 


广 关于 测度 空间 的 假定 ,更 明确 地 说 ,就 是 & 和 +44 分别 是 多 
和 了 上 的 正 测 度 ， 祥 是 可 数 个 不 相交 的 具有 有 (KJ< oo 的 集 下 ， 
的 并 , 王 是 可 数 全 不 相交 的 具有 4 到 ce 的 集 TY 的 并 . 

定理 7.2 表明 定 闵 (1) 是 有 音 六 的， 因为 


(3) A(@s) =| XaradAy) (xEX) 
对 于 p(Q") 具 有 类 似 的 说 法 ,因此 结论 (2) 可 以 写成 下 列 形式 : 
(4) | auce)| xX oe, aacy) 


一 | aa) x els, ndplz) 
证 明 设 2 是 所 有 使 得 定理 结论 成 立 的 那些 Qe Xz 的 
类 ， 我 们 要 证 明 马 具有 下 列 四 个 性 质 : 
(a) 每 一 个 可 者 垂 形 属于 只， 
08) 车 QCQCOsC…, 每 个 QE0, 且 Q=UQs, 则 Qen. 
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{67 兰 记 时 是 不 相 诡 的 只 的 元素 的 可 数 业 族 , 且 旭 == U2;; 则 
EN. 

(0) 设 (A)<o0,4(B)<oo, 卫 

Ax BOVODOV OV Dr 
若 对 ?=1,2,3, ,EQ,Q= 人 MV;, 如 QENQ. 

车 日 AxB, 这 里 4 多 ,BEF, 则 
(5) AY)=ABI A AEY 和 QO) = uA) Xa 
国 此 (2) 中 每 一 个 积分 者 等 下 pCA)4A(B)， 这 就 给 出 (0). 

为 证 明 (5), 象 (1) 合 gg 和 办 与 护 对 应 一 样 ， 设 ;和 ;与 多， 
相对 应 . 起 和 上 的 可 数 可 加 性 指出 
(6) PALI PE), Py) > py) (i~>00) 

在 每 一 虚 上 是 单调 递增 地 收 人 敏和 的 ， 因 为 wm 和 ;假定 是 满足 定理 
结论 的 ,从 单调 收敛 定理 即 得 出 (8). 

对 于 不 相交 集 的 有 限 并 ,{e) 是 显然 的， 因为 不 相交 集 的 并 的 
特征 国 数 基 守 们 的 特征 国 煞 的 和 . 《ec) 的 一 般 情 况 现 在 从 (2) 
得 出 

纱 了 用 控制 收 合 定理 代 款 单调 收敛 定理 以 外 ，(d) 的 证 明 与 
(2) 的 证 明 相 象 ， 因 为 &(4)< 之 co 和 AB)< 之 0%, 这样 做 是 合理 的 . 

现在 定义 
(7) Qnn— ON CR XY) (Cm, n=1,2,3,.) 

并 且 设 跨 是 所 有 使 得 人 ssE 吕 对 全 和 站 所 有 选择 都 能 成 立 的 那些 
集 GE 史 x< 含 的 类 , 则 (人 和 (0) 表 曲 野 是 一 个 单调 类; (ce? 和 (fo) 指 
山寺 记名 ,并 且 骨 为 壮志 多 x 宛 ,定理 7 了 .3 草 肖 着 路 = 儿 x. 

于 是 ,对 每 一 个 QE 多 x 和 对 n,n 的 所 有 选择 ,mre 虽 , 贡 
为 人 @ 是 集 wn 的 并 ,并 且 这 些 集 是 不 相交 的 , 从 (5) 得 出 85. 这 
就 完成 了 证 明 ， 

7.7 定义 如果 ( 民 8) 和 (YY, 多, ) 是 象 定理 7.6 中 的 
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一 样 , 旧 QE9 x 如， 我 们 定义 
GD (ax 有 (9)=| 40 dur)=| pt Nay) 


(了 中 积分 的 等 式 是 定理 7.6 的 内 容 ， 我 们 称 kL x4 是 测度 站 和 14 
的 乘 税 ， 从 定理 1. 27 直接 推 得 & x 4 实际 上 是 一 个 测度 ( 即 x x 
是 在 8 x 史 上 可 数 可 加 的 )。 

也 可 以 看 出 4&x4 是 re -有限 的 . 


Fubini 定理 
7.8 定理 设 (X, 多 ,#8) 和 {, 辽 ,办 是 0- 有 限 的 测度 空间 ， 


(a) 车 0<f<oo, 且 若 
DD) pn) .fa VD=| fae (EX, yer), 


ee 


TT 


(5) 车 并 是 复 的 , 且 壤 
(3) or(z)= | fla4 和 | prdau<en 
WN fe Cx 


a 
a rerewvarerenuroreeitrre etairreri mmrimrreroe Are mverirer inner we 


Te 


注 (2) 的 第 一 个 积分 和 最 后 一 个 积分 也 能 写成 更 为 常见 的 
形式 . 


a) for, na) =| ada) Fer,8) du) 


这 些 就 是 所 请 的 了 的 “ 累 次 积分 ”,(2) 式 中 间 的 积分 经 常 被 称 为 重 
167 。 


积分 . 
(5) 和 (ec) 结合 起 来 给 出 了 下 列 有 用 的 结果 : 车 了 是 (Px) 
-可 测 , 且 若 


(5) ance) | epDlaaD<ee 


er 


我 杀 话说 ， 对 于 (x)- 可 出 的 数 f 当 了 宇 0 时 ,， “积分 的 
次 序 可 以 变换 .” 当 | 尹 的 黑 次 积分 之 一 是 有 限时 , “积分 的 次 序 也 
可 以 交换 .” 

证 明 首先 考 虚 Cq)， 根 据 定理 7.5, wg 和 渭 的 定义 是 有 意义 
的 。 假 定 @E 色 <x 史 且 f= Xe 根据 定 多 7 了 .7,， (2) 恰好 是 定理 
7.6 的 结论 , 因此 (@) 对 所 有 非 负 简单 {2 一 宁 ) -可 测 国 数 = 成 立 ， 
在 一 般 情况 下 ， 存 在 这 种 函数 序列 s。， 使 得 0 委 9 委 sa 委 … 且 在 
于 X 开 的 每 一 点 gaf2 的 -fo 的。 车 象 虽 与 了 对 应 一 样 ，pv 与 
34s 相 对 应 , 则 有 


(9 | pzz=| seax Ga=123 


单调 收敛 定理 应 用 于 (了 ,多 ,4) 上 时 指出 ,对 每 一 个 XEX, 当 n>00 
时 pz 递增 到 gp(2)， 因 此 ， 再 一 次 应 用 单调 收 笋 定理 子 (6) 的 
两 个 积分 ， 便 得 到 《2) 的 第 一 个 等 式 ， 通 过 交换 < 和 8y 的 地 位 ,得 
出 (2) 的 后 半 部 分 。 这 就 完成 了 (9) 的 证 明 . 

车 应 用 (9) 于 1f1 ,可 看 出 (8) 是 正确 的 . 

显然 ， 只 要 对 实 的 Ex 加 证 明 (c) 成 立 就 足够 了 ; 复 的 情况 
跟着 就 能 得 出 若 了 是 实 的 ， 将 (ao) 应 用 于 广 和 产销 (t) 中 史 
对 应 于 了 一 样 , 设 mp, 和 ws 对 应 于 了 + 和 三. 因为 芒 瑟 (Ex 放 并 
且 六 所 1fi， 义 因为 (9) 对 六 成 立 看 出 gL(p)。 类 似 地 ， 
PsSLi(u)， 因 为 
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(7) f= — (fs 
所 以 对 于 使 得 g(x) 之 吕 和 pa(z) 过 吕 的 每 一 个 ， 有 fs (4); 
因为 pi 和 9 均 在 (0p) 内 , 故 对 于 儿 乎 所 有 的 zs， 都 有 ,人 (1) 过 
co 和 pakzJ< oo， 并 有 卫 对 任 一 这 样 的 如 , 有 p(X) 二 1(2) 一 pot 
因此 PEF (CAI， 现 在 用 2 和 产 及 用 wa 和 广 代 赫 p 和 了 52) 式 
都 成 立 ; 车 将 所 得 的 丙 个 方程 相 减 ， 我 们 可 以 得 到 (0) 的 一 半 ， 用 
产 和 缘 代 替 广 和 2, 同样 的 方法 可 证 明 另 一 半 ， 

7.9 反例 下 面 的 三 个 例子 将 指出 ,定理 ?6 和 ?8 的 各 种 
假定 都 是 不 能 删 掉 的 ， 

《的 设 = 了 =[0, 卫 ,4=4 二 在 [0,1] 上 的 Lebesgue 测 度 . 选 
到 46.} 使 0=61 过 5 之 5 之 ,>1, 且 设 y, 是 云集 位 于 (6; ,6n+1) 


内 的 实 运 续 函数 ， 使 得 | g(t dt 二 1， 对 n=1,2,3,… 成 立 ， 
定义 
fr, 8) = PLT) gs) Tg CY) 
Rt 二 1 
注意 在 每 一 点 (x, 引 , 式 中 至 多 有 一 项 异 于 0， 于 是 在 了 的 定义 中 
没有 收敛 性 的 问题 ， 一 个 简单 的 计算 指出 
| .az fer, way=12#0=] dy| fe, war 


因此 虽然 两 个 黑 次 积分 存在 , Fubini 定理 的 结论 却 不 成 立 。 注意 
在 这 个 例子 中 ,除去 在 (1,1) 这 点 以 外 ,了 是 连续 的 。 但 是 


| ez| fs, nlay=00 


C5) 设置 = 了 =[0,1], 4 一 [0,1] 上 的 上 Lebesgue 测度 ，4 一 了 
上 的 计数 测 庶 .车 4 二 如 令 f(z,9)=1; 若 上 令 Fo 的 一 0, 则 


| fr dans)=0, Fe)aa9)=1 


- 16569. 


对 所 有 [0, 了] 内 的 x 和 了 成立， 因此 
| day)| Fle, 9dnlz) 01 


=| az( 相 | fr, Wd) 

这 次 是 由 于 4 不 是 e- 有 限 笛 导致 朱 网. 
请 注 洽 , 苦 儿 是 所 有 [0, 1] 的 Lebesgue 可 调集 的 类 而 坊 是 由 
[0,4j 的 所 有 壮 集 组 成 ， 则 我 们 的 尔 数 了 是 ( 字 x 古 )- 可 测 的 .要 
堵 出 这 点, 注意 了 = Xes， 这 里 厂 是 章 位 正 方形 的 对 角 线 ， 给 定 #， 


令 
Il 
1; | 入 | 
n= TTT XIIOU Us, XT) 


则 @, 是 可 测算 形 的 有 限 并 ,和 且 P= 站 Qn. 
(5) 在 例 ( 丰 和 例 (3) 中 ,Fubini 定理 不 成 立 是 由 于 或 者 国 数 


并 且 令 


er ere en 


可 测 的 这 一 要 求 所 起 的 作用 ， 

为 了 更 加 精确 地 提出 向 题 ， 假 定 2(X)=A7)=1, 0<f<1 
《因此 “大 "这 一 点 当然 就 避免 了 ) 假定 对 于 所 有 的 x 和 y，f; 是 
驴 - 可 届 而 疡 是 史 - 可 测 的 ,并 且 假 定 史 是 多 -可 测 和 旨 是 宁 - 可 测 
的 、 这 里 和 和 7. 341) 一 祥 地 定义 。 则 0p 所 1, 和 0 所 1， 
并 且 两 个 景 次 积分 都 是 有 限 的 (注意 在 定义 黑 次 积分 时 不 需要 
涉及 莱 积 测度 . ) 能 得 出 了 的 两 个 标 次 积分 相等 中? 

这 个 (可 能 令 人 惊 惕 的 ) 回 答 是 , 否 ， 

在 下 面 ( 由 Sierpinski 给 出 ) 的 例子 中 ,我 们 取 

(XP, 0) 一 (34)=[0,1] 
有 具有 Lebesgue 测 庶 。 这 个 构造 依 囊 于 连续 统 假 设 , 存在 一 个 单位 
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区 间 [0， 匡 到 良 序 尝 主 上 的 一 一 映 象 7 使 得 对 每 个 EL[0，1]， 
fz) 在 外 内 蔚 多 有 半数 多 个 先行 元 素 。 这 是 读 假 设 的 一 个 推论 . 
我 们 承认 它 的 合理 性 ， 设 外 是 单位 正方 形 内 所 有 使 得 兴 ?) 在 本 
内 前 于 天 纺 的 那些 (2, 幻 的 集 、 对 于 每 一 个 zxE[0，1],8; 包含 了 
[0,1] 的 除去 可 数 多 个 点 外 的 所 有 点 ;对 于 每 一 个 gE[0, ,至 
多 包含 [0,1] 的 可 数 多 个 点 。、 若 1 一 *。, 得 出 大 和 产 是 Borel 可 
测 的 , 并 且 得 出 


v5)=| fa)ay=1, (的 = f(s, as=0 
对 所 有 的 2 和 成 立 ， 因 此 
arf f(g, way=1¥0=| | fla, ds 
[a -人 0 [i . 


磁 积 测度 的 完备 化 

7 0 若 (, 双 A 和 (7, 仿 , 4 都 是 完备 测度 空间 ，( 互 X 了 ， 
gx 史 ，KX 力 湖 不 一 定 是 完备 的 .这 种 现象 并 设 有 什么 毛病 : 假 
定 存在 一 个 具有 4(4) 二 0 的 4E 字 ,4 取 久 ;并 假定 存在 一 个 BCY， 
使 BES. 则 4xXBCAxY, (uxA)CAxY)=0, 但 4xB#%P x 
字 , 【后 一 个 断言 由 定理 ?7 2 得 出 . ) 

例如 ， 若 4 二 4= mi(R1 上 的 Lebesgue 测度 ), 设 4 由 任 一 点 
组 成 ,并 且 设 召 是 总 的 任 一 不 可 测 集 ， 于 是 加 ;XxX mi 不 是 一 个 完 
备 广度; 特别 名 ;Xx mi 不 是 加 ;,。 因 为 后 省 根据 它 的 构造 是 完备 的 . 
然而 , ms 是 本 Xx 王 (的 完备 化 ， 这 个 结果 推广 到 任意 维 数 ; 


~ 扩 上 轩 一 Sbesgue 测 展 , i 


De A 


证 明 设 多: 和 对 分别 是 到 的 所 有 Borel 集 的 2- 和 代数 和 
Rt 的 所 方 Lebesgue 可 测 集 的 9- 代数 ， 首 先 证 明 
(1) 禾 ; 遇 ,x 入 ,Cm, 
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每 一 个 - 胞 腔 属 于 中 ;x 踊 ,。 用 和 胞 腔 所 生成 的 0- 代 数 是 
珈 :因此 穹 : 记 疯 ;x 神 ,。 其 次 ,假定 BE 器 ,和 ER,。 根 据 定理 
2.20(5)， 容 易 看 出 了 xR 和 各 xF 同 时 属于 喷 ;:， 对 它们 的 交 
x 玉 同 样 是 正确 的 。 于 是 得 出 

和 x 久 , 诛 汶 ;， 

选取 Ex 时 ,， 则 和 Si ， 所 以 存在 PP 和 Ps€ 徊 ,， 使 得 
PCOCP,Hm(P PY)=0 ms 和 mm, Xx mm 二 者 都 是 丸 平 移 不 
变 的 Borel 测度 ， 宅 们 对 每 一 个 *- 胞 驻 指 定 同一 值 ， 根 据 定理 
2.20(9) ,因此 在 示 ,: 上 它们 是 一 致 的 . 特别 ， 

(mr x MNAO—P)EUm, x m) CP ~—~P,) 
=m;, (Ps—P,)=0. 
并 且 因 此 
(mx MIO 一 《入 mCPD)= mA(P) = (0) 
所 以 在 照 ;,x 对 ,上 mr Xx ms 和 Mm 一 致 . 

现在 得 出 驶 ;是 于 ,x 驶 , 的 (mx 名 小 -完备 化 ,而 这 就 是 定理 
所 断言 的 . 

”我 们 用 Fubini 定 理 的 另 一 种 说 法 来 结束 这 一 节 。 这 个 结论 
就 定理 7. 11 看 来 是 特别 感 兴趣 的 部 分 . 


EE 
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这 个 证 明 依 赖 于 下 列 两 个 引 理 ; 
引 理 1 假定» 是 0- 代数 吏 上 的 正视 度 ， 完 * 是 现 关于 » 的 


PE 


Te Ee A ee ee er ee me pr to 


使 得 f=9 ae Ed 


( 当 y 是 昼 的 Lebesgue 测度 并 且 驶 是 所 有 的 成 的 Borel 集 
的 类 时 ,就 出 现 这 个 引 理 的 一 个 有 趣 的 特殊 情况 ) 


i i Es hi 
ee 
EE hr A A EG ee 


rd 人 


关 我 们 假定 两 个 引 开 成立 ， 定理 的 证 明 立 即 可 以 得 到 : 车子 
如 同 定理 所 述 的 一 样 , 引 理 1 (对 了 于» 一 EX 放 指 出 ,f= 二 g 十 ,这 里 
二 0 a.8.[4xN], 并 且 9 是 (多 Xx 儿 )- 可 测 的 ， 定 理 7， fy 
9g. 引 理 2 指出 天 二 9 a.6. [4] 对 几乎 所 有 的 成 立 ， 且 下 = 
a. e.[4] 对 几乎 所 有 的 成 立 ， 闲 只 了 两 个 时 次 积 信和 重 各 分 
与 9 的 累 次 积分 和 重 积分 相同 , 从 而 定理 得 证 . 

引 理 1 的 证 明 假定 了 是 跑 *- 可 测 且 了 宕 0.。 存在 观 *- 可 测 
的 简单 国 数 0= so 志 纪 和 红 迄 使 得 对 每 一 个 XEX， 当 %->% 时 
3n(T)>JZT)， 因 此 了 二 了 (soti 一 8s)， 因 为 ss 一 ss 十 转 征 函数 
的 有 了 版 的 线性 组 台 , 所 以 存在 常数 ce; 守 0 和 集 加;E 岗 +, 使 得 


fr)= Dex (ET) (mER) 
#=1 
喇 *#+ 的 定义 指出 ( 见 定理 1. 36); 存在 集 4E 昭 ,BE 中 ,使 得 4,CCE， 
CB; 且 vy(B, 一 4;)=0. 定 尺 
y= Sex (zt) (xET) 
+ = 


财 国 效 ?是 踊 - 可 测 的 。 且 可 能 除去 *E UE 一 4)CCU(B, 一 A.) 
的 都 些 点 外 ，9(7) 二 入 5)。 因 为 ?4B; 一 4;) =0 对 每 一 个 成 立 ， 
得 出 8g 二 fa.e. [rj， 从 这 个 结果 可 以 得 出 一 般 情况 (f 是 实 的 或 
复 的 ). 
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引 理 2 的 证 明 译 卫 是 芯 x 了 的 所 有 使 h(x,P 短 0 的 点 的 
集 ， 则 PE( 久 x 有 CKx4)(P)=0. 因此 存在 一 个 8EXF， 
使 律 PCQ 且 (4xD@=0。 根 据 定理 7.6 有 


(1) | aesan(e)=o 


设 六 是 使 4@2)>>0 的 所 有 ?EX 的 集 ， 从 (1) 短 出 《一 对 
每 一 个 生生 本 计生) 二 0， 因 为 PC@, 且 (了 , 仿 ,14) 是 完备 的 测 
度 空间 ， 若 YNV， 则 Ps 的 每 一 个 子 集 属于 多 .六 8 疙 P.， 则 
st) 一 0。 于 是 我 们 看 出 :对 每 一 个 x 仿 术 ， 生 是 了 -可 测 的 , 且 
he(¥) =0 ae [4]. 
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7.13 经 常 遇 到 能 用 证 明 茶 个 集 确实 很 大 的 方法 证 明 谈 集 是 
不 空 的 ， 这 个 “大 " 字 自 然 可 以 涉及 各 种 性 质 ， 共 中 之 一 《比较 原 
始 的 一 个 ) 是 势 . 存在 超越 数 的 著名 的 证 明 提 供 了 一 个 例子 : 仅 
在 在 可 数 多 个 代数 数 但 基 存 在 不 可 数 个 实数 。 因 此 ， 超 越 实数 的 
集 是 非 空 的 ， Baire 定理 的 应 用 基于 “大 ”的 拓 提 概念 ; 称 密 的 G。 
集 是 完备 度量 空间 的 “大 " 子 集 . “大 ”的 第 三 种 形式 吓 测 度 论 的 形 
式 : 人 们 可 以 党 试用 证 明 测 论 空 间 中 基 集 具有 正 测 译 或 用 证 明 它 
的 余 集 具有 和 零 测 度 的 方法 更 加 好 些 ,来 证 明 读 集 是 不 空 的 . Fubini 
定理 在 这 种 形式 的 论证 中 经 常 出 现 . 

例如 , 设 了 和 喉 忆 (有 ) 暂时 假定 请 >0 和 89 空 0， 并 考虑 积分 


(1) az)=| f(s—t)9 ar (一 co 一 pr<oo) 


对 任 一 固定 的 z, (1) 的 被 积 函 数 是 值 域 在 [0，ce] 内 的 可 测 函 数 ， 
以 致 由 z) 一 定 可 以 用 (1) 很 好 地 确定 ,并 县 0<h(z)<co. 

但 是 否 存 在 一 个 “使 Kz) 过 eo 呢 ? 注意 到 对 每 一个 固定 的 
+ 174. 


2 必 1) 中 的 被 积 国 数 是 天 的 两 个 元 素 的 生 程 ， 并 有 旦 这 样 的 滋 积 不 
总 是 在 无 : 内 的 . [例如 当 0<s<1 时 , (2)=9(7)=1/v , 当 了 
为 共 他 值 时 为 0.] Fubini 定理 将 给 出 一 个 肯定 的 回答 ， 事 实 上 ， 
它 将 指出 hED1(B') ,因此 ,2)<co ae， 

7.14 定理 假定 JE5(R'), geL(RD)， 则 


(1) [f(s—p9) ldy<o0 
对 几 有 所 有 的 了 成 六 对 于 这 些 二 定义 
(2) Mz)=| fay)gC) dg 
则 AZCR ,并且 

(3) 让 Sb 
这 时 

(4) 1 = FC) as 


Preepp 


我 们 称 训 为 了 和 9 的 卷 积 ,并 记 以 名 = 了 xg. 

证 明 存在 Borel 池 数 下 和 gg, 使 得 fo 二 J a.e. 和 = a.e. 
车 用 轧 代 规 玉 用 gi 代替 g， 对 上牌 一 个 x, 积分 (1) 和 (2) 不 变 因 
于 从 一 开始 就 可 以 假定 ,f 和 9 都 是 Borel 函数 . 

为 了 应 用 Fubini 定理 ,首先 证 明 , 由 


(5) Pirx,y) =f(2—y)9(y) 
定义 的 函数 下 是 王 上 的 Borel 函数 . 

由 
(6) PAY, Y) = px, Y=Y 


定义 yp: BB->R'I 和 vy: RB->R', 则 f(z 一 =(fop){r, 9 和 vy) 
二 (9 只)(Z,8)， 因 为 pp、 都 是 Berel 函数 ， 定 理 1. 12(4) 指 出 ， 
fowg 和 9g> 罗 部 是 矿 上 的 Borel 函数 ， 因此， 它们 的 乘积 也 是 
Borel 靖 数 ， 

* 7+ 


其 次 ,我 们 考察 一 下 : 
(7 Fay Lr, wide=| gp1@g| fs—5) as 


= gl 
因为 根据 Lebesgue 测 座 的 平移 不 变性 ,对 每 一 个 yER'， 


(8) [fn iar= fh 


于 是 FEDI(R?)， 并 且 Fubini 定理 葡 涵 着 积分 (2) 对 几乎 所 
有 的 ZE 如 :存在 ,并 且 R51CR')，、 最 后 ;根据 (7)， 


l=| ace) lav| dso) Fw, lay 


=| .al ze laz=|fl, gb 


这 就 给 出 了 (3), 并 且 完 成 了 证 骨 ， 
卷 积 将 在 第 九 章 起 着 重要 的 作用 . 


习 题 

1 斤 出 一 个 集 开 的 单调 类 路 的 例子 , 使得 下 E 明 ,是 E 钼 ,但 狂 不 是 一 个 
G- 人 代数， 

2 需 定 上 是 吾 : 上 的 Lebesgue 可 测 的 非 负 实 星 数 ， 而 4( 用 基 了 的 级 
坐标 集 ， 这 就 是 所 有 (zx, 办 EBR: 使 0<y<<f(w) 的 点 集 . 

《9 和 (有 ) 在 二 维 的 意义 下 Lebesgue 可 测 , 对 吗 ? 

忆 ) 若 ( 人 的 回答 基 背 定 的 ,了 在 吾 上 的 积分 等 于 4( 因 的 测 康 吗 ， 

《ce) 了 的 图 入 是 严 的 可 测 子 集 吗 ? 

{8) 若 人 6y 的 回答 是 肯定 的 , 这 个 图 象 的 测度 等 于 零 吗 ? 

3 找 出 一 个 在 开间 位 正方 形 内 的 正 连 绿 范 数 了 的 例子 ， 它 (关于 Le- 
besgue 测度 ) 的 积分 是 有 限 的 ， 但 对 菜 个 xEC0，1) (在 定 者 7. 8 的 记号 下 的 ) 
(2) 是 无 限 的 . 

4 假定 1Sp 和 00, ELI RD), gELr (RY). 

(9) 和 仿效 定理 7. 14 的 证 明 去 证 明定 六 为 评 * 9) (xz) 的 积分 对 几乎 所 有 
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的 之 存在 ,了 *+ gEL?CRD), 并 证 本 
上 Frgl llsl 
(5) 指出 当 p=1 或 =oo 时 ,在 (9) 的 不 等 式 中 等 号 能 鲍 成 立 ， 若 且 找 
出 使 等 人 号 饶 立 的 条 件 ， 
(te) 和 概 定 1 一 3 一 ce, 并 且 奋 介 ) 中 等 号 成 立 , 由 此 证 明 或 是 了 一 0 ae. 或 
是 9 一 0 a.e。 
(8) 候 定 1 所 zp 乞 oc, 2>0, 证 明 存 在 攻 I(BD) 和 9E1L?(RD) 使 得 
Hf#gl > C1—e2 fl 
5 设 型 是 所 有 的 吾 上 的 复 Borel 测度 的 Banach 空间 、， 间 的 落 数 是 
#11{RD， 对 每 一 Borel 集 吾 王 有 1 对 应 -个 集 
五 > 一 人 和 站) :s+ BIR 
车 点 和 4E 开 ,定名 它们 的 浴 积 上 ts4 为 对 每 一 个 Borel 集 吾 玫 站, 由 
【六 【加 = (HA) (EY) 
所 给 定 的 集 阔 数 ， jy XX 同 定 六 ?7,7 一样. 
(9) 证 明 pxAEH, 并且 sz*2 志 和 用 及 
ta)》 证明 P*4 是 唯一 的 >E 弄 ,使 得 


f= | ft dra ty) 
对 每 一 个 fcCu(BD 成 立 。〈 所 有 积分 展 布 在 Rl 上 ). 
te) 证 明 于 中 的 卷 积 是 交换 的 , 结合 的 , 并 且 关 于 加 法 是 分 配 的 . 
{d) 证 明 公 式 
(as 和 (=|u(B -dt) 


对 每 一 个 上 和 XE 对 和 对 每 一 个 Borel 集 五 成 立 ， 这 里 
E—i=is—t:rtE} 
le) 若 志 集中 在 可 数 集 上 ， 就 定义 是 离散 的 ， 者 对 每 一 个 ER， 
上 (fy) 一 0, 就 定义 上 是 连续 的 ， 设 吉 是 已 上 的 Lebesgue 测度 {注意 ,mm 
了 Hy)， 证 明 车 & 和 4 都 是 高 散 和 的, 则 4*4 基 离 及 的 ; 若是 连续 的 且 AE 戏 ， 
则 pe*A4 是 连续 的 , 并 且 若 产 实 三, 则 jz* 计 < 必 掀 ， 
中) 由 定 一 fm, dA 一 gdm，fEIACRYD) 和 gE11 CRD， 证 明 du#) 一 
(fg) dm. 
(9) 性 质 {中 和 和 (6) 表明 ; Banach 党 问 形 就 是 人 们 所 称 为 的 交换 Bana- 
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ch 代数 ， 证 明 (e) 和 (让 副 涵 著 站 内 所 有 的 离散 测度 的 集 是 对 的 一 个 子 代 
数 ; 连续 删 论 构 成 性 的 一 个 理想 ， 并 且 羔 于 澡 绝 对 过 续 的 测 论 构 皮 对 的 - -个 
理想 , 它 ( 作 为 一 个 代数 ) 同 购 宁 工 ! {1). 

(8 证 明 形 具有 单位 元 , 即 证 明 存在 一 个 让 于 ， 使 得 6*x 一 六 对 所 有 的 
HE 有 HE 成立. 

4 在 这 些 讨 论 中 ， 仪 用 到 总: 的 两 个 性 质 : 请 是 一 个 交 拉 (加法) 群 ， 
存在 一 个 -R! 上 的 平移 不 变 Borgl 测 诬 可 ， 这 个 测度 不 恒 秘 隆 0， 并 县 它 在 
Ri 的 所 有 紧 子 集 上 基 有 限 的， 证 明 考 用 天 代替 如 或 用 全 {单位 加 局 ) 或 用 
TE 锥 环 面 , 即 庆 个 全 的 管 卡 儿 莱 积 ) 代 杰 RR!, 当 庆 当地 阁 明 定 光 之 后 , 同样 
的 绩 果 种 都 成 立 ， 

6 《在 本 内 的 援 坐 标 )， 设 3- 是 天 内 的 划 位 球面 ， 即 所 有 猎 原 
点 前 距 离 是 1 的 那些 号 天 的 集 ， 证 明 每 一 个 zf 避 , 除 友 3z3=0， 具 有 唯一 的 
表达 形式 x=?%， 这 里 7 是 一 个 正 实数 有 wwE8;-:， 于 是 BF 一 0 可 以 看 作 
(0, so] XX 二 5-1 的 笛 卡 儿 莱 积 . 

设 m 是 瑟瑟 的 Lebesgne 测 席 ， 在 访 :-1 上 定 六 一 个 测 诬 o -4 如 下 : 
若 4 己 Si -1 旦 4 是 Borel 集 ， 设 托 是 所 有 点 ru 的 入 ,这 里 0<r<<1 和 外 
总 ,并 且 定 义 


ga- A) Em (aA) 
证 明 公 式 
| fam: = | ra 1 -Tora Ro -1 Cu) 


对 每 一 个 所 上 非 负 Borel 医 数 了 了 成立， 验证 这 个 结果 痊 记 =2 时 和 外 =3 时 
与 熟知 的 结 提 机 一 镍 . 

提示 : 寺 0<71<rs, 且 若 寻 是 584-1 的 开 于 集 , 设 加 是 所 有 具有 过 7 过 
ya, aiE44 的 7 的 集 ， 验 证 公式 对 百 的 特 入 阔 数 威 立 ， 从 而 过 渡 到 Rt 中 $30- 
rel 集 的 恬 征 函数 ， 

7 慨 定 (区 ,说 和 t， 宁 ， 因 是 0- 有 限 测 度 空 间 , 并 且 根 定 节 是 字 
六 名 上 的 测度 , 使 得 

PAXB) = CA) ACB) 


当 4AESt 和 BES 时 成 立 ， 证明 内 ( 罚 ) 一 (4XA) (对 每 一 个 ESP X 儿 成 立 . 

8 (mi 假定 了 是 如 上 的 突 函数 ， 便 得 每 -个 截 日 了 是 Borel 可 测 
的 和 每 一 个 截 口 产 是 连续 的 ， 泪 明了 在 总 上 是 Borel 可 测 的 ,注意 这 和 
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使 7.3 之 癌 的 对 立 ， 

人) 根 定 了 是 酉 .的 实 国 数 . 它 分 别 对 下 个 变量 的 每 一 个 是 连续 的 . 更 
确切 地 说 ,对 x2,… zz 的 每 一 个 堵 择 ,映射 x 一 (zt za 2 问 是 连续 的 , 等 
等 证明 Y 是 一 全 Borel 前 数 . 

提示 其 蛋 一 耳 /一 而 -的 一 让 令 


f(r, 站 区 一 工 一 人 ~ Ba on 


9 和 候 定 吾 是 豆 ! 中 的 机 让 和 而 了 是 EE? :的 实 卫 多 使 得 (中 对 每 一 个 
TE 是 Lebesgue 可 油 的 , (8) 对 几乎 所 有 的 关 B， 天 是 连续 的 ， 证 明子 
在 RR? 上 是 Lebesgue 可 测 的 ， 

10 ”假定 上 是 RB 上 的 实 为 次 , 对 每 一 个 2 了 是 Lebesgue 可 测 的 ， 对 
年 一 个 yg， 斑 起 连续 的 ， 假定 9: R' 王 R' 是 Lebesgue 可 测 的 ， 且 他 下 及 
二 f(g(D, 拉 证明 训 在 R11 上 是 Lebesgue 可 测 的 . 

提 东 : 象 习题 8 一 带 定 义 上 ,信和 (的 二 fs49 19), 以， 证 表 和 和 ,是 可 测 的 
着 证 明 和 王 有 (和 ， 

]1 设 品 : 是 如 的 所 有 Borel 集 的 5- 代 烤 ， 证 晴 受 ma 一 加 aX 三 mw 这 
是 与 定理 7. Id4 在 美的 结果 . 

12 利用 Fubini 定理 和 关系 起 


| ed {20} 
si 


去 证 明 
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第 八 章 微 分 


测度 的 导数 


为 了 引出 定义 8. 3， 我 妇 内 关于 某 些 点 郁 数 的 导数 的 一 个 定 
理 开 始 . 

8.1 定理 假设 4 是 到 上 的 复 Borel 测度 和 
(1) flr)=p (oe ,2)) -2 


er 人 


(a) 在 ft 可 微 是 了 (72) 二 A. 
《5) 对 每 一 个 2 守 0, 存在 一 个 520, 使 得 


.SEE 


Pt _ 
2) mnD Ae 


对 每 一 个 长 讼 小 于 6 的 包含 * 的 开 区 间 了 成 立 . 

这 里 加 表示 RI 上 的 Lebesgue 测度 ， 

证 明 假 制 在 基 一 个 包含 2 的 线段 tt ， 用 py 一 4m 代替 4( 因 
此 新 的 测度 是 有 限 交 )， 这 就 表 上 明 可 以 假定 4=0 而 不 类 去 一 
般 性 . 

车 PCz)=0 和 8s>0, 则 存在 一 个 6>0, 当 用 一 zj < 时 ， 

(FCO —fr) | elt~z! 

假设 YET =={s，#)， 有 ff 一 8 之 86， 选 腾 54 使 gj 六 83 这 + 


na, 囊 


| RECLsv， 2)! = T(r) | 
SIFT) T+ Fr) fs) 
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Self 2) E(t sn) 
=e(f— 8n) em(!) 
并 且 因 为 了 = UU([ss,1))， 得 出 ]2(TD)1 坟 em(1)， 于 是 (中) 蕴涵 着 
(5), 

其 次 ,假设 (8) 对 和 4=0 成 下， 选取 ce 守 0, 且 象 在 (5) 内 一 样 地 
选取 0， 如 果 8 之 7 之 t 和 tf 一 8 过 6, 选取 85。 使: 一 6<8 芝 88 之:， 
并 且 limss 二 8。， 则 对 所 有 充分 大 的 % 

lu((Csn 区 了 | elt een) 
因为 [s, 忆 关 站 (sn 英和 
Ni)—f(s)= (Es, 1)) 
由 此 得 出 
(3) f(t)—f(s) 1 elt—s| (ext<st+d) 
若 ( 恕 成立; 则 ux(43)) 一 0, 这 里 {是 仅 由 所 组 成 的 党 ， 因 噬 了 
在 点 zz 达 续 ， 所 以 在 (3) 内 , 不 是 5 就 是 1 能 被 x 代替， 我 们 便 得 
出 (x)=0, 
8.2 定义 定理 8.1 启发 我 们 ,4 在 人 “的 导数 可 以 定 尺 为 当 


区 间 了 收缩 至 点 2 时 ， 商 上 对 -的 极限 ， 当 然 , 也 能 考虑 商 4(E)/ 


轴 ( 百 ) 的 极限 ， 这 里 及 跑 遍 某 一 个 另外 的 集 族 ， 下 面 将 不 仅 在 BR 
上 ,而 是 在 任 一 欧 氏 空间 五 * 上 做 这 些 工作 ， 

假设 xSBr， 对 Br* 内 的 Borel 集 序 列 {B;}， 若 存在 一 个 具有 
下 列 性 质 的 数 >0; 每 一 个 B; 在 一 个 以 x 为 中 心 半 径 ri>>0 的 开 
球 B(x,7,) 内 ,使 得 
(1)  m(B)Pam(Bz,r)) (i=1,2,3,.) 
并 且 当 ico 时 ,7,->0， 就 称 {Bi} 良 好 地 收缩 于 z.。 《这 里 以 及 今 
后 , m 表示 司 上 的 Lebesgue 测度 ). 

注意 , 这 既 不 要 求 ze8,, 甚至 也 不 要 求 x 在 ;的 闭 包 内 ， 条 
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件 (1) 是 要 求 每 一 个 十 ; 必须 占有 全 的 某 个 球形 邻 域 的 租 当 大 的 部 
分 的 定量 叙述 ， 价 如 ， 直 径 趋 于 零 的 最 长 的 杭 比 最 短 的 楼 至 多 大 
1000 倍 的 胞 腔 的 序列 套 是 良好 地 收缩 的 ，( 在 局 内) 楼 长 分 别 


为 二 和 (地 ) 的 矩形 序列 套 则 不 是 良好 地 收缩 的 ， 


3,3 定义 若 & 是 Br 上 的 复 Borel 测度 ， 芋 5E 避 ,4 是 一 
个 复数 ， 洲 县 苦 


.HCE) 
(1) lm (By™4 


对 每 一 个 良好 地 收缩 于 = 的 序列 (8,} 成 立 , 则 称 4 为 & 在 z 的 导 
数 ， 并 且 记 以 
(2) (DH)Cz)=4 

一 个 葛 加 完全 的 叙述 是 , (Dy) (zx) 是 上 在 x 美 于 Lebesgue 
测度 mn 的 导数 

这 章 的 主要 结果 是 定理 8.6， 下 面 两 个 引 理 将 在 它 的 证 明 中 
用 到 . 

8.4 引 理 车 介 是 忆 : 内 的 开 球 族 ， 其 并 是 仿 ， 并 县 车 # 声 


EE ETE Te ee ee ee ee 


Sm(Bi) 3 
ti=t 


证 明 选取 紧 集 KC 玉 ， 使 mx( 区 )>>f，( 这 用 到 澡 的 正则 
性 . ) 根 据 紧 性 , 下 可 以 被 借 的 有 限 多 个 元 娄 所 覆盖 ， 比 如 谱 必 ，， 
3 …… Sa， 我 们 可 以 把 它们 排列 起 来 ， 使 得 它们 的 半径 (3)) 对 
一 1 2 下, 了 一 1 满足 YOS7) 守 7?( 语 ;0.1)， 

令 Bl 二 S\， 把 所 有 与 B 相交 且 >1 的 那些 态 ; 出 去 ， 设 B， 
一 全 : 十 余下 的 全; 中 的 第 一 全 (如 果 存 在 的 话 ). 把 所 有 的 与 BB 
相交 且 7>i; 的 那些 5; 删 去 ， 设 = 5;, 是 余下 的 5; 中 的 第 一 
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个 ， 只 要 可 能 ， 就 进行 下 去 ， 
这 就 给 出 了 不 相交 的 集 族 {B,,…, B,). 
每 一 个 删 去 的 S; 是 与 某 个 B; 同心 的 其 半径 3 倍 于 B, 之 半 
径 的 球 Ps 的 于 集 . 于 是 下 CB1U BsU…U ps， 由 素 得 出 
tm(K)S DI mp ) = Sm(B,) 
8.5 引 理 要 人 下 人 于 Or 写本 人 


态 有 院 HJ， 区 二 


Ca) mA—A4)=0 =0; 
(8) (Dg)(z)=0, 对 角 个 E44 成就， 


证 明 定义 委 是 所 有 满足 


HB 7)) 
(1) lim ht 7)) 


的 那些 rE4 的 集 ， 

[车 (1) 的 极限 存在 ,通常 称 为 4 在 x 的 对 称 导数 ， 回 忆 一 下 ， 
B{%,?) 是 中 心 在 x 半径 为 + 的 开 球 .] 

对 于 j=1,2,3,…, 设 Pj 是 所 有 满足 


uCB(r, ?+)) 
Co} Limsup 帮 和 > 于 


的 那些 xE4 的 集 ， 我 们 将 要 证 明 
(3) m{P)=0 (j=1,2,3,.) 
因为 4 一 4 = UP;, 从 (3) 就 可 得 出 (9), 
固定 六 国 定 * 关 0 因为 x(4)==0, 存在 一 个 开 集 FV 二 4, 且 有 
RD<e， 每 一 个 3EPi 是 一 个 开 球 B.CVY 的 中 心 , 使 得 
(4) m{B)< jun(B,) 
设 瑟 是 这 些 B, 的 并 选取 1 之 m(V)， 引 | 理 8. 4 指出 {B.: xEPy)} 
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有 木 相交 的 子 集 族 {B,,, “Bs,}, 使 得 
135 Sm(B, )<3} Du(B,) 
t=1 tml 


= ja(B,, UB UB ) < VT) je 
于 是 中 ( 栈 ) 安 3 je， 因为 忆 安 不 ， 面 是 任意 的 ,看 出 P; 在 Le- 
besgue 测度 任意 小 的 开 集 内 。 因此 六 的 完备 性 蕴涵 着 P; 是 可 测 
的 , 且 oatPi) 一 0， 这 就 证 明了 (3)。 因 此 证 明了 (o). 
为 了 证 明 ( 四 ,固定 “EE 本 ,并 设 {B;} 是 一 个 良好 地 收缩 于 z 的 
序列 。 程 据 定义 8.2， 存 在 开 球 B(x, ?0 汪 Bi， 使 得 ?~>0, 并 且 
使 得 


(5) mE)om( Be, 7:)) 
对 所 有 的 了 和 某 个 a>>0 成 立 ， 因 此 
(6) un(B,) ol (Bre, 7;)) 


mB) a mtB(z,7)) 
因为 (1) 对 每 一 个 zE4' 成 立 , 所 以 C6) 证 明了 (DJ)Cz) 一 0 
(a) (DD)(z)a.e.[m] 存 在 ， 和 
(8) DueEL(BR'), 并且 


a 


(e) 对 每 一 个 Borel 集 到 
(EB) =p(E) +| prs)as 


A er 


TT 


《i) gz< 才 m, 当 且 仅 当 


Hz( 且 = | (Du)(z)zz 


对 每 一 个 Borel 集 畏 成 立 ， 在 这 种 情况 下 , (作为 商 的 极限 所 计算 


TN 


的 ) 导 数 Dk a.e. Fm] 和 Radon-Nikodym 导数 44/4mw 一 致 

证 明 由 于 Lebesgue 分 解 定理 ,分 别 对 上 | m 和 对 上 rw 证 
明定 理 成 立 就 够 了 . 同时 仆 考 虑 实 的 上 也 就 足够 了 ， 

车 1] 上 wm 并 且 4 二 p* 一 2 是 上 的 Jordan 分 解 ， 则 Am， 
所 以 存在 一 个 Borel 集 4， 具 有 p+(4)=0 和 m(A7)==0。 和 祖 据 引 
理 8.5, (DA DZ) 一 Da.e6- [mj] 同样 的 讨论 也 证 明 (Dy 多 2 一 0 
8.e. [7]。 因 此 (gfz7 一 0 有 ee [mj. 

其 次 ,假定 4< 扩 人 和 下 是 实 的 。 

根据 Radon-Nikodym 定理 , 存在 一 个 实 Borel 邱 数 


7fEP (R') 
使 得 
(1) HB) = | fr)ds 

靳 
对 每 一 个 Borel 集 吾 成 立 ， 因 此, 从 我 们 现在 将 要 证 明 的 等 式 
(2) (DH)Cz)=f(z) (a.e.[m]) 
可 得 出 定理 的 结论 . 
将 每 个 有 理 数 7 对 应 于 集 

(3) 册 一 tz:(z)<<r)，B 一 (zz)32 叶 
并 用 
(4) (8)=| (FCz) 一 rdz 


定义 正 的 Borel 测度 4,。 因 为 4.C4,)=0,3 引 埋 8.5 指出 存在 一 个 
集 4 性 41, 使 得 加 (4 一 4:)=0, 并 且 , 车 xE4r 
(5) (CDhn(z)=0 

令 了 = U;:(dr 一 4)， 则 wm( 了 ) = 二 0 挑选 了 以 外 的 基 个 x«, 设 
{ 权 站 良好 地 收缩 于 x, 并 选择 7 渤 fCz)、， 则 weEA4.。 因 为 


a(B)—rm(B)=| (fy) —r) dy hE) 
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我 们 有 


WB) -AB) ， os 
(6) Ht? (i=1,2,3,*") 
因为 x 全 了 ,有 xeE4A;。 因 此 (5) 和 (6) 给 是 
0 tmp hj" 
这 对 大 于 f(r) 的 每 一 个 有 理 数 7?, (7) 式 都 是 正确 的 ， 因 此 
(8) limsup 人 Hr) 


现在 我 们 已 经 证 明了 : 几乎 对 每 一 个 xE 瑟 和 每 一 全 良好 地 


ns A 


如 时 我 们 用 一 上 代替 上 4, 因 之 用 一 了 代替 了 便 得 出 几乎 对 每 一 
个 TER* 和 每 一 个 良好 地 收缩 于 z 的 序列 {加 站 满足 


nH{E.,) 
{9) liminf mE yf(7) 


因为 (8) 和 (9) 给 出 (2), 故 定理 证 明 完 毕 . 

8.7 评注 通过 考察 定理 8 6 的 证 明 将 会 显示 出 , 当 关 仅仅 
定义 在 基 个 开 集 VCB 内 的 Borel 集 上 时 ， 定 理 8. 6 显然 也 是 成 
普 的 . 《因此 ,这 个 结论 当然 仅 在 了 内 成 立 。) 或 者 依照 实际 情况 ， 
我 们 对 所 有 的 CFV" 简单 地 定义 kK(B) =0, 井 且 应 用 定理 ， 

洛 把 (BY) 和 


(1) u(B) 一 | f(z)ds 


称 4 为 了 的 不 定 积分 是 合理 的 ， 用 这 样 的 术语 ， 定 理 8.6 断定 一 
个 不 定 积分 的 导数 ae, [m] 等 于 它 的 被 积 国 数 ， 并 且 断 定 每 一 个 
下 巡 由 是 其 导数 的 木 定 积分 ， 

不 定 积分 的 可 微 性 可 以 解释 为 一 类 Lebesgue 可 积 国 数 的 * 平 
均 连 续 性 *”。 因 为 闭 {1) 成 立 , (D4) C20) = 了 Cxo) 的 断言 无 非 是 说 ， 
+ BG » 


当 百 良好 地 收缩 于 4 时 ， 


(2) am fs >f Co) 
或 者 说 
(3) ai, fr) Ys->0 


(2) 的 左边 是 了 在 靠近 wo 的 很 小 的 集 豆 上 的 平均 ; (3) 的 左边 是 
于 一 了 (zo) 在 如 上 的 平均 ， 

现在 (3) 能 归结 为 消除 在 几乎 所 有 点 x6 的 很 小 的 邻 域 内 由 
了 一 了 (20) 的 符号 的 改变 所 引起 的 影响 ; 或 者 一 个 更 强 的 结论 可 能 
是 正确 的 , 亚 , 对 几乎 所 有 的 zo, | 了 一 了 (zo) | 的 平均 在 zo 的 很 小 的 
邻 域内 实际 上 变 得 很 小 . 这 个 更 驶 的 纪 结论 信守 实 上 是正 确 的 ; 


EAs Ep i 


Eu 


. 1 _ 
(1) et [f(z)—f (ro) de=0 
对 经 ~ 个 好 地 收入 和 so 的 序列 (8 成立 ， 风 儿 平 所 有 的 zyER" 
属于 七 
证明 设 &8 是 复 平面 内 的 可 数 稠密 集 ， 对 rES, 定 义 
(2) p(B)—| KKz) 一 rlaz 
定理 8.6 指出 
C3) Dir) (xo) = | ro) —r| 


对 几乎 所 有 的 各 成 立 ， 设 了 是 例外 集 , 令 了 =UY,, 则 m(Y)= 
0. 
车 mm 冬 了 ，;! 吾 } 和 良好 地 收缩 于 mm， 且 e>0. 则 存在 ES 使 
I(xo) 一 ?| 之 6; 因此 ,Tz) 一 了 zo)[<1f(2) 一 ?| 十 8, 并 且 
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1 Hr) 
A, (fC)—f a0) le bi te 


因为 zo 了, (3) 成 并 ,所 以 对 充 分 大 的 i (4) 的 左边 小 于 2e. 
这 就 对 每 一 个 me 寺 工 证 明了 (1) 式 , 从 而 完成 了 定理 的 证 明 . 

把 我 们 的 注意 限制 于 良好 地 收缩 序列 的 特殊 形式 有 时 是 有 好 
处 的 ， 我 们 现在 就 来 考虑 这 样 一 种 情操 . 

8.9 定义 设 p 是 磺 上 的 实 Barel 测度 .对 于 xERB"* 和 
二 1,2,3,…, 设 An(z) 是 商 LO) /1m(0O) 的 上 确 界 ， 这 里 如 取 遍 所 


有 使 得 xEC, 其 校 平行 吕 标 轴 , 并 且 术 长 小 于 元 的 天 内 的 开 广 广 
体 ， 定义 


(4} 


(De)F)= 1imAs(s) 


因为 A, 这 Anri, 对 每 一 个 xE 惧 ， 这 个 极限 作为 [一 co,co] 内 的 一 
个 数 是 存在 的 ， 

定义 (Bok)(z)， 只 要 在 上 一 段 中 用 “下 确 界 "代替 “上 确 界 ” 
即 可 ， 

数 {( 久 ?0 (CT) 和 {名 on)(#) 可 以 称 为 下 答 Y 点 的 上 “立方 体 导 
数 " 和 下 “立方 体 导 数 ". 注意 ， 当 天 =1 上 时， 立方 体 品 恰好 是 在 第 
8.1 节 所 出 现 的 区 间 了. . 

容易 看 山 , 多 ?4 和 多 ok 是 Borel 国 数 : 若 Au(z)>wx， 则 对 某 
一 个 叱 ( 棱 长 和 二 179) 使 得 xzEC, (CO)>gm( 中 ) 成 立 ; 显然 对 在 这 个 
0 内 的 所 有 的 y, AAC8) 六 @; 于 是 A 是 下 半 连 续 的 ， 所 以 针 ?2 是 
一 个 Borel 函数 .同样 的 论证 方 共 适用 于 狗 。r， 

8.10 定理 假设 4 是 如 .的 实 Borel 测 广 ,4>0 并 且 p 上 | 
到 ; 则 

(Bon)(T)—= a.e.Te] 


这 个 定理 补充 了 断定 ( 狗 2)(?) 0a.e. [ie] 的 定理 8. 6。 
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证 明 ”固定 e>0。 国 为 Lm, 下 上 集中 在 一 个 具有 机 (下 过 
的 开 集 FF 上 ， 对 8% 二 1,2,3,…， 定 义 杏 , 为 所 有 使 得 ( 纺 。2) (7) 
<n 的 那些 zxEF 的 集 ， 设 是 ,的 紧 子 集 ， 假 如 能 证 明 pCK) 
二 0， 则 上 的 正则 性 {定理 2,18) 齐 宾 着 4A(E,) 二 0 对 餐 一 个 3 成 
立 。 这 就 给 出 所 要 的 结果  - 

每 一 个 xEEK 在 一 个 区 间 ICF 内 ， 使 得 ACT) < m(Is) 成 
立 ， 由 于 紧 性 , 玉 被 有 限 多 个 这 样 的 线段 7。。 所 覆盖 .车 BB 的 某 
个 点 在 三 个 人 区 间 内 ,这些 区 间 之 一 必 在 另外 沽 个 区 闻 的 并 中 , 并 且 
可 以 去 掉 它 而 不 改变 其 并 ， 用 这 样 的 方 靶 ， 我 们 能 删 去 多 余 的 区 
间 , 并 且 能 达到 没有 一 点 在 两 个 以 上 的 区 间 Ts 内 ， 这 时 


“ma Ur En 于 mr) 
2 "( U 了 js m{F)}<2ne 


因为 是 任意 的 , 所 以 x(K) =0。 证 明 完毕 . 

注意 ， 在 上 面 的 证 明 中 用 到 直线 的 一 个 很 特殊 的 性 质 ， 习 题 
3 指出 ,车 #>1, 定理 8. 10 事实 上 是 不 成 立 的 。 然 而 , 下 面 器 一 点 
的 结果 是 正确 的 , 它 的 系 在 定理 8. 26 的 证 明 中 将 用 到 。 

8.11 定理 优 设 & 是 素 上 的 实 Borel 测 庶 ,zz0， 并 且 
£m 则 _ 


(BF)= 0 a. ©. [i] 
证 明 因为 p(B*)<<co, 容易 看 出 ,在 某 一 zE 怀 上 (94)(2) 
去 oo 当 且 仅 当 存 在 一 个 整数 区 >), 使 得 4(O) 一 放 z)m(0) 对 短 一 
个 包含 z 的 江 立 方 体 C 其 楼 平行 于 坐标 畏 ) 成 立 . 
对 于 j 二 1,2,3,…， 设 如; 是 所 有 使 得 nCCO) < 过 jm(0) 对 每 一 
个 包含 之 的 加 成 立 的 那些 xE 关 的 党 . 注 辣 每 一 个 玉 ; 是 一 个 六 
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集 . 
选取 >0， 因 为 4 上 Lm, 是 集中 在 某 个 各 (FJ)<e 的 开 集 了 
上 、 内 于 是 下 集 , 象 第 2.19 节 一 样 ， 下 是 可 数 多 个 不 相交 的 单元 
的 并 . 
固定 这 设 @1; 昌 ,93:… 是 上 面 那 些 与 FF 人 NB; 相交 的 单元 - 因 
为 每 一 个 @, 是 开 让 方 体 的 递 降序 列 的 交 , BB; 的 定 父 指出 8(8,) 
二 jm(dn) 对 每 一 个 8 成 立 ， 内 时 


(Ey)=urNE dn( 9.)- 写 x0 


IT m0 ) = jm ( U 0 )<jm tr) <i 


因为 e 是 任意 的 ，&(Bi) 一 0， 根 据 此 证 明 的 第 一 段 , 当 且 奴 
当 YEU 玉 时 (多 "PE)<eo。 但 区 UBD)=0 这 就 完成 了 定 
理 的 证 明 , 

有 界 变 差 函数 

8.12 定义 我 们 将 每 一 个 忌 王 的 复 国 数 了 都 对 应 于 它 的 


人 


(I) TAz)=sup Sf fn 《一 co<w<eco) 


1=1 
定义 ,这 里 上 确 界 是 对 所 有 的 NN 和 对 所 有 使 得 
(2) — OW RL Ny 
的 {x 站 的 可 能 选择 而 取 的 ， 
一 般 地 ， 
(3) OTAT)ETHAD EL {zy) 
若 ?r 大 有 上 界 函数 , 则 (3) 肯 洒 着 
(4) VF) = Lay 
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存在 并 且 是 有 限 的 ， 在 这 种 情况 下 ,我们 称 了 是 有 蜡 变 美的 , 并 称 
下 (六 为 了 的 全 谈 益 ;所 有 有 界 变 鞭 国 数 了 的 业 记 为 BF。 

者 一 ce<<g< 委 op, 如 果 对 应 二 每 一 个 e0， 存 在 一 个 实数 w < 二 
z, 使 得 
《5》 w<f<cz 落 汉 着 | 成 恐 一 Po | < 
则 子 称 为 在 2 点 具有 顾 极限 , 记 以 了 (x ), 若 f(x) 二 JCz), 则 于 称 
为 在 % 点 去 连续 ， 

右 极限 和 从 右 的 连续 性 在 [一 0, 00) 上 类 伺 她 定义， 

我 们 称 图 数 fEBF 为 正规 化 的 , 若 当 % > 一 co 时 ， f(z)->0, 并 
且 了 在 五 的 每 一 点 上 是 左 连 续 的 。 这 些 国 数 前 类 记 为 NBT, 

上 面 仅 仅 考 虑 了 定义 在 请! 爹 体 上 的 函数。 实际 上 我 们 也 能 
同样 地 沽 虚 定 义 在 任 一 线段 或 RI 上 的 区 间 上 的 阔 数 .无 论 是 上 
面 的 定义 或 是 下 面 的 定理 ,在 任何 主要 方面 都 不 会 有 影响 。 

8.13 定理 


Me 


ed 人 全 人 
er | re 5 


的 一 DY ， 使 全 


eR hd eT 


《c) 洛 ;FENBY, 则 TAENBV. 

证 明 

ta) 车 <¥ 和 >0, 则 存在 点 Xo<wj 过 … < 之 mw, 二 x, 使 得 
(1) ZIf(g)—f > Tz) —e 
因此 
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TAPDPIF DFT + or) fe ) | 
f=1 


>|ftnD—f(7)| + Tr) —e 

这 就 证 明了 {a)， 

(5) 从 (9) 得 出 ,车 {3} 是 一 个 序列 ， 对 这 样 的 {8} ,ATy(23)} 
是 一 个 Cauchy 序列 ， 则 {了 (zy) 也 是 一 个 Cauchy 序列， 因为 
单调 瑚 数 ( 具 体 地 说 了 在 所 有 的 点 上 具有 去 极限 和 布 极限 , 并且 
因为 它们 至 多 有 可 数 个 丰 连 续 点 , 所 以 间 样 的 结论 对 了 也 成 好， 
比 我 们 能 定义 
(2) 一 lim Fi), yz2)—f(r oe (ER') 

显然 , 当 x 一 一 0 内 ,9(X)->0。 营 xwER! 和 e>0， 则 存在 一 个 
<xw， 使 得 | 四 一 了 (2 )| 过 2 对 所 有 二 (a,z) 成 立 ， 因 为 1 本 ) 
是 当 &<s 忆 1 时 所 有 函数 秆 了 (a) 的 集 的 极限 点 ,这 就 得 出 , 当 馆 
< 时 ,| 六 全 一 六 2 | 过 成 立 。 于 是 #8 是 左 连续 的 . 

车 知之 和 >0, 刚 
(3) 之 [ord —9(r 1) | lie 之 [f(t 6)—f(ri—d)| 
因为 3) 起 右边 的 和 没有 一 个 超过 下 ( 访 ， 有 FF 入， 特别 
geBT. 

除 唯一 性 外 , 这 就 证 明了 (Ba)， 人 但是， 车 两 个 左 连 续 函 数 在 忆 ! 
的 稠密 子 集 上 一 致 ， 则 它们 是 恒 等 的 ， 现 在 就 容易 推出 Y 的 唯一 
性 了 ， 

(6) 若 fJENBV， 国 定 * 人 BR'1,z>0, 选择 点 

人 

使 (1) 成 立 ， 若 H 之 之 二 一 xo, 则 


站 n 
(4) FA 六 之 ;天 f+ fr) fr) 
=] 1=1 


"192.* 


根据 (1), (4) 的 第 一 个 和 小 于 。 因此 2 人 (os 守 e， 这 就 是 说 当 i-> 
一 品 拷 , THAT)=>0, 
最 后 , 选取 二 使 ze-i<t<czn。， 则 


(5) > [f(r —f wT tA fr) | TET) 


TAAL) 
如 果 我 们 令 tx4 一 #, 因 为 2)= 二 了 (wx), 5) 的 左边 趋 于 (1) 的 左 
边 , 这 上 艇 给 出 了 了 rz 一 e<2r(z )， 与 05) 比较 , 现在 证 明了 
To 一 和 

于 是 证 明 完 毕 。 

下 面 的 定理 阐明 了 函数 类 NNBV 的 重要 性， 请 注意 观察 了 和 
# 之 间 如 何 把 了 的 全 变 差 和 严 的 全 变 莽 联系 超 溢 的， 并 且 看 到 
Lebesgue 测度 的 存在 性 在 (5) 内 是 和 如何 用 于 构造 & 的 ， 

8.14 定理 | 

(9] 车 4 是 上 的 复 Borel 测度 : 并且, 车 
(1) fF)= p00, 2)) (rER!Y 
则  fENBV, 

(5) 反 之 ,对 每 一 个 NBY, 对 应 唯一 的 一 个 复 Borel 


rr rwrwroieroreeearorwacesev nerororurua rrereronerorer 


re 


(2) 了 ED 二] 人 一 co 和 (rER') 
tc) 若 (1) 戒 立 ， 则 + L(tw)) 二 0 的 这 些 点 * 上 确实 是 连 


TE EE 


《3) (—o%, +)={] (—00, tn) 
1=1 


fr) > 2). 于 是 了 是 左 连续 的 ， 车 加 地 一 00， 训 和 (一 名 ， mn) 
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= 省 , 根 据 定理 1 19(8), 所 以 当 w 玉 一 品 时 有 (7)->0。 若 To< 和 < 
一作。 则 


SNF) fs) = aL) 
t=1 {i=1 


< ||((—00,2)) 
斯 以 
(4) THATIEIARI((C— ,2)) 
这 就 证 明了 (oq)， 

在 { 引 的 证 明 中 ,首先 假设 7 尖 WBTF, 且 了 是 不 减 的 , f 和 0。 对 
稳 一 2E 民 ,对 应 一 个 集中 [zx] 如 下 ; 如 果 了 在 2 点 连续 , 肝 [ 轨 是 点 
天 z7 如 果 f(x) 守 了 7), 则 人 [wj 是 区 间 [fCz)，f(w')]， 车 8 忆 
BlI， 设 (EB) 是 所 有 对 zsE 吾 的 集 更 [ 拉 的 并 我们 断言 ,定义 
(5) HB)=%(D ER)) 

给 出 一 个 满足 (1) 的 测度 ;这 里 mw 古 BRL 上 的 Lebesgue 测度 ， 

令 可 三 中 [RY]; 则 J 是 一 个 1- 胞 腔 ( 即 一 个 包括 端点 或 不 包括 
端点 的 有 罕 区 间 )， 至 多 在 在 可 数 多 个 点 yy;EJ， 使 得 广 "'() 由 多 
于 一 个 点 组成， 对 于 这 些 ji, 了 (#4) 是 一 个 1- 胞 腔 . 

设 是 所 有 使 得 多 [Bl 是 Borel 集 的 那些 及 CRI 的 类 ， 坷 再 
是 一 个 1- 胞 腔 ， 多 [8B] 也 是 1- 胞 腔 。 因 此 BEZ。 对 任 一 CCR'， 
BP[ 声 ] 是 J 一 人 [8 加 上 一 个 至 多 可 数 的 集 ({9i}) 的 子 集 ) 的 并 ; 于 
是 琵 了 荆 苑 肖 着 EEZ。 其 次 ， 

DIE,U EU 六 = 人 [EB ] UDLE,} Ua: 
这 就 证 明了 王莽 包 含 所 有 区 间 的 -代数 ， 因 此 包含 了 所 有 的 
Borel 集 , 所 以 对 所 有 的 Borel 集 吾 ,im{ 呈 [如]) 是 确定 的 此外， 
上 是 可 数 可 加 的 ,因为 , 如果 { 罚 i} 是 不 相交 的 如 的 Borel 集 的 类 ， 
则 除去 对 于 可 数 集 {8 外, {多 [ 百 } 是 不 相 奖 的 . 因为 对 每 一 个 可 
数 集 加 ,rn( 召 ) 一 0 所 以 这 并 不 影响 的 可 数 可 加 性 ， 
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于 是 (5) 定 叉 一 个 Borel 测度 .因为 乳 [( 一 ce，2)] 基 端点 为 
0 和 .z) 的 1- 胞 腔 ,(5) 式 吉明 (1) 成 立 ， 

现在 转 商 ( 切 的 一 般 情 况 ， 若 fE NBF , 唱 了 =a% 十 加 和 ?是 
实 国 数 ,wEWBTF。 根据 定理 8 138(6),T,ENBF。 令 


(6) m 一 二 (7 二 的 ， 好 一 到 (了 一 邮 


从 定理 8. 13(a) 容 易 得 出 ， 2 和 wsEBP, 并且 它们 是 不 茂 的 ， 前 
面 的 构造 Y 和 ws 对 应 王 测度 py 和 由。 与 2 一 乓 一 多 相对 应 的 将 
是 刁 一 &as。 车 我们 类 似 昌 处 理 "% 并 且 综 合 这 两 个 结果 ,我 们 获得 
在 人 1) 成 让 的 意 闵 下 与 了 对 应 的 测度 上 ， 

车 两 个 正则 测度 (注意 定理 & 18) 在 所 有 的 形 如 {一 名 ，#) 的 
区 间 上 是 一 至 的 ， 由 它们 在 所 有 的 形 如 [x, 有 的 二 胸腔 上 其 一 致 
的 。 因 而 在 所 有 的 开 集 上 一 致 ,因此 在 所 有 的 Borel 集 上 一 致 .这 
就 证 明了 ( 妨 的 断言 的 唯一 性 ， 

最 后 , 设 4 是 在 同样 方式 下 与 Ty 相对 应 的 测度 ， 车 x< 一 有 则 
(7) nCm, BI)=7B)— fa), lLe, BND)= TRA) Tr) 
因此 ,车 且 =[a, 有), 不 等 式 
{8) la(B)| SALE) 
成 立 。 因 为 在 避 内 的 每 一 个 开 集 是 可 数 个 不 相交 的 这 种 1- 胞 腔 
的 并 , (8) 对 每 一 个 开 集 成 立 . 因此 (8) 对 每 一 个 Borel 集成 立 ，z 
的 全 变 差 | | 的 定 交 现在 冰 福 着 | #1 所 4， 竺 别 
(C9) [glCC— 50, A000))=T(z) 
现在 从 (4) 和 (9) 就 得 出 (2). 

5e)》 的 证 明 留 作 练 习 。 


点 函数 的 微分 法 


8. 15 绝对 连续 函数 ”一 个 如 上 的 复 函 数 f 车 对 每 一 个 
“795， 


£0, 看 在 一 个 对 应 的 6>0, 当 (m, B11), 四 (aw; By) 是 不 相交 的 
区 疗 时 , 使 得 
(1) Fp, 一 %;) 过 上 $ 将 酒 着 > fa)l<e 


则 称 了 为 绝对 连续 . 
请 注意 每 一 个 绝对 韦 续 的 函数 是 一 致 连续 的 ( 取 W=1)， 任 
一 绝对 连续 函数 限制 在 有 界 区 间 上 是 一 有 界 变 差 函数 。 然 而 ， 若 
f(x) 二 sinz 或 者 fz) 一 zx 十 1s|, 则 了 (z) 是 绝对 连续 的 ,但 了 EBV. 
术语 “绝对 连续 "的 两 个 含义 具有 如 下 关系 : 


下 


re 


《这 里 各 表示 天 上 的 Lebesgue 测度 ) 

证 明 想 设 是 绝对 连续 的 ， 设 加 是 使 得 m(B)=0 的 Borel 
集 ， 选取 e>0， 并 按照 8 15 节 那 样 选择 56>>0。&4 的 正则 性 表明 
存在 开 集 印 / 忆 印 汪 … 一 8B， 使 得 名 (下 1)<8 和 当 入 >co 时 ， 
CWA)>H(E)， 因 为 玉 , 是 不 祖 交 的 区 间 工 一 Cay, i;) 的 并 , 并且 

EPi—0) <6, 
得 出 
MAC) 和 之 TCD 一 之 [CBND 一 Fas 


因此 , 2 如 ) 王 0。 这 就 证 明了 < 攻 后 . 

从 定理 6. 11 可 得 出 逆 命 题 ， 

我 们 现在 能 够 把 前 面 集 函数 微分 法 的 结果 翻译 成 点 函数 语言 
了 ,定理 8.17 到 8.19 是 由 Lebesgue 所 提出 的 经 典 的 结果 ， 定 
理 8,18 和 8. 21 推广 了 微 积分 的 基本 定理 . 

8.37 定理 如 果 9EL(R'), 有 自 


Tv 


GD flz)=| ga (wesc) 


* 1964 


re 


《2) Ca oz) a. ©, Ln] 
证 明 ”对 每 一 个 Borel 焦 吾 定义 
《3) nC)=| ga 


则 2 pC 一 co0;w)) 和 4m。 根 据 定理 8. 14,fENBY; 根据 
8.16, 了 是 绝对 连续 的 ; 定理 8. 1 和 8. 6 著 洱 着 
(4) 下 (一 《DPKZI) 一 gC2) a, ¢. [mm] 


A ee a (BB); 井 


起 十 尼 下 国 钱 2 


国人 


我 们 称 了 , 为 了 的 琳 异 部 分 ， 让 在 一 个 不 全 为 党 数 的 连续 的 
奇异 函数 , 这 一 点 也 许 是 出 乎 意料 的 ， 在 8. 20( 纺 这 一 节 将 给 出 一 
些 例 子 ， 象 应 用 于 测度 一 样 , “ 奇 钼 ?这 个 字 县 有 它 的 在 这 种 现象 
上 的 起 源 ， 

证 明 根据 定理 & 14, 存在 一 个 ER! 上 的 复 测度 上 使 得 

HC( 一 co,w)) 二 用 2)， 根 据 定理 8. 6， 


(2) HB)= p(B)+| (DE: 


(3) fr)= pu,(—00, x)) (~ 0) 
定理 8.6 和 8.1 表 明 f(x)=0 a.&, [mJ] 和 
fz)=Da)(z) ae fm] 
因此 ,车 我 们 取 吾 = (一 co, 加), 就 从 (2) 得 出 (1). 
根据 定理 8. 16, 当 且 仅 当 只 委 m, 即 当 有 再 促 当 站 一 0 时 ,了 是 绝 
对 连续 的 。 
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最 后 , 若 了 是 不 减 的 , 则 4 之 0, 因此 As>0, 从 而 所 是 不 减 的 。 
8. 18 定理 如 时 乓 3 则 革 是 a.5.[g] 可 徽 的 , 且 
上 SR 
证 明 ”根据 定理 8. 13, 存在 一 个 9SNBT, 使 得 
f(z) 一 9Cz)+Te 
在 所 有 的 了 的 连续 点 上 成 立 ， 将 定理 8. 18 应 用 于 9， 
因此 下 面 引 理 ( 令 = 一 9 时 ) 昔 涵 着 本 定理 : 
引 理 如果 4EBV, 并 县 除开 一 个 于 多 是 可 数 的 信之 外 ,M2) 


Eke A 


a 


为 了 证 明 引 理 ， 设 9 tx,) 是 至 多 可 数 的 集 ， 在 这 些 点 上 ， 
8(zi) 一 cs 天 0。 因 为 WEBF， 容易 看 出 1cs| 之 0。 因 定 如 设 A 
是 所 有 4S 的 集 , 在 这 些 > 上， 

hay}—h(r) 1 
(1) = > 二 


对 无 穷 多 个 8 成 立 。 于 是 xEA; 当 且 仪 当 [z 一 2:|<|es| 对 无 穷 
多 个 成 立 ， 若 J 是 中 心 在 ji 长度 为 中 | ci| 的 区 闻 , 于 是 得 出 
(2) Em(J) =2R2|e| < 
根据 定理 1. 41, 因此 m(4.) 一 0, 对 二 1,2,3,… 成 六 

但 如 果 2 人 SUALUAsUA4U…, 则 CZ) 二 90。 这 就 完成 了 证 
明 . 

习题 5 和 6 与 这 个 引 理 有 关 。 

8.20 例 上 而 的 定理 指出 : 方程 


(1) f(z)—f (a) = 人 Fed 


‘在 这 个 方程 的 右边 是 一 个 Lebesgue 积分 ) 当 且 人 疏 当 了 是 在 
[9,8] 上 是 绝对 连续 时 (1) 对 某 个 区 间 [a, 四 内 的 所 有 的 “成立 , 人 
们 可 能 会 问 ,了 的 存在 性 是 否 蓝 潘 着 了 的 绝对 连续 性 ?问题 的 这 一 
*。198 。 


提 法 是 不 够 严格 的 .我 们 将 给 出 两 个 例 了 说 明 (1) 为 什么 会 不 成 
立 , 然 后 给 出 一 个 定理 , 它 从 另 一 些 充分 条 件 来 推出 (1) 式 ， 

《gj 当 w 关 0 时, 令 2) 二 zsin (C2), 了 (C0) 二 0。 则 于 在 每 一 
点 是 可 微 的 ,但 


(2) [rela 


所 以 关 &I， 同 时 在 [0,1] 上，f&BT. 

若 我 们 把 (1) 中 的 积分 (用 [0，1 代 圭 [a, 5]) 看 作 在 [e,1] 上 
的 积分 当 s->0 时 的 极限 , 则 对 这 个 f,《1) 式 还 是 成 立 的 ， 

在 这 一 类 取 极 限 过 程 不 能 使 用 的 地 方 可 能 会 出 现 更 加 复 淋 的 
情况 ， 有 一 种 由 Denjoy 和 Perron (参看 [18], [28]) 作出 的 积分 
过 程 , 它 是 这 样 设计 的 ,使 得 了 在 每 一 点 都 可 徽 时 ,(1) 式 成 立 ， 这 
些 过 程 却 不 具备 由 了 的 可 积 性 能 推出 I 的 可 积 性 这 个 性 质 , 所 以 
在 分 析 中 并 不 起 多 大 作用 。 

(3) 假设 了 在 [e, 如 上 连续 ， 了 在 [a 天 的 几乎 每 一 点 是 可 徽 
的 ,并 且 在 [a, 5] 上 PE 瑟 ， 这 些 假 定 草 衣 着 (1 成 立 吗 ? 

问答 : 否 , 

选取 48 使 得 1= 吉 61 汪 5 宇 …， 5 二 0, 令 梧 [0,1] 假定 
n>0 并 构造 8., 使 8 是 2* 个 不 相交 的 每 一 个 长 为 2-"6, 的 亲 区 
河 的 并 .在 这 2" 个 区 间 的 每 一 个 的 中 心 去 掉 一 个 线段 , 使 余下 的 
2"+!1 个 区 间 的 每 一 个 具有 长 度 2-"'6,,1. (这 是 可 能 的 ， 因 为 
B44 之 64，) 并 设 权 i 是 这 29" 1 个 区 间 的 并 则 电导 本 沪 …， 
mm Bu) 一 加 并且, 车 


(3) 了 = 门 束 


则 召 是 紧 的 , 且 阅 ( 吕 一 4 (事实 上 , 吾 是 完全 集 ，) 令 
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(4 96 Xs, 和 flr)=| gid n=0,1,2,.°) 
-0 


则 了 C09) 二 0,f(1)=1; 且 每 一 个 户 是 单调 函数 ， 它 在 8; 的 余 集 
的 每 一 个 线段 上 是 常数 ， 若 了 是 其 并 为 召 , 的 2" 个 区 间 之 一 ; 则 


(5) [oa | gu tai=2"" 

从 (5) 得 出 

(6) far)=f(2) (weE,) 

和 四 

(7) fo) fen S| lg gan <27"" (ZE 再 


因此 {f 一 致 收 伍 于 一 个 连续 单调 函数 了 使 尖 全 一 0 FE 一 1， 
且 对 所 有 的 允 对 吾 , (2) 一 0， 因 为 m(B) 二 0, 有 六 =0 ae. 

于 是 (4) 式 不 成立， 附带 地 ,现在 我 们 已 经 构造 了 一 个 在 定理 
8. 18 的 叙述 之 后 所 定义 的 连续 奇异 国 数 的 例子 ， 

车 6 二 (2/3)", 集 五 就 是 Cantor 三 分 集 . 

8.21 定理 人 恨 设 了 是 [e, 妇 上 的 实 函数 ， 它 在 [a, 玖 的 每 一 


ee 
EPL east LL rp 


fF) -f= {fat Gres) 


A 


福 意 可 微 性 在 [9, 如 的 每 一 点 都 息 定 是 具备 的 ， 
证 明 显然 对 x==8 证 明 结 论 成 立 就 足够 了 ， 周 定 e 汗 0 定 
理 3,24 保证 存在 [a,5] 上 的 一 个 下 半 连 续 函 数 9 使 得 y 半 了 且 


6 8 
(2) | CDeat<| 六 (GE 十 e 


确实 ,定理 2 24 仅 给 出 g 之 下, 但 因为 向 ([a 的 )<co, 我 们 能 在 不 
影响 (2) 的 前 提 下 加 一 个 小 的 常数 于 9 上 ， 对 于 任 一 人 >0, 定义 
"200 。 


(3) FH] aH) Ho) tule0) 
(ans b) 
暂时 保持 了 固定 ， 因 为 9 是 下 半 连 续 的 , 且 g(z)>>P(z)， 对 每 一 
个 vefa,5], 存在 对 应 的 5.>0, 使 得 
(0 ASA) 和 闪失 二 其 2<P(z) 二 
对 所 有 的 f(x,x+6) 成 立 ， 对 于 任 一 这 样 的 如 因此 月 
Pt) Pz) ga)ds— CF F(T + ts) 
> t+ + i) 
， 一 收 
因为 本 (ao)=0 耐 到 是 连续 的 , 所 以 存在 一 个 满足 也 (2z)=0 的 最 
大 的 点 xE[a, 5b， 若 #<bp， 上 面 的 计算 葡 涵 着 了 F(t)>0 对 从 
(x,5] 成 立 ， 在 任何 情 六 下 ，P,(5) 滨 0， 国 为 这 个 结论 对 和 钴 一 个 
7>>0 成 立 , 所 以 (2) 和 (3) 现 在 给 出 
(5) FD-FWS| (Dar<| Podtte 
因为 & 是 任 音 的 ,得 出 
(6) fF(0)—f(0< | PCD 
车 f 满足 定理 的 假设 , 则 一 f 也 满足 定 息 的 很 设 ; 因此 用 一 # 
代 蔡 久 (6) 式 成 立 ,并 且 庆 两 个 不 等 式 一 起 给 出 (1) 式 ， 


可 微 变换 有 
8.22 定义 对 尾 一 X=(5, 50)ER*, 对 应 于 一 个 国 数 
(1) ls] =max(|é1|, *, |8,1) 
对 多 理 立 方 体 豆 说 , 采用 这 个 范 数 比 采 用 通常 的 欧 儿 里 得 范 数 
» 201 » 


(2) (和 十 十 和) 

要 好 一 些 ， 因 为 |z1 志 1zhs 志 MZ 1z1， 用 这 两 个 范 数 所 引进 的 府 

最 给 出 问 个 瑟 上 的 拓扑 ， 特 别 , 当 pw->co 时 ，x, 上 ->0 当 且 仅 

当 ,x 12>0, | 
假设 了 是 妨 内 的 一 个 开 集 , TP 是 玉 到 民 内 的 映射 ,xzE8, 且 

和 是 慌 上 的 一 个 线性 算 子 ( 即 , 像 定 久 2.1 一样, 是 如 到 情 内 的 

一 个 线性 喘 射 )， 若 对 每 一 个 e>>0, 存在 一 个 S>0, 使 得 不 等 式 


(3) Tt TC) — AR|<S el 
对 于 所 有 使 | 惠 |<6 的 RER: 成 立 , 就 称 人 在 点 是 可 微 的 且 定 义 
{4) .Tz) 二 有 4 


线性 算 子 T(z) 称 为 TP 在 z 的 导数 . 微分 这 个 术语 对 T(z) 
也 经 常 采 用 ， 因 此 , 人们 往往 不 说 人 在 4 点 是 可 微 的 ,而 说 了 在 2 
点 具有 微分 或 说 了 的 微分 在 z 点 存在 

在 (3) 式 中 用 范 数 (2) 代 替 范 数 (1) 时 , 无 论 是 7 的 可 生性 或 
T(z) 的 什 均 不 受 影响 . 

若 人 在 六 的 每 一 点 上 可 租 ， 就 称 也 在 内 可 微 在 那 种 情况 
下 , 对 每 一 个 xEF 都 有 一 个 对 应 的 线性 算 子 TCz); 对 于 固定 的 4 
和 很 小 的 如 全 (s 十 如) 一 T(z) 被 & 的 线性 函数 T(z 六 在 (3) 的 意义 
下 通过 . 

因为 每 一 个 实数 a 能 解释 为 上 的 ( 映 i 到 at 的) 线性 算 
子 , 当 =1 时 ,T(z) 的 上 述 定义 和 通常 的 定义 一 致 ， 

对 型 上 的 每 一 个 线性 算 子 4 对 应 于 一 个 数 
(5) A(A)=m( A(Q)) 

这 里 吉 是 如 上 Lebesgue 测度 , @ 是 单位 立方 体 : zxE@ 当 且 仅 当 
0<8<1 对 1<<i<<b 成 立 。 

8.23 评注 如 果 4 是 肛 上 的 一 个 线性 算 子 ,由 
01) A(z)=A (rER') 
sa 202 + 


若 对 所 有 的 Borel 集 豆 我 们 定义 
(2) | LB)=m(A(E)) 
则 & 是 平移 不 变 的 , 因为 
RCE =m(A(B+E)) = m( ACE) + Ar)— mt A(E)) 


一 中 (加 ) 
从 定理 2. 20( 拉 得 出 
(3) A(B)=A(A)m(E) 
并 且 因 此 
(4) (Da)(z)—=ACA(E)) (ER') 


因为 每 一 个 可 微 变换 能 用 一 个 常数 加 上 一 个 线性 变换 来 局 如 地 过 
近 , 我 们 可 以 猜想 在 适当 的 条 件 下 《4 可 以 扩展 到 可 微 变 换 上 去 . 
事情 确 是 这 样 ， 我 们 首先 叙述 一 个 没有 涉及 任何 诱导 测度 4 的 结 
果 . 


人 


仿 扩 2 在 茶 一 世 XEF 可 微 , 则 对 每 一 个 之 0, 存在 一 个 6>0， 使 


(1) WD(O) Tx)) < 
m0 


一 小 侈 站 他 于 从 标 相 楼 长 小 于 有 ,也 信 下 有 拘 开 下 玉 位 局 成 


立 ， 
证 明 不 类 一 般 性 ,假设 x=0 和 T(x) 一 0， 令 A=TI(0), 
特 用 到 关于 有 限 维 向 量 空间 上 线性 算 子 的 下 列 基本 事实 (至 
于 证 明 , 参看 任何 一 本 线性 代数 的 书 ): R" 上 的 线性 算 子 4 是 一 -一 


的 当 且 仅 当 4 的 信 域 是 玉 的 爹 部 ， 在 一 一 的 情况 下 , 4 的 逆 4 
是 大 上 的 线性 算 子 ,并且 称 4 为 非 奇 异 的 或 者 可 逆 的 ， 
为 方 恒 起 见 , 这 个 证 表 分 成 两 部 份 。 
情况 1 4 是非 奇异 的 考虑 由 
* 203. 


(2) Stry= .AT(r) CaEr) 
所 定 © 交 的 映射 态 ， 显然 ， 仿 是 玉 续 的 ,并 的 胀 (0)=A47 守 (0)= 
1, 了 是 全 等 算 了 。， 我 们 将 证 明 : | 


- mao)) _ 
{3) m0 1l|<e 


对 所 有 的 包含 0 的 充分 小 的 局 成 立 ， 
因为 T(z) 二 45SCY), 根据 8.23(3), 有 
(4) mT(COO) = mACSON =ACD MSO)) 
因此 (3) 将 给 出 所 要 的 结果 ， 
固定 7>0, 使 < 地 , 并且 
《5) II 一 < 人 (1 一 29)8< 人 1 二 2) 十 
因为 8S(0)=0 和 号 0) 一 工 放 存在 一 个 5>0, 使 得 |zj<6 时， 
(6) ]S(z) 一 z| nla? 
设 忆 是 一 个 包含 0 的 开 立 方 体 ， 它 的 楼 平行 于 坐标 轴 且 楼 长 
4<6。、 设 局 和 2 是 同心 于 它 的 开 立 方 体 , 它们 的 悉 长 分 别 为 


(7) =(1—27D)4, hs=(1+2n)4 
注意 (6) 式 区 证 着 

(8) 1S(Cz) 一 sz 和 (se0) 

这 里 六 是 局 的 闲 包 . 


若 zcC, 则 (8) 指 让 SC(z)E0s。 于 是 S(O) C0, 

我 们 下 一 个 目标 是 证 明 CCS(C)。 念 
(9) B=O,NS(0), Es=0,—S(C) 
很 据 (8), S 决 不 会 把 C 的 边界 点 映 到 C 内 ， 因 此 在 (9) 内 能 用 5 
代 福 局 而 不 臻 影响 1 和 及 的 定义 由 Oi 是 开 的 和 (GO) 是 ! 


-的 ,看 出 天 是 开 的 ， 朵 为 9q<<-+， 故 (8) 指 出 3 瞻 C 的 中 心 到 0， 


内 , 所 以 | 是 非 空 的 ， 最 后 , 入 假设 为 江上 映射, 所 以 有 CC) 是 开 的 。 
。204 ， 


因此 如, 是 开 的 。 这样，C, 就 是 两 个 不 相交 的 开 集 至, 和 到 的 并 ， 
且 恕 关 好 但 2 是 一 个 违 通 集 ( 如 内 的 每 一 个 凸 集 基 过 通 的 )， 
所 以 C 不 是 两 信 不 相交 的 非 空 开 集 的 并 ， 了 于 是 得 出 如 一 多 , 因此 
,一 0,, 且 这 就 给 出 OCS(O). 

现在 已 经 证 明了 OCS(OICC:。 因 此 
(10) 2) EIDE+2n 


并 且 从 (5) 得 出 (3)， 
就 完成 了 情况 1 的 证 明 ， 

情况 2 4 是 奇 蜡 的 。 在 这 种 情况 下 ，4 映 全 到 低 维 的 子 空 
间 内 , 即 映 Rt 到 一 个 零 测 集 内 ， 特 别 
(11) ACA)—= mtAY)) =0 

如 果 给 定 之 0, 则 存在 一 个 9>0， 使 得 当 ,是 所 有 与 A(Q) 
的 距离 小 于 3 的 点 的 集 时 , w( 刀 ,)<e， 因 为 4 二 TP (0)， 项 存在 一 
个 5>0, 使 得 当 jz|<8 时 ， 
(12) lz(z) 一 4zl<zjJz 

设 C 象 在 情况 1 一 样 是 开 立 方 体 , 它 的 楼 长 14<<6， 则 对 所 有 
xE0, 1T(z) 一 Axi<n4， 这 意味 着 :T(C) 包 含 在 由 与 4(G) 距 离 小 
于 其 的 那些 点 所 组 成 的 集 召 内 ,的 选择 表明 m(E)<e4， 因 
此 , 当 4<6 时 就 有 


mTIO) -mm(B) mB) 
m{o) 太太 (0 一 和 


并 且 因 为 A(4) 一 小 我 们 就 已 经 证 明了 在 情况 2 下 , 《1) 式 也 成 立 ， 
钢 在 定理 的 证 明 完 了 . 
3.25 评注 
(9) 若 从 假设 中 删 去 “ 开 " 映 射 这 个 条 件 ， 上 而 的 定理 还 是 正 
确 的 , 但 证 明 要 困难 些 。 我 们 用 到 下 是 开 的 这 一 性 质 仅 仅 是 为 了 


“2D5 。 


《13) 


证 本 下 列 结论 ; 如 果 避 和 ,是 同心 的 立方 体 ，0 在 C 内 部 ,OC 和 
Ci 的 对 应 的 面 之 亲 的 距离 小 于 e， 并 且 如 果 C 的 点 被 也 移动 得 决 
不 超过 这 么 远 , 则 全 (C) 汪 01, 对 连续 的 了 这 是 正确 的 ， 但 是 其 
证 明 则 要 依靠 一 些 比 我 们 所 希望 读者 具备 的 更 深 的 关于 妨 的 拓 
扑 知识 , 

下 面 是 所 需要 的 命题 的 不 同 叙述 方法 ， 并 给 出 了 其 证 明 的 醒 
概 ， 

假设 C= tw: x 上 之 1), |xol < 之 1 一 e, 了 :06>Rt 是 连续 的 ,并且 ， 


EE rrnerervreerrrororrnuroronrrororurorerrorornrorpurorwvrotrvrvevrerev 


为 证 明 这 个 结论 , 假设 q 牛 FKC)，z 天 0 时 ,定义 as(z) 一 zjfzl. 
在 0 上 上 用 ” 
fC2w) 者 Izl< 译 


F(T)= | 1 
21sl— D(z)+201— ll f(z)) 5 lsle1 


定义 玉 出 刀 是 连续 的 ， 者 吉祥 lz| 1 则 PC2) 在 wz) 和 


fltu(z)) 之 间 的 线段 上 , 因此 1EKCz)f>I 一 s， 由 此 得 出 四 下 下 (CD)， 
同时 , 巷 121 = 二 则 有 zz) 一 了 

设 关 是 着 到 如 上 的 同 胚 ,使 得 车 | = 则 加 2 一 w， 并 且 
几 (2o 一 CD。 定 史 

多 一 一 全 (二 (五 (之 力 ) (wED) 

因为 mo 车 玉 (CD，g(z) 是 一 个 已 到 它 的 边界 内 的 连续 映射 ， 若 jz| 
二 1, 则 9(*) 一 一 x， 于 是 对 每 一 个 ze 92) 天 wz。 这 就 与 Brou- 
Wer 不 动 点 定理 矛盾 . | 

(5) 同时 也 应 沪指 出 , 车 假设 了 是 连续 可 微 的 ， 即 车 我 们 殷 
设 w>2(z) 是 了 到 尽 上 的 全 体 线性 算 子 的 空间 内 的 连续 映射 ， 
出 反 函数 定理 (26], 定理 9.17) 保 证 : 当 了 P(xz) 是 非 奇异 时 ， 人 是 
:206 。 


开 的 。 半 以 ,车 我 们 假设 T' 是 连续 的 ， 就 能 从 假设 中 删 去 * 开 的 ” 
这 个 条 件 ， 
在 下 面 的 应 用 中 , 假定 了 T'(z) 的 存在 性 ， 但 没有 对 全 加 上 
连续 性 的 假定 ， 所 加 在 下 上 的 拓 拓 学 假定 避 开 了 可 测 性 的 困难 . 
8. 26 ”定理 假设 J 是 开 集 VCR 到 有 界 开 集 钱 C 严 上 的 


EE TE TE TT er 
TE EE EE OE Te Te EE ET 
~ i 


he tie 
ee urneuroroeeeore 


ee 


m1(B))=| ACT' CT) Ade 


es re 


(2) 更 一 般 地 , 车 feEDCW), 则 有 


a 


a 


证 明 因为 全 的 道 映射 是 连续 的 , 圭 如 是 开 的 ， 则 TCB) 是 开 
的 ; 所 有 使 得 T(E) 是 Borel 集 的 那些 了 CT 的 集 族 是 下 内 的 9- 
代数 ; 这 就 草 涵 着 (9)， 
普 如 (中 一 样 定义 凡 因 为 了 是 一 一 的 ， 则 从 壬 的 可 数 可 加 
性 得 出 六 的 可 数 可 加 性 ,因为 m( 抒 ) 壹 co， 玻 上 4 是 有 界 的 根据 
定理 8. 24, 对 每 一 个 z, {多 ?4)(z)< 之 co，。 因 此, 定理 8.11 的 系 指 
出 zm， 这 就 证 明了 (e), | 
结合 定理 8. 24 敌 18. 6, 我 们 夏 册 (DDCz) 一 ACTCF ))a. e. fm]， 
并 且 对 所 有 的 Borel 集 召 获得 (aa) 的 方程 ， 但 车 如 是 Borel 集 且 
(= 二 0， 则 莒 (TCE))== 于 是 ， 在 这 种 情况 下 对 所 有 的 具有 
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入 (J) 一 0 的 Lebesgue 可 测 集 ACV， 得 出 T(A) 是 Lebesgue 可 
测 的 ， 并 月 mCTC4A)) 二 9， 这 就 完成 了 (中) 的 证 明 ， 同 时 建立 了 
(5). 

剩 下 证 明 (e)。 著 4 是 家中 的 Borel 集 , 是 加 一 全 -区 4)。 则 疡 
是 Borel 集 ,Xa(z) 一 X az)) 所 以 (G@) 草 泣 若 

[Xs Day= m4) =m( TB) = | XP DA) ds 
于 是 , 若 f 了 = 二 X44; 则 Ce) 成 立 。 因 下 若是 任 一 简单 的 Borel 函数 ， 
则 (te) 起 成立, 并且 可 得 出 一 般 的 情 说 . 
$.27 Jacobi 行列 式 ”变量 代 换 公式 8. 26Ce) 通 常用 下 列 形 


a) f(ay=| F(T) NTs) az 


jo 


子 T(z) 的 行列 式 ， 车 我 们 证 明了 


(2) ACT'CE)D) = |r(2)) 
成 立 ; 则 这 两 个 公式 的 等 价 性 就 会 确立 起 来 , 而且 这 显然 是 下 列 结 
果 的 一 个 推论 . 


err rr rr 


1) mA(B)) =AC A mE) 
对 每 一 个 可 测 集 成 立 ， 则 
(2) A(4)=ldetAl 


我 们 人 选 样 用 几何 语言 定义 的 量 A(4) 来 叙述 并 证 明定 理 8. 24 
和 8.26, 是 为 了 突出 这 些 定理 的 几何 的 和 测度 论 的 面貌. A(A) 也 
以 4( 与 44 相 联系 的 和 矩阵) 的 行列 式 的 绝对 值 形式 出 现 ， 这 疙 是 一 
种 代数 性 质 的 附加 知识 , 这 对 计算 法 然 是 很 重要 的 ， 然 而 , 过 旱地 
引信 这 个 行列 式 并 不 会 简化 我 位 的 工作 ， 
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证 明 设 te…e 寻 是 瑟 的 标准 基 : 当 宇 = 了 时 ,6 的 第 i 个 
坐标 是 五 当 半 天 时 为 0. 车 4 是 吾 上 的 线性 算 子 , 且 


(3) Aej= 3 ajes 【LS 
t=1 


则 根据 定义 ,det4 是 矩阵 [4] 前 行列 式 , 它 的 第 i 行 第 j 铭 的 元 素 
是 ws 

如 果 筷 二 4,4,， 则 (1) 功 涵 着 AC(4) 一 AC4DA{As)， 因 此 , 行 
列 式 的 莱 法 定理 指出 ,车 对 4; 和 4,, (2) 式 成 立 , 则 对 4 (2) 式 也 成 
立 ， 因 为 每 一 个 全 上 的 线性 算 子 4 是 有 限 多 个 下 列 三 种 形式 的 
算 子 的 乘积 。 对 这 些 形 式 的 每 一 个 建立 (2) 就 足够 了 ， 

(DD {Ae ,Aet} 是 tei,…,ez) 的 置换 . 

(ID) .46 一 Wei; 对 $=2,.., ,Ae, = ei. 

《III) 4ei 一 6 十 gay 对 于 一 2， KE Ae;= Ci, 

车 4 是 (了 ) 型 的 ,如 [4] 恰好 每 一 行 每 一 询 有 一 个 1, 在 其 佘 的 
地 方 为 0， 扬 以 det4= 土 .车 龟 是 单位 了 立方体， 则 ACY) 王 名, 因 
此 ACA)=1= |detAl, 

车 4 是 (IT) 殿 的 , 则 显然 AC4) 二 1g| = detd|， 

车 4 是 (1 型 的 ， 则 det4==1, 且 A(9) 是 所 有 的 点 85e; 的 
集 , 这 些 点 的 坐标 满足 
(4) 十 1， 若 1 关 2, 则 0 委 皇 扫 1 
大 号; 是 在 4(@) 内 具有 5 过 1 的 那些 点 的 集 ， 并 此 若 Ss 是 4(@) 
的 其 余部 份 ， 则 
(5) SU(Ss—e) = 
这 里 态 , 一 es 是 8 的 平移 ， 因 比 

ACA)=mS UB) = m+ mde) = mY)=1 
这 就 完成 了 证 明 ， 


四。 


习 题 
1 最 定 {u 直 是 如 上 的 正 的 Borel 测度 序列 , 且 


HE) = Dun(B) 


n=1 - 
假定 CR) 之 coo， 证 用 点 是 一 个 Borel 测 度 ，m 的 Lebesgue 分 解 和 此 的 
Lebesgue 分 解 之 问 的 关系 怎样 + 证 明 


mm 


(DI) (2) = Dj DAN a) ae- 


和 界 二 1 


2 假设 每 一 个 玫 是 Bt! 上 的 正 的 不 碱 的 函数 , 且 


f(D = f(t) oo 


外 一 下 


对 所 有 的 ww 成 六 证明 
fitr) 一 六 入 fo a.e. 


及 二 1 
3 设 J 是 BB 内 直线 # 二 + 上 的 紧 区 和 间 ， 进 坟 ! 是 了 上 的 一 维 Lebes- 
gue 测度 ， 对 每 一 个 Borel 集 至 一 正定 站 下 (到 一 如 :国门 太 ， 证明: 虽然 

4 上 各, 但 (De (z) 一 0 对 怎 一 个 ER 成 立 ，( 与 定理 3 10 比较.) 

4 构 浊 一 个 下 于 的 连 乡音 调 函数 ， 使 得 最 然 刀 (a) 一 0a.e. ,但 了 在 
任 一 线 展 上 都 不 是 常数 . 

5 著 了 象 定 8. 19 的 引 理 内 的 函数 一 样 , 能 否 存在 一 个 不 可 数 集 中 
司 得 了 在 情 的 任 一 点 上 不 可 微 ? 

6 假设 {e 让 是 正 数 序列 ， 使 得 习 |ed| =co- 证明 在 在 线段 J,= (wi 一 

co gt 十 5 ,使 得 车 二 于 了 则 exitz 作 在 吾 : 内 是 往 密 的 , 且 每 一 全 xER! 都 
在 无 穷 多 个 也 两 ， 今 (0oD 一 上 全 一 1 2,3,) ,对 所 有 鞭 杂 的 x, 令 Fa = 
0、 证 明了 是 处 处 不 可 微 的 ， 

了 摄 投 吾 是 (或) 内 无 承 立 点 的 紧 集 (一 个 完全 集 )， 证 明 马 是 过 
续 正 的 Borel 测 座 上 & 的 支 集 ( 见 第 二 章 习 题 11 的 定 艾 )， 若 全 (本 二 0， 这 就 
给 出 奇异 测 底 的 例子 . 

8 概 设 吾 生 io.5., WW( 可 二 0 构造 一 个 [9, 妇 上 的 绝对 连续 音调 阴 数 

= 站。 


全 使 得 对 系 一 个 zt 思拓 (zx) 一 5， 提示 : 至 门 Fa ma 一 2 坊 防 是 开 集 . 
考 鳄 计 ps 的 和 . 
9 ”十 明 两 个 -4,5] 上 的 两 个 绝对 先 续 区 数 的 乘积 是 绝对 连续 的 . 用 这 
个 结果 推导 出 分 部 积分 的 定理. 
10 车 了 是 [0,1] 上 的 实 函 数 , 且 
PID=E+if(t) 
根据 定义 , 子 的 图 像 的 长 度 是 ? 在 [0, 1] 上 的 全 演 差 ， 证 明 当 且 仅 当 了 EBV 时 
这 个 长 座 是 有 限 的 ， 候 定 了 (0) =0, 了 是 连续 和 不 碱 的 ， 且 了 是 了 的 奇异 部 
人 纷 ( 见 定理 8.18) .证 明了 于 的 图像 的 长 度 是 


f+) VIHLTOOF dt 


车 fcBy， 但 了 不 一 定 呈 单调 的 , 这 个 公式 将 怎样 改变 ? 在 情 8 20 人 (8) 中 所 构 
造 的 函数 的 图 像 长 度 是 多 少 ? 

11 车 五 是 吓 ! 内 的 Lebesgue 可 测 集 ， 商 

m{BN {xr—6, s+6)) 
. 2 

的 上 极限 和 下 极限 叫 获 上 在 x 点 的 上 寡 底 和 下 密谋 , 记 为 百 (zx) 和 _Ds (2). 车 
它们 相等 , 共 共 同 值 Pstz) 是 至 在 zy 的 密度 (有 时 蔬 做 度量 机 度 )， 若 Dy(z) 
=1, 则 zz 是 互 的 密集 点 ， 

证 明 几 乎 所 有 的 ze 可 Dep(w) ==1, 而 几乎 所 有 的 #2 久 Da(#) 一 0。 

构造 一 个 集 如 使 得 Dst0) 寺 Di(0). .Dao 一 0 和 六 rz(0) =1 的 情况 
能 出 现 吗 ， : | 
12 车 4CRi 和 BCERi. 邻 4+B={a 二 biaed，BE€B}， 设 nC) 站 0， 
贡 (B}>>0。 证明 4-- 闻 包含 一 个 线 股 ， 

提示 : 或 者 用 4 和 吾 内 窗 集 点 的 存在 性 , 或 者 假设 nm(4) 之 oo, m(B) 之 
co, 井 证 明 Xs 和 Xs 的 卷 积 总 一 个 连续 国 数 , 它 在 RI 上 的 积分 不 为 0 

设 0 是 Cantor 三 分 集 ， 证 明 : 虽然 mw(0) =0, 但 CTC 却 是 一 个 区 亲 ， 

将 这 个 结果 推广 到 瑟 内 的 集 上 ， 

13 ”证 骨 存 在 一 个 站 集 避 己 B85, 具有 ms (加) 守 0, 它 不 包含 测度 为 正 数 的 
可 济 旺 形 ( 见 定义 7, 1)， 提 示 :， 进取 正己 1, 它 是 紧 的 , 完全 不 连 双 的 , 具有 
mR) 设 BE={r WD ryER}. 若 ACR', BCR', BAXYBCE, 出 
生 十 吕 二 下 . 用 习题 12. 

ea 


14 假设 如 是 一 个 Bi 的 子 群 (关于 加 法 ), G 关 Rr， 井 且 昌 是 Lebesgue 
可 测 的 .证 明 欧 ‘8) =0( 与 习题 12 比较 )， 

15 ”证明 至 多 存在 一 个 算 子 4, 注 足 定 文 8. 22 对 全 (他 的 要 求 

16 证 明 刁 上 上 的 Lebesgue 测度 是 旋转 不 变 的 。 

17 构造 一 个 局 上 的 单调 函数 ， 它 在 每 一 点 的 导数 存在 , 但 不 是 如 圭 
的 连续 函数 . . 

18 对 于 天 了 (BD 定义 关 ()= 了 (2 一 避 , 并 假设 

Hmljf,—fl.=0 - . 
这 个 范 数 是 本 性 上 确 界 ， 证 明 在 这 些 荣 件 下 ， 存 在 一 个 RI 上 的 一致 连续 国 
数 g, 使 得 gC(2) 一 于 (2)a.e。 

提示 : 老 | 引 <17 20， 令 了 (人 一 加 否则 it)=0 今 g 是 卷 积 

fi、 证明 go) 一 了 (ae- 和 
9 人 十 划一 gt | 
利用 序列 {B 中 的 同等 连续 性 ([26], 定理 7.33)、 

19 车 fs 二 上 一 拓 区 村 所 有 的 xf 及 :成立 ， 则 称 # 为 吾 : 土 的 函数 了 的 
一 个 周期 ， 起 设 了 是 实 的 Lebesgue 可 测 函 数 ， 共 有 周期 s 和 上 ， 使 得 a/f 
是 无 理 数 .证 明 存 在 一 个 常数 4 使 得 Cz) ==Aa.e. 但 耻 椒 一 定 要 是 常 教 , 提 
示 : 了 的 周期 构成 一 个 铜 效 华 ， 对 实数 a, 注音 集 甩 二 世 : 了 (四 > 中 的 密集 
点 . : 

20 ”假设 了 十 在 由 不 等 式 5+<b 和 4<<y 所 BB 决定 的 蝶 形 上 的 实 函 
数 ， 找 出 那些 美 于 于 的 条 件 { 使 它们 尽 可 能 地 器 }), 在 这 些 条 件 下 使 下 列 结论 
有 意义 并 且 是 正确 的 (Df 表示 了 关于 第 一 个 变量 的 偏 导数 )、 车 


亚 
9(o) 一 | fl, yay 
则 
9 (2) =) dyUf Co D+ | Di) G4, a] 
一 { “af to, fDi, ayt[f ‘a, dy 
以 致 
点 
#' (7) = Df (Ay 


同时 看 到 在 什么 条 件 下 ， 能 通过 直接 沽 虞 商 [9{ 2 一 9 (x)]/ (1 一 z) 避 出 
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上 面 最 后 的 公式 . 

21 假设 ff 是 [a,， 杂 上 的 连续 复 前 琢 ， 上 其 消 全 谈 差 VF 证明 对 每 一 
个 于 < 之 VV， 对 应 一 个 全 >0， 具 有 下 列 性 质 ， 若 a 一 zo 过 zw 一 了 且 
| 一 | 对 二 2, 成 立 , 则 


全 |f(m —f tr [>W 


t=1 
22 很 谈 了 是 一 全 [e, 芭 上 的 违 续 实 国 歼 .对 每 一 个 实 烤 芒 设 于 (是 
使 得 fo 一 8 的 那些 [es, 到 办 的 点 的 个 芍 . (型 (加 是 有 限 前 或 无 限 的 ， 形 


可 以 称 为 了 的 重 数 随 数 ]， 证 明 杂 是 Borel 函数 ， 并 了 | 4 io 是 了 在 


[a,5] 上 的 爹 变 差 . 

提示 : 对 图 像 是 有 限 个 直线 区 间 的 并 的 函数 , 这 个 结果 是 显然 的 ， 通 过 
适当 二 选取 这 种 函数 序列 来 各 朱子 ( 它 们 的 重 数 函 数 应 该 递增 地 趋 于 了 的 蛋 
数 函 数 )， 运 用 可 题 21. 

23 每 一 个 Ri 上 的 左 连 续 复 随 数 症 Borel 函数 吗 ? 若是 于 集 ， 关 于 
1!) 你 施 说 些 什 么 ? 

24 ( 籍 助 于 Hausdeorff 极 大 性 定理 ) 证 明 存 在 一 个 Rl 上 的 实 的 不 过 
续 函 数 ,使 得 
(1) : f+ =F() +f (y) 
对 所 有 的 + 和 gyER! 成立. 

证 明 若 (1) 戌 立 和 于 是 Lebesgue 可 测 的 , 旭 了 连续. 

证 明 汰 1) 成 立 和 上 了 的 图 像 在 平面 上 不 是 稠密 的 , 则 了 是 过 续 的 . 

挠 出 所 有 的 满足 (1) 的 连续 函数 , 把 这 个 结果 与 第 九 章 的 习题 17 加 以 比 
较 . - 
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第 九 音 Fourier 挛 式 


形式 上 的 性 质 . 

9.1 定义 ”本章 我 们 将 从 以 前 的 记 吧 出 发 ,并 用 字母 可 记 嫩 
上 的 Lebesgue 测度 被 V27 除 的 结果 ,而 不 是 请 上 的 Lebesgue 
济 座 .这 个 约定 简化 了 一 些 结 果 的 外 萄 ， 例 如 有 反 演 定理 和 Plan- 
cherel 定理 ， 因 此 , 我 们 和 将 用 记号 


{fan = Br fds 
共 中 dx 是 通常 的 Lebesgue 测度 , 并 定义 
@) Ham (<p<co) 


(3) G9)2)=| fg (gdmty) (séER') 
和 
(KO={ fs)edm(s) (teER') 

整个 这 章 , 我 们 将 用 工 ? 代 雹 Lr?(R'), 而 0。 将 记 RI 上 所 有 在 
无 穷 远 点 为 零 的 连续 函数 的 空间 . 

如 果 fEI', 则 积分 (4) 对 每 个 实数 t 都 是 完全 确定 的 ， 隔 数 》 
称 为 了 的 Fourier 变 式 .注意 , 术语 “Fourier 变 式 ”也 用 于 把 了 映 
为 了 的 映射 

在 定理 9, 2 中 列 出 的 形式 上 的 性 质 是 与 办 的 平移 不 变性 窗 邹 
相关 的 ,也 与 这 样 一 个 事实 , 即 对 每 个 实数 %, 映 射 一 >e'* 是 加 法 
群 下 的 特征 标 密切 相关 的 ， 根 据 定 义 ， 如 果 对 一 切实 数 s 和 
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iptt)1==1 并 且 
(C5) pls+é)=ps) pt) 
则 1 苗 数 yp 是 本 的 特征 标 ， 挤 名 话说 ，w 是 加 法 群 如 到 绝对 值 名 
于 1 的 复数 乘法 群 内 的 一 个 同 态 上 映射 . 以 后 将 会 看 到 (定理 和 23 
的 证 明 中 ), 8! 的 每 个 连续 的 特征 标 可 由 一 个 指数 函数 给 出 ， 

3.2 定理 设 fED',w 和 4 是 实数 


(5) 如 果 g(z) 二 f(z 一 0), 则 9() 二 (4)er ie 


EE 


ee 


a 
a ee nervereee 


ph rrvrererepee mrueesre vartrerururw ver narurearorwmaruroerororiouroreererer 


$C). 

证 明 (9), 8), 9) 和 (Ce) 由 直接 代入 公式 9.1(4) 和 予以 证 骨 . 
C0) 的 证 明 是 Fubini 定理 芍 一 个 应 用 (关于 要 求 可 测 性 的 证 明 参 
着 定 理 7. 14): | 


hz) =| e” gm(z)] Fls—) 9 dm(y) 
=| gy)e imam)| frye te-nadm(s) 


=| gla)e sm | foyer ‘tdm(z) 
= ft) 
注 章 如 何 应 用 的 平移 不 变性 . 


为 证 明 { 太 ,注意 
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0 Kefferigle, sam(s) (szt) 


这 里 gp(z,z= (ee 一 1TD)/u 由 于 对 所 有 实数 w 天 0,19(z, 雪 |] 色 
zj , 且 当 zz>0 时 g(t)> 一 iz， 把 控制 收 伊 定理 用 于 (1) 式 ,如 
果 * 趋向 于 1, 我们 得 到 
(2) PAD=—i[ sf) dnls) 

9.3 评注 

(a) 由 于 控制 收敛 定理 仅 涉 及 前 数 的 可 数 序 列 ， 在 上 述 证 明 
中 , 求助 于 控制 收敛 定理 似乎 是 不 合 逆 辑 的 。 然 而 , 对 每 个 收效 于 
i 的 序列 {sn), 它 却 能 帮助 我 们 得 到 ， 


Jim —f(t) 二 让 rf(r)e “dm(t) 


nF Sn 一 下 
而 这 恰好 是 说 ， 
im 太一 乓 二 三 一 i| zf(z)e-" ‘dmt{£) 


Er 


我 们 还 会 过 到 类 似 情 况 ， 当 应 用 六 你 定理 于 那些 情况 时 将 不 
再 作 更 多 的 声明 . 
(5) 定理 9. 2( 纺 表明 
[f(s oo) f(a 
的 Fourier 变 式 是 
也 D2 


这 一 点 旱 示 定理 9.2( 了 ) 的 类 似 情 形 在 一 定 的 条 你 下 也 应 读 成 立 ， 
即 是 说 , 产 的 Fourier 变 式 是 it、 如 果 f 了 EL, EL', 而 且 
是 了 的 不 定 积分 的 话 ， 则 此 结果 容易 用 分 部 积分 得 到 .我 们 把 它 
以 及 与 它 有 交 的 一 些 结果 贸 作 习题 . Fourier 变 式 把 微 分 法 化 为 
用 二 相 乘 这 一 事实 ,使 Fouries 变 式 在 微分 方程 的 研究 中 成 为 一 
种 有 用 的 工具 . 
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反 演 定理 


9.4 刚才 我 们 看 到 ， 关 于 函数 的 某 些 运 算 同 关于 它们 的 
Fourier 变 式 的 送 算 是 很 好 地 对 应 着 的 . 如果 有 一 种 方法 可 以 从 
变 式 又 得 回 函 数 , 即 是 说 , 有 一 种 反 演 公式 , 那么 ,当然 将 会 提高 这 
种 对 应 的 有 用 性 和 兴趣 

”我们 通过 与 Fourier si 级 数 相 类 比 ， 来 看 这 样 一 个 公式 会 像 什 
么 样子 ， 如 果 


(1) er=a | Fa)e "eds (RED) 
则 反 演 公式 是 
(2) fr)= Be, eins 


我 们 知道 ,如果 fEZXAT), 在 让- 收 钱 的 意义 下 , (2) 式 成 立 ， 我 们 
也 知道 ,纵然 了 是 连续 的 ,但 在 点 态 收 鼓 的 意义 下 (2) 式 也 不 一 定 
成 立 ， 现 在 设 feELNP), {es} 用 (1) 给 出 ,并 设 


(3) > 
令 
(4) g(z) 一 六 oueras 


由 于 (3),(4) 中 的 级 数 一 致 收 伍 (因此 ,9 是 连续 的 ), 并 容易 算出 9 
的 Fourier 系数 ， 


5) pn rcoeaz= 二 上 全 we"rle Tits as 


由 卫 一 中 
= 1 fn 

一 PF = [人 
之 no | 。 dx 
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=e， 
因此 ,了 和 9 有 相同 的 Fourier 系数 ， 田 此 得 出 了 一 9a.e. ,于 
是 了 的 Fourier 级 数 收 合 于 (XY)a. e. 
在 Fourier 变 式 的 上 下 文 里 ， 类 似 的 假设 是 fe 和 和 而 
且 我 们 可 以 希望 ， 像 


(6) f(z)=| Kt)e' ram(t) 


这 样 的 公式 是 正确 的 ， 确 实 , 如 果 庆 5', (6) 式 的 右边 含义 是 有 明确 
的 ; 记 它 为 KKz); 但 是 , 如 果 要 像 (5) 那 样 来 论证 , 我 们 就 会 遇 到 实 
际 上 是 毫 无 意义 的 积分 

(7) | 


因此 , 纵然 在 很 强 的 假设 , 即 大 二 之 下 , (6) 式 ( 它 是 正确 的 ) 的 证 
明 也 还 得 经 历 一 仿 更 曲折 的 路 程 . 

[应 该 提 一 下 , 如 果 把 在 (一 co,co) 土 的 积分 理解 为 在 (一 44) 
上 的 积分 当 4~>co 时 的 极限 的 话 , 其 至 当 手相 时 , (6) 式 也 可 以 
成 立 ，( 类 似 于 一 个 不 是 绝对 收 全 的 级 数 可 以 收 北 一 样 , ) 然 而 , 我 
们 不 打算 探讨 这 个 问题 .] 

9.5 定理 对 Ri 上 的 作 意 消 数 和 每 个 ysRi, 令 玉 是 了 的 
平移， 定义 为 


(1) fr(2)=f(r—y) (zER!) 
如 果 1<9<o% 具 feL?, 则 也 
{2) zy 一方 


巧 一 个 请 到 L?(R') 内 的 一 我 壕 续 忌 射 . 
证 明 固定 <>0， 由 于 feL?, 存在 韦 续 函数 g, 它 的 支 集 属 
于 有 界 区 间 5--4, 4], 使 得 
上 一 <e 
(定理 3. 14)，9 的 … 致 连续 性 去 明 存 在 E00, 4), 使 得 1s 一 1| <5 
和， - 


计 ， 用 
[yes)—o(t)| < (3A) re 
如 果 |8 一 证 <5, 便 得 到 


i 19(z 一 8 一 ge 一 起, tds (3A) ler (2A+ 6)<e? 


于 是 19, 一 8 <s， 

注意 工 !- 范 数 (关于 Lebesgue 测度 ) 是 平移 不 变 的 : ll 
二 上 ds， 因此 , 当 |s 一 <8 时 

[Ff —f ll ge tig — 9 let ig.—fels 
=](f—9) st lg9,— gs} (9— ,|e 

这 就 完成 了 证 明 , 

9.6 定理 如 果 fE, 则 旗 0C6, 且 
(1) [ff 

证 明 由 9.1(4), 不 等 式 (1) 是 显然 的 。 如果 ta 所 则 


(2》 Lf) -Fle| lf) ei eldm(z) 


此 被 积 菁 数 是 以 21FCx)| 为 界 的 ,并 当 z 一 co 时 , 对 每 个 + 都 趋向 
于 0， 根据 控制 收 倒 定理 ,于 是 太一 所 4)， 贱 此 ,了 是 连续 的 . 
内 于 e* 二 一 1,9, 1042) 给 出 | 


(3) f=—[ frye dadm(z) | 
= 一 | f(s—a/ edm(z) 

因此 

(2K0=f ff-—f(e-4F)}e nc) 

于 是 

(5) 21f0)| If -fl 


根据 定理 9.5, 当 # 一 士 oo 时 趋向 于 人 0. 
-= 了 和 + 


9.7 一 对 辅 动 务 数 “在 反 演 定理 的 证 明 中 ,知道 一 个 正 的 肘 
数 互 , 使 得 它 有 正 的 Fourier 变 式 , 而 且 这 个 变 式 的 积分 又 易于 计 
算 , 这 将 是 便利 的 。 在 许多 可 能 性 当中 , 我们 选择 了 与 尘 平面 内 的 
调和 函数 的 关系 是 有 趣 的 那 一 种 ，‘ 参 看 第 十 一 章 的 习题 21. ) 


今 
G) H(t)=e" 

并 定 疼 

C2) i(z)=| H(Ateirdm(t) (4>0) 
经 过 简单 计算 ， 得 出 

3) hr)= V2 +22 

因此 

(4) | hzYam(z)=1 


也 要 福 意 到 ,0<< 囊 (四 过 1 并 且 当 >0 时 五 (A441)->1, 
9.8 命题 如 果 fez, 则 


rR) 2)=| HADKt)er am(t) 

证 明 这 是 Fubini 定 理 的 一 个 简单 应 用 . 

OG) = Fe 一 pem(D| HCDe' ram(t) 
=| EapDam(D | fy)eindmy) 
=[ HOGADam() | fl) er -vam(y) 
-| HGDAKt)e'am(t) 


9.9 定理 如 果 95L”,9 在 点 zx 连续, 则 
= 220 。 


(1) lim (grhs)(z)=g(2) 


Te 


证 明 由 于 9.7(4) 有 
(grh)(z)—g(7)=| Lg (sy) gz)]h. (dm(y) 


= 人 gC) 9) (¥ dmCy) 


=[ Eye 一 4) 一 gz] 加 (sam 人 

最 后 那个 被 积 函 数 被 219j -Ai(s) 所 控制 ， 并 且 当 4->0， 对 每 个 3 
接点 收效 于 0， 因 此, 由 榨 制 收敛 定理 便 得 到 (1) 

9.10 定理 如 果 1<?<% 和 feL?, 则 
(1) limlfehs—fl—0 

p=1 和 2 一 2 的 情形 我 们 是 有 兴趣 的 , 但 是 一 般 情形 也 不 难 
证 明 . 

证 明 由 于 EL 是 共 兢 于 7 的 指数 ,对 每 个 x, (f+)(z) 
的 意义 是 明确 的 ，( 事 实 上 ，f+h 是 连续 的 ; 参看 习题 8. ) 因 为 
9.7(4), 我 们 有 
(2) fr) Fe) =) LD Fr) amy) 


而 定理 3. 3 给 出 
(83) TCD)(z) 一 Ka) 

< 7 一 六 一 KGDam (的 
将 (3) 式 对 z 积分 ,并 应 用 Fubini 定理 : 


(4) fe Fh flSh Cam(y) 


如 果 9(y) 二 | 一 f 导 ， 根 据 定理 9. 5,9 是 有 界 和 连续 的 , 且 9(0) 
三 0， 根 据 定理 9.9, 因 此 当 4>0 了 时,(4) 的 右边 趋向 于 0. 
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9.11 反 演 定理 如 果 feL' 和 jez', 且 


(1) gz)=| Ktjeridm(t) (zeER') 
则 geQs 和 f(z)=g(5) ae 

证 明 由 命题 9,8， 
(2) Crh) 7)=) HADK te dam) 


(2) 式 右边 的 被 积 隙 数 以 | 下 站 | 为 界 ,由 于 当 A>0 时 , (A)->1， 
根据 控制 收效 定理 , (2) 的 右边 对 每 个 zxE 玉 收 交 于 gz) 

如 果 综 合 定理 9 10 和 3. 13， 我 们 看 出 ， 存 在 序列 内 s} 使 得 
7A.->0, 且 
(83) Hm(frh (7)=f(2) ae， 


因此 ,7)=g(z)》a.e. 、 由 定理 9.6 推 出 YECo. 
9,12 唯一 注定 理 如 业 fE! 并 且 对 一 切 , ER', f(t)= 0, 则 
FTI=0 de 


证 明 由 f=0 得 到 feD, 由 反 演 定理 得 出 结果 


Plancherel 定理 


由 于 瑟 的 球 贝 格 测 诬 是 无 限 的 , 严 不 是 痉 的 子 集 ， 因 此 , 根 
据 公 式 9. 1(4), Fourier 变 式 的 定义 对 每 个 fEL? 不 是 直接 可 以 应 
用 的 。 但 加 果 fn A?， 就 能 应 用 定义 并 得 出 故事 实 上 ， 
天: 一 和。 把 由 三 站 天 下 内 的 这 个 等 距 映 射 扩 充 为 [7? 到 I 
上 的 等 距 , 且 此 扩充 对 每 个 jEL* 都 定义 了 Fourier 变 式 ( 有 时 称 
为 Plancherel 变 式 )， 事 实 上 ， 所 得 出 的 1 理论 比 二 的 情形 更 
具有 对 称 性 ， 在 I 中 ,了 和 了 确实 处 于 相同 的 地 位 ， 

9.13 定理 对 每 个 fEL? 都 能 对 应 一 个 函数 托 L， 使 得 下 
述 性 辜 成 立 ; 
222， 


| 


(5) 对 每 个 jc 人 站 
Cc) 映射 ]->f 是 -- 个 工 到 上 的 Hilbert 空间 的 同 构 ， 
(a) 在 了 和 子 之 间 存 在 下 述 对 称 关系 : 如 归 


ro 


pat)=| fF)e drm) yz) = 外 Don 人 


则 当 4> 吕 时 , 上 es 一 名 >0 和 1% 一 和 一 0. 
注 ， 由 于 天 丰产 在 严 中 是 稠密 的 ， 性 质 (a) 和 (人 唯一 决定 
了 映射 -> 天 称 性 质 (@) 为 瑟 反 演 定理 ， 


证 明 ”我们 的 首 娄 上 且 标 是 建立 关系 


(GD = (en 
固定 fEDNZ, 令 天 2 一 成 一 5 ,并 规定 9 二 fr 则 
(2) g(r)=—| fr—y) fe — ydmt(y) 
=| f(r) Fam(y) 
或 者 
(3) 9(z) 一 (用 


这 里 的 内 积 是 在 Hilbert 空间 内 取 的 ， 像 在 定理 9.5 中 一 样 ， 
f-: 表示 了 的 平移 ， 根据 该 定理 ，% > 六 :是 豆 到 无 内 的 一 个 连 
续 映 射 ， 因 此， 由 内 积 的 连续 性 (定理 4 的 得 出 9 是 一 个 连续 函 
数 ，Scehwatz 不 等 式 表 明 
(4) lo lls lf l= 1 
于 是 8 是 有 界 的 .上 且 由 于 ED 和 jeL, 也 就 有 gE 

由 于 9EZ', 可 以 应 几 命 题 9. 8: 


(5) Cgrh) 0)=| HG ant) 


由 于 8 是 连续 和 有 界 的 , 定理 9.9 表明 
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(6) lim(9*ha)(0) 一 9(0) 一 1 


定理 9. 2(d) 居 明 引 = | 有 2 衬 0， 由 于 当 4 >0 时 五 (好 ) 递 增 到 
1, 单调 收 化 定理 给 出 


(7) lim| HDG dm = | 1Kt) ram t) 


于 是 (5), (6) 和 (7) 表 明 大? 和 (1) 成 立 . 

这 曾经 是 证 明 的 难点 . 

对 任何 4>0, 令 了 是 了 和 区 间 [ 一 4,4] 的 特征 崩 数 的 积 . 如 
果 fE12， 则 当 4=>co 时 , 显然 有 | 了 4 一 了 >0， 又 fsEINLS, 并 
且 当 8 如 ( 罗 中 所 定义 了 时 ， 则 ps= 训 ， 直 于 好 4 是 严 内 的 
Cauchy 序列 , 关系 (1) 表 明 { 收 是 三: 内 的 Cauchy 序列 ; 且 由 于 
是 完备 的 , 当 4 > co 时 ，{g4} 收 化 于 的 一 个 元 素 ， 我 们 称 为 
子 注意 ,如 果 ELINI, 则 p(t) 点 态 收 化 于 原先 定义 了 的 了 的 
Fourier 变 式 ， 而 这 个 点 态 极限 几乎 处 处 与 -极限 一 致 (定理 
3. 12). 

上 映射 > 了 的 定义 域 已 由 二 人 袁 扩 齐 到 ZF 此外， 由 (1) 
得 到 1244 一 | 于 是 
(8) f= Biml els = lim hf =F), 

这 样 , 我 们 证 明了 (Cg), (3), 和 (a) 的 头 一 半 ， 

我 们 对 了 引进 临时 性 前 记号 Bf. 于 是 Bf 是 函数 gp, 的 
瑚 -极限 ， 如 果 fEL?， 则 ® 是 五 到 了 直 内 的 一 个 等 距 对 ge 
类 位 地 把 Pg 定义 为 函数 


4 
(9) | ge amc) 
的 矿 -极限 ， 由 于 (Vg)(z) 一 Bg( 一)， 因 玫 , 更 是 一 个 天 到 天 


肉 的 等 距 ， 如 果子 和 上 两 者 均 属 手 天 站 72 则 由 定理 9. 11 得 到 
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(10) VOf=F 
根据 命题 9. 8， 如果 fEL:NI， 且 42>0, fo, 便 满 足 这 些 要 求 . 
因此 
(11) PDF+h) = f+h, 
当 24>0 时 ,1fx 一 了 >0( 定 理 9. 10), 由 于 下 加 是 一 个 等 距 ， 对 
每 个 feI'NI* 得 到 (10)， 因 为 LIN 在 I 内 是 稠密 的 ， 对 每 
个 了 EL?, (10) 式 成 立 ， 这 就 证 明了 (4) 的 后 半 部 分 ， 

但 由 干 算 子 中 和 多 所 处 的 地 位 居然 可 以 互相 交换 ， 因 而 对 每 
个 gEZ8 关系 式 PV gg 也 都 是 正确 的 ， 这 就 是 说 ,如 果 f=g， 
则 g=F 因此, 映射 > 了 把 下 了 贞 到 工 上 ， 

最 后 ， 恒 等 式 
(12) 4f5=|f+9l:—|f—9+ilf+igl—i|f—igl’ 
表明 亚 到 瑟 上 的 等 个 壬 距 喘 庙 也 保持 内 积 ， 换 句 话说 , Parseval 
公式 


(1) 上 7(z)9C3Jdm(CD)= | HEIRTdm(t) 


对 fe 和 geL? 是 成 立 的 , 
这 吕 得 出 (c), 证 完 . 
9.14 定理 如 果 fEI 和 fe 册 
f(7)=| Kt)e'r dmlt) ae 


ee error 


证 明 这 是 定理 9,13(4) 的 一 个 系 . 
9.15 评注 如 果 fEL， 对 每 个 公式 9.1(4) 明 确 地 定义 
所 ty)， 如 果 fe，Plancherel 定理 瞧 一 地 确定 了 作为 Hilbert 宅 
间 5 的 元 素 ， 但 作为 点 函数 的 下) 仅仅 是 几乎 处 处 被 确定 ， 这 
是 五 ' 和 工 ? 中 Fourier 变 式 理论 之 间 的 重要 不 同 之 处 ， 作 为 点 卫 
数 , 蕊 志 的 不 确定 性 将 给 我 们 正 又 讨论 的 问题 带 来 一 些 困难 .、 
33。 


9.16 1 的 平移 不 变 子 空间 的 于 空间 戏称 为 平移 不 变 
的 , 如 果 对 每 个 实数 a, EN 蕴涵 着 fss 开 ,而 所 = 了 (x 一 8)， 在 我 
们 研究 Fourier 变 式 的 时 候 ， 平 移 早已 起 着 重要 的 作用 、 现 在 我 
们 提出 一 个 问题 ， 它 的 解决 将 提货 一 个 如 何 应 用 Plancherel 定理 
的 实例 . (在 第 十 九 章 中 将 出 现 其 它 的 应 用 . ) 此 问题 是 : 

令 下 是 天 的 闭 平移 不 变 子 空间 ,站 是 下 在 Fourier 变 式 下 
的 像 ， 则 站 是 闲 的 ( 辕 为 Fourier 变 式 是 -等 距 , ) 如 果 天 是 于 
的 一 个 平移 , 六 的 Fourier 变 起 是 fe 这 里 eA(t)=e i'; 在 定理 
9.2 中 , 对 fe 二， 我们 证 明 过 这 一 点 ; 如 同 在 定理 9. 13(@) 中 所 看 
到 的 一 样 , 此 结果 扩充 到 了 I， 由 此 得 到 ,对 一 切 wER'， 政 用 es 
来 乘 是 不 变 的 . 

设 召 是 R' 中 任 一 个 可 测 集 ， 如 果 首 是 一 切 gEZ? 的 集 , 而 9 
在 如 上 几乎 处 处 为 零 , 则 位 确实 是 严 的 一 个 子 空 间 , 它 用 所 有 的 
e 来 莱 是 不 变 的 (注意 , 1e。| =1, 因此 , 如 果 EL 则 pesEL*), 而 
如 还 是 闲 集 、 证 明 : 当 且 仅 当 p 与 每 个 EL* 正 交 ， 而 攻 在 吾 的 祭 
集 上 几乎 处 处 为 办 时 , pE 昔 . 

设 尹 为 在 Fourier 变 式 的 作用 下 奏 的 逆 像 , 则 下 是 一 个 共有 
所 要 性 质 的 空间 . 

现在 ， 我 们 可 以 猪 到 ， 每 一 个 我 们 所 要 求 的 空间 腻 都 可 以 从 
集 BCR 通 过 这 种 方式 得 出 ， 要 证 明 这 一 点 ， 我 们 就 得 证 明 ， 对 
每 个 财 的 平移 不 变 的 用 CCI 对 应 一 个 集 BCR', 使 得 当 且 仅 当 在 
上 几乎 处 处 碎 #)=0 时 疙 五 ， 从 下 构造 召 的 明显 方法 是 对 每 
个 fTENY 联系 着 一 个 由 使 太 t)=0 的 所 有 点 组 成 集 而 ， 并 定义 本 
为 这 些 集 的 交 。， 但 这 个 明显 前 方法 带 来 了 严重 的 困难 ; 每 个 Bi 
只 能 确定 到 相 莽 一 个 测度 为 零 的 集 ， 如 果 {4,} 是 可 数 集 庶 ， 每 个 
4; 确定 到 相差 一 个 测度 为 零 的 集 则 人 14; 也 确定 到 相差 一 个 测度 
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为 零 的 集 ， 但 是 存在 有 不 可 数 个 fE 于 ， 这 样 在 门 B 上 我 们 就 会 
失去 一 切 控制 

和 如果 考 虚 我 们 的 钱 数 是 作为 Hilbert 空间 L* 的 元 素 , 而 本 来 
就 不 是 作为 点 函数 的 话 , 这 些 困难 就 完全 不 会 产生 . 

现在 我 们 将 证 明 这 个 猜想 . 令 前 是 闭 平移 不 变 子 空间 MCI? 
在 Fourier 变 式 作 用 下 的 象 ， 设 P 是 下 到 前 上 的 正光 射影 ( 定 
理 4.11)， 对 每 个 fE 吉 对 应 唯一 的 PFE 站 ， 使 得 J 一 Pf 正 交 于 
履 , 因此 


(1) f-PflProg (Cf 和 ver) 
并 由 于 站 对 用 e。 相 乘 是 不 变 的 , 故 有 
(2) f—Pfl (Pg)e, (了 gEL’, aER') 


如 果 我 们 回忆 起 在 里 内 积 吓 如何 定 义 的 ， 我 们 就 会 看 到 {2) 式 
等 价 于 


3) | GPD-Bg edm=0 (9eL,aER!) 

这 就 说 明 

(4) (f—P9) -Pg 

的 Fourier 变 式 是 0， 隆 数 (4) 是 两 个 -函数 的 冬 积 ， 因 此 属于 
LL! 现在 ，Fourier 变 式 的 唯一 性 定理 表明 函数 (4) 几乎 处 处 为 
零 ， 如 果 用 Pg 人民 赫 P9 也 是 真实 的 ， 国 此 


(5) f-Pg=(Ph): (Pg) {f, geL’) 
交换 了 和 9 的 位 置 , 由 (5) 得 到 
(6) f'Pg=#:Pf 【六 gEL?) 


现 设 8 是 形 内 的 一 个 国定 的 正 邯 数 ; 例如 ， 邻 氏 有 = 所 
定 必 
{ PD 
(7) y(t) gi) 
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《P9){ 国 仅 可 能 几乎 处 处 波 确 定 ; 选取 任 一 个 在 (7) 中 决定 的 2. 于 
是 (6) 变 为 
(8) Pf=p:f (feL’) 

如 果 fe 了 丛 , 则 Pf 二 ff， 这 就 是 说 ， P=P 并 由 此 得 到 9 二， 
因为 
(9) wp" gp-P9=Pg=Pg=—p'y 
由 于 92= wp， 我 们 几乎 处 处 有 p=0 或 1， 如 果 我 们 令 吾 是 使 得 
p(t)=0 的 一 转 志 的 集 ， 因 为 当 且 仅 当 了 = f 一 9 了 时 ，fE 真 ， 故 
笃 确实 由 那些 在 如 上 几乎 处 处 为 零 的 fEL? 所 组 成 

因此 , 我 们 的 问题 得 到 了 下 述 的 解答 . 

.17 定理 每 个 可 测 集 BCR 于 度 于 一 个 由 所 有 在 BE 上 


dt EE 


使 /二 0 a. 56. 的 f 荆 组 成 的 空间 了 Hs 则 到 是 五 的 闭 平移 不 变 


二 


pi 


mt(AU BU(B—A))=0 

唯一 性 的 证 明 是 容易 的 ; 我 们 把 它 留 给 读者 来 完成 . 

当然 , 在 其 它 函 数 空 间 也 可 能 提出 -上 述 问 题 ， 此 问题 在 天 中 
已 较 详 组 地 研究 过 .已 知 的 结果 表明 , 这 一 场合 要 比 严 的 场合 复 
杂 得 难以 想像 . 


Banach 代数 工 : 


9.18 定 忱 设 4 是 一 个 Banach 空间 ， 如 果 4 中 定义 了 一 
种 乘法 , 并 满足 不 等 式 
(1) zyl<<lzklyl Cz 和 yE4) 
结合 律 x(82) 一 (wy)z, 分 配 律 
C2) x(y+2)—ryt rz, (y+ 4x7= ysis (Cx, y, 2EAY 
和 关系 
。223 。 


(3) (or)y=r(ay) 一 GO 

3.19 例 加 

(9) 令 4=O(X), 芳 是 紧 Hausdorff 空间 , 赋 以 上 确 界 范 数 ， 
并 赋 以 国 数 的 通融 的 点 态 乘 法 : (f9)(z) 二 f(z)g(x)， 这 是 一 个 交 
换 的 Banach 找 数 (J8 一 9#), 有 单位 元 (常量 国 数 1). 

(5) Co(BR') 是 一 个 交换 Banach 代数 , 但 没有 单位 元 , 即 不 存 
在 元 素 % 使 得 对 所 有 fECo(BR1) 有 wf 二 了 

《2) 到 (或 任 一 个 Banach 空间 ) 上 所 有 线性 算 子 的 集 ， 如 果 
其 算 子 的 范 数 如 定义 5. 3 一 样 , 并 由 

(A+ BI(z) = Ar+Bx, ABx = A(BY) 

定义 算 子 间 的 加 法 和 乘法 ， 则 此 算 子 集 是 一 个 带 有 单位 元 的 非 交 
换 Banach 代数 (除非 五 ==- 1). 

(4d) 如 果 用 卷 积 定义 乘法 , 则 是 Banach 空间 ; 由 于 

Ifogl hfh gh, 

说 朋 满 足 范 数 不 等 式 ， 可 以 直接 证 明 结合 律 (Fubini 定理 的 一 个 
应 用 ), 但 我 们 也 可 以 处 理 如 下 : 

因为 fx9 的 Fourier 变 式 是 f- 名 而 已 知 映射 > 了 是 一 一 的 . 
对 每 个 iE, 根据 复数 的 结合 律 有 

FEOEGCOR EN] = LAG IME) 
由 此 得 到 
f(grh)= (fg) 

用 同样 的 方法 ， 立 即 会 得 到 了 xg=g*f， 容易 看 到 定义 9.18 中 剩 
下 的 要 求 在 二! 中 也 是 成 立 的 ， 

因此 五 是 一 个 交换 的 Banach 代数 ，Fourier 变 趟 是 一 个 王 
到 Ce 内 的 代数 同 构 ， 因 此 , 没有 了 EL! 使 律 j 二 1， 所 以 没有 音 
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9.29 复 同 态 ”Banach 代数 上 最 重要 的 复 函 数 是 4 到 复数 
域内 的 同 态 ， 确 切 地 说 是 存在 保持 和 莱 法 的 线性 泛 函 , 即 是 说 , 此 遂 
数 gp 对 所 有 的 x; 3E 直 和 一 切 纯 着 we, 8B, 有 

por By -ort BP), pT) = pF) p(y) 
请 注意 ， 在 这 个 定义 中 并 没有 提出 有 界 性 的 假设 ， 有 趣 的 是 这 种 
假设 是 多 侈 的 : 

9.21 定理 如果 2 是 Banach 代数 4 上 的 复 同 态 ， 则 作为 

证 明 为 了 得 出 矛盾 , 假设 对 某 个 mE4，1efzo)| > |zoll， 驴 
A=p(z0), 和 一 2o 4 Mirtle =1. 

由 于 jz 所 4x4* 和 zj 过 1, 则 元 迷 
(1) 8 一 一 售 一 你 ?一 一 把" 

是 4 的 一 个 Cauchy 上 序列， 困 4 作 为 Banach 空间 是 完备 的 , 故 存 
在 ye4, 使 得 ly 一 sal 一 0, 并 容易 大 加 十 sn 一 ws 于 是 

{2) ty | 
内 下，gp(z) 上 p(y) 一 gp(z)p(y), 然而 , 当 glz)=1 时 ， 这 是 不 可 
能 的 . 

9.22 LL! 的 秘 同 淹 ” 设 w 是 厂 ' 的 复 同 态 ， 即 wp 是 保持 下 述 
关系 的 线性 泛 函 (根据 定理 4.21, 其 范 数 至 多 是 1)， 

(1) Pf 一 中 六 到 (全 (f 和 geL') 
根据 定理 6. 16, 存在 8EL”, 使 得 


(2) gp( 朋 = fp am(z) (feL') 


现在 我 们 利用 关系 (1)， 米 看 一 看 对 于 8 我 们 还 能 说 些 什 么 ， 一 
方面 ， 


g(f 分 一 | fr) BC)d mn(z) 
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一 | peer 人 z)| FFz 一 六 9GDam(o 
(3) =| 9GDem 人 | foz)6(z)am(z) 
={ sw pf amg) 
另 一 方面 ， 
(4) pH -PPD| gl Bamty) 


设 刀 不 恒 等 平 零 . 固定 EL! 使 得 2 用 关 0 由 于 对 每 全 
9Ez (3a) 的 最 后 一 个 积分 都 等 于 (4 的 右边 . 因此 ,定理 6.16 的 唯 
一 性 表明 对 几乎 所 有 的 y 
(5) Pf By) = p(T) 

但 是 ,gr 六 是 如 到 工 内 的 连续 映射 (定理 9.5) 和 在 世上 ?是 
连续 的 ， 因 此 (5) 的 右边 是 8 的 连续 函数 ; 并且 可 以 假设 是 连续 
的 [如 果 需 要 ， 可 以 在 测度 为 零 的 集 上 改变 有 CD 而 不 影响 (2)]. 
如 果 我 们 用 和 十 # 代替 y, 然后 在 (5) 中 用 了, 代替 了 ,得 到 

PFIPCEH I = fr) = p(s) 
=p{f By) = p(BEB TY) 
于 是 . 
6) BY 十 所 一 有 ZJO (x 4 yeER!) 
由 于 上 不 模 符 于 0, 则 由 (6) 得 到 800)=1, 而 的 连续 性 表明 ,看 
在 52>0 使 得 


(7) | BC)ay=0#0 
于 是 
(8) cp(z)=| BB dy= | Plyt a)dy 


= 231» 


= 人 acpay 


由 于 月 连续 , 最后 一 个 积分 是 的 可 微 函 数 ; 于 是 (8) 表 明 记 是 可 
微 的 ， 对 于 3 微分 (6), 然后 令 #g 一 二 结果 有 


(9) Br)=48(z)， A=pB"(0) 
因此 , B(xz)e-47" 的 导数 是 0, 并 由 于 8(0)=1, 得 到 
(10) A(z)}=e*" 


但 有 在 Ba 上 有 界 , 因此 4 必定 是 纯 虚 数 ， 并 得 出 结论 : 存在 1ER'， 
使 得 
(11) 月 (2 一 8 ts 

这 条 我 们 就 全 Fourier 变 式 ， 
的 te tiER!, 使 得 p(f) 一 x) 

上 面 已 证 明了 + 的 存在 性 . 唯一 性 可 由 观 窒 得 出 ， 各 果 
t 关 s, 则 存在 feE 志 使 得 太 #) 冯 a#); 把 了 (x) 当 作 e- /7 的 一 个 适当 
的 平移 ， 


习 


1 设 fu f>0， 证 明 对 每 个 4 二 0,] 和 1< 和 0). 

2 计算 一 个 区 问 的 特征 戎 数 的 Fourier 变 式 ， 对 ?一 1，2，3，…， 他 
ga 是 [一 所 站 的 特 和 在 国 数 , 问 是 于 一 1 11 的 特征 省 数 , 并 明确 地 计算 9 (图 
象 是 逐 诺 线性 的 ,) 还 明 多 入 是 函数 E51 的 Fourier 变 式 : 除 一 个 常数 因 
子 外 


Sin 守 " Sin 省 
fn) TT 
出 


证 轩 |ulh->co, 并 得 到 : 映射 了 >f 把 世 ' 轴 到 0 的 一 个 真子 集 内 而 
这 个 映射 的 值 域 在 Co 中 是 稠密 的 . 

3 求 极限 
二 22。 


| 
lim| sind od (一 co<z<coeo) 


本 二- 一 此 
其 中 人 是 一 个 正常 数 ， 
4 给 出 一 个 feL: 的 例子 ， 使 得 fZ! 但 佐 ， 这 丰 什 么 情况 下 才 会 
发 上 生 tf : 
5 如果 fE 二 和 [好 (t)|dm(t)<co， 证 明 于 几乎 处 处 同一 个 可 微 本 
数 一 致 , 座 此 函数 的 导数 是 
i sf tordmk 1) 
6 没 了 eZ 了 了 儿 乎 处 处 可 向 , 且 户 6E:， 由 此 能 得 出 闻 的 Eoutier 变 
式 就 是 二 (DQ? 
7 令 8 是 本 中 共有 下 述 性 质 的 所 有 函数 了 的 类 ， 玫 是 无 限 次 可 微 
的 , 并且 对 贡生 0, 1 2 存在 数 Am 人) 之 oo, 使 得 
[srDrf lg) [Ann(f} (WER') 
万 是 通 常 的 微分 算 子 ， 
证 明 Fourier 变 式 把 号 喘 到 六 上 ， 
找 出 入 的 元 素 的 例子 . 
8 如 果 卫 和 8 是 共 斩 指数 , Few ga. 市古 = fxg, 证 明太 是 一 臻 着 续 
的 ， 如 亲 还 有 1T<p<coo, 则 有 EO 说 明 对 车 些 EL1, gEI” 这 是 不 对 的 ， 
9 设 1 宕 3B<co fr 和 
go 一 | fa 
证 明 g6Ce。 如 果 FE, 关子 9 能 有 些 什么 结果 
10 今 如 是 盏 上 一 切 无 女 次 可 徽 复 范 数 的 类 ，G7 是 由 一 切 支 浊 是 紧 
的 gE0” 所 组 成 。 证 明 CY 不 能 单独 出 0 组 成 ， 
令 如 是- 切 局 部 地 属 十 的 了 的 类 ; 即 是 说 ，fELioo, 如 果子 是 可 测 
的 , 且 对 每 个 有 界 区 问世 1f|<o0。 
如 果 ELioc 和 gt05, 证 明 fxgt0*. 
延 纳 存在 Cz 中 的 序列 fp 小, 当 n>00 时 ,对 每 个 了 EL. 有 
lf*g—fl,->0 
(与 定理 9.10 比较. 证明 得 } 岂可 以 这 样 选 了 到， 使 得 对 短 个 用 天 ss 包 乎 处 
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处 有 Crgei fm- 一 Pro; 上 实 上 上 ， 对 适当 的 人 小 ,在 每 一 个 使 了 标 于 它 的 不 定 
积分 的 导数 的 点 z 都 能 保证 收 剑 ， 
证 明 如 呆 JE75 当 人 >0 时 ,纵然 局 役 有 紧 的 支 供 ( 避 定义 在 9.7 节 )， 
还 是 几乎 由 处 有 (#6) (em) 一 了 (zm), 而且 #6E0”. 
.11 求 关于 了 和 了 共同 具有 或 单独 民有 的 条 件 , 以 保证 下 述 形式 论证 的 
正确 性 :如果 
op( 门 = 二 | fear 
和 


Flm = 之 fort2akn) 


上 = 一 : 
则 PF(s) 是 疝 期 函数， 周期 为 2x, 也 的 第 nw 个 Fourier 系数 是 p(wJ， 因 
此 (4) 一 Zp (nl einz， 竺 别 ， 


Df kn) = > q (BR) 


Ei n=- 


更 一 般 , 如 果 0,. 0 gp 二 2x, 有 


(9) 之 ,GD =a 2 pa) 


a 
当 &~>0 上 时， 等 式 人 9) 右边 的 极限 有 什么 可 说 的 (当然 是 对 “好 的 ” 孙 数 )? 
这 与 反 演 定 理 时 一 政 的 吗 ? 
[ (是 著 省 的 Poisson 求 和 公式 ,] 
12 在 习题 11 中 下 Fa 鸭 一 ez1 并 导出 恒等式 
a 
13 ”如果 0<e<oo, 定义 天 (一 expf 一 oz 
(q) 计算 和 。， 提 示 : 如 果 p= 了 ,由 分 部 积分 得 到 
2ap'(t) 4 tg(t) 0. 
(8) 证 明 存 在 一 个 ! 且 仅 一 个 )e, 使 得 了 .一 也 
(ce) 汪 盟 fer 了 二 yf 了: 用 a 和 上 的 显 式 表 示 P 和 5. 
(a) 在 习题 1 中, 取 了 = 了 了。， 拭 结果 是 什么 标 一 个 蛋 竺 式 ! 
14 对 了 了 ELAR),Fourier 灾 式 能 用 


fin ={ emdm te) GEB9 


玉 定 义 ， 这 电 的 x' 慷 二 R504， 划 昨 人 二 (0) 二 Mz 是 
Ba 上 的 Lebesgue 讽 度 , 为 了 方便 将 它 除 坟 (2x)12， 证 明 反 注定 理 和 本 文中 
的 Plancherel 定理 , 以 及 与 定理 9.23 类 似 的 命题. 

15 如 果 feiCB ， A4 是 Rt 上 的 线性 算 子 并 且 g(7) 一 了 (4 区 ,各 与 了 有 
何 联系 ? 如 果 了 是 旋转 不 变 的 , 即 是 说, 如 果 了 (ze) 仅 依 靖 于 从 原点 到 氏 的 欧 
氏 距 离 ,证明 这 对 了 同样 是 对 的 

6 下 上 随 数 了 的 Laplace 筑 子 是 


_ < 
之 玛 


这 里 假设 偏 导数 是 不 在 的 ， 如 果 9 二 Af 且 满 足 一 切 必要 指 可 积 杀 件 , 则 了 和 
之 间 有 什么 关系 Laplace 算 子 同 平移 是 可 交换 的 .证明 它 疝 旋转 也 是 、 
可 交换 的 , 即 当 了 有 连续 二 和 前 导数 , 4 是 RR: 的 一 个 旋转 时 , 有 
Alfo Ad) =Af"Ah 
(说 明 在 了 有 紧 支 集 的 附加 杂 件 下 证 明 此 点 就 足够 了 ,) 
17 证 明 Ri! 的 每 个 Lebesgue 可 测 特 征 标 是 连续 的 ， 对 如 同样 证 明 
之 。 (改写 定理 9. 23 的 部 分 证明.) 同 第 八 章 习 题 24 比较, 
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第 十 章 ”全 纯 函 数 的 初等 性 质 


复 微 分 

我 们 现在 来 研究 定义 在 复 平面 的 子 集 内 的 复 函 数 ， 为 了 方便 
起 见 , 本 书 以 后 将 采用 一 些 标准 符号 ， 

I0.1 定 光 才 7 半 0, 且 6 为 一 复数 ， 


《1) DO 7)= (2: 124—al<?} 
是 中 心 在 a; 半径 为 7 的 开 惕 盘 ，D(a; 六 是 Dl6;7) 的 闭 包 ,有 
(2) D(a;r)={2: 0< |2— ol < 个 } 


是 中 心 在 6, 半径 为 7 的 去 心 圆 盘 . 

拓扑 空间 内 的 集 互 称 为 不 连 道 的 ， 各 果 吾 是 两 个 非 空 集 4 
及 B 的 并 ; 且 
《3) ANB=%=ANE 

车 和 4 和 B 如 上 上 述 , 且 玉 和 厂 分 别 为 4 及 吕 的 余 集 ,人 恒 有 AC 全 
利 BCV, 因此 
(4) ECVUW, ENF¥ 5,ENWzAH, BNVNW=% 

相反 ,如果 开 集 下 和 全 存在 ， 使 (4) 成 立 , 取 4 一下 门市 ， 瑟 一 
NF, 容易 看 出 局 是 不 连通 的 . 

如 时 召 是 闭 的 且 不 连通 , 则 (3) 表 明 加 是 两 个 不 相 记 的 非 空 闭 
集 的 并; 因 攻 4CAUB 有 ANB=%, 则 A4=A4,， 

如 果 吾 是 池 的 县 不 过 通 , 则 (4) 表 明 百 是 两 个 不 相交 的 非 空 开 
集 ， 即 8 门 P 及 EB 门人 的 并 ， 

每 一 个 由 单独 的 一 点 组 成 的 集 明 显 是 连通 的 ， 若 xEB， 包 含 
x 的 如 的 连通 子 集 的 集 族 呈 因此 非 空 。 容 易 看 出 号 :的 所 有 元 案 的 
"2a 


并 是 连通 的 , 并 且 它 是 吾 的 一 个 最 大 连通 子 集 ， 这 些 集 称 为 的 
分 支 。 因此 刀 的 任何 两 个 分 支 是 不 相交 的 。 并 且 召 是 它 的 分 支 
的 并 . 

区 域 ， 是 指 复 平 面 的 一 个 非 空 连通 开 子 集 。 因为 在 这 平面 内 
每 一 个 开 集 台 都 是 贺 盘 的 并 , 又 因为 所 有 闻 盘 是 连通 的 , 套 吕 的 每 
个 分 支部 是 开 集 ， 这 样 ， 每 个 平面 开 集 都 是 不 相交 区 域 的 并 ， 从 
现在 起 ,字母 8 将 表示 一 个 平面 开 集 . 

10.2 定义 ”假设 了 为 定义 在 吕 内 的 复 函 数 , 如 果 zo € 只, 且 


mf 
存在 , 我 们 记 这 和 极限 为 让 (zo), 并 称 它 为 了 在 和 的 导 数 ， 如 果 对 每 
一 个 zoE07 了 (20 都 存在， 我 们 就 称 了 在 只 内 是 爹 纯 的 (或 解析 
的 }， 所 有 在 如 内 全 纯 的 函数 类 将 记 为 五 (人 2). 

很 明显 , 若 对 每 个 se>0, 对 应 有 6>0, 使 得 对 所 有 2ED' sw 6) 


{2) 2) f(a)_p (20)|<<e 


吕 一 30 
则 产 (z0) 春 在 。 这 样 ， 六 (zo) 是 作为 复数 的 商 的 极限 而 得 出 前 一 
个 复数 .注意 了 是 到 居 内 的 映射 ， 并 且 定 义 8. 22 将 这 样 的 映 
射 对 应 于 另 一 类 型 的 导数 , 即 B* 上 的 一 个 线性 算 子 ， 丰 现在 的 情 
况 下 , 若 (2) 满 足 ， 这 个 线性 算 子 就 是 乘 以 瑚 (zo)( 把 ?看 作 复数 
域 ), 我 们 留 下 它 给 读者 验证 
10.3 评注 如 果 fE 五 (DQ) 和 9E 百 (8)， 则 应 用 通常 的 微 
分 法 则 ,也 有 了 +gE8(Q) 和 fgEH(Q)， 因 此 互 (Q) 是 一 个 环 . 
更 有 趣 的 是 金 纯 函 数 倒 加 仍 是 爹 纯 函数 : 若 fEH(9)， 


式 法 Mi 计算 
(1) h' (20) =9 (f(z0))f (20) (zoE 0 ) 
。237 。 


为 证 明 这 一 点 ,固定 zoE 介 ， 并 令 ww- f(z0), 则 
(2) F(a)—f (a0) = [LF (80) Tt es) 12S) 
(3) 多 (让 —g(wo) = [9 CWwo) + (ww) | CWO— wo) 
这 里 当 2->z0 轩 ,2(2)0, 上 且 当 > 时 , (0)->0, 令 ww 二 (2)， 
并 把 (2) 代 入 (3)， 才 5 天 30， 
0a) hs) —h(a0) 


8 一 30 
=[g (f(z0)) + nf C2) ff C80) + eta)] 

了 的 可 微 性 保证 了 在 连续 ， 因 此 (1) 由 (4) 得 出 ， 

10.4 例 对 8 一 0,1,2,"…，#z" 在 整个 平面 全 纯 ,并 且 z 的 每 
一 个 多 项 式 也 在 整个 平面 全 纯 ， 容易 直接 验证 1/z 在 {2: 2 六 00 全 
纯 ， 因 此 ,在 链 式 法 则 中 取 9(w) =1/w, 我 们 看 到 , 如 果 刀 及 产 均 
在 吾 ( 吕 ) 中 , 而且 从 0 为 日 的 开 子 集 , 下 在 ,内 无 零点 , 则 

ffreE HCOo). 

在 整个 平面 全 纯 的 孙 数 (这 种 函数 称 为 整 函数 ) 的 男 外 一 个 出 
子 是 在 引言 中 定义 金 指 数 硝 数 ， 事实 上 ， 我 们 在 那里 看 到 在 定义 
10. 2 意义 下 ,exp 是 处 处 可 微 的 ， 并 且 对 每 个 复数 ?，&xp'(z) 一 
exp(2z), 

10.5 圳 级 数 ” 对 塞 级 数 的 理论 我 们 仅 假定 下 面 这 一 点 是 已 
知 的 、 就 是 对 每 一 个 窒 级 数 


(1) Ses(s—a)" 


对 应 有 一 个 数 RE [0, co], 使 得 对 每 一 个 "< 之 RR， 此 级 数 在 D(a;7) 
内 绝对 一 致 收 伍 ， 而 当 z 仿 D(ag; 有 R) 时 ， 这 个 级 数 发 散 ， 这 个 “ 收 误 
半径 ”五 可 由 根 式 判 别 法 给 出 


1 
一 -一 1; i 
天 limsuples| 
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如 果 对 和 握 个 圆 盘 D(a; 7) 己 各 ,对 应 有 一 个 级 数 (1), 这 级 数 对 
所 有 zEDCq;7) 均 收 全 于 f(z), 我 们 称 在 号 内 定义 的 函数 了 在 全 
内 可 表示 为 需 级 数 . 

10.6 ”定理 最 了 在 0 内 可 小 示 为 守 级 数 Wf EH(N), 


a Te 


Rd Lb ek 


(1) f(2) = Don(a—a)® 
册 一 由 
则 对 这 些 z 我 们 同时 有 
(2) Ff (#2) = Dinon(s—a)"! 
Cd 


证 明 “车 级 数 (1 在 了 (ae 7) 内 收 化 则 根 式 判别 法 表明 ,级 数 
(2) 也 在 D(a;7) 内 收 化 ， 不 失 一 般 性 , 取 4=0, 记 级 数 (2) 的 和 为 
9(z)， 固 定 wED(a; +)， 并 选取 p， 使 |w| 之 p<r， 著 z 天 zz， 我 
们 有 


Ha tw) 
(3) 一 y(w) 

2 2° — Ww" na-l 

= 立 叫 Fi — Rw . | 

方 括 导 内 的 表达 式 当 w=1 时 为 0, 当 R 实 2 时 为 
(Cd) (2—w0) Sept lar 
如 有 果 |1z| 三 p， 和 式 (4) 的 绝对 值 俩 小 于 
(5) pr-s 
于 是 
(6) HD gw) |<1a—wl Sm [onl pp" 


因为 pr?， 后 面 的 级 数 收 人 证， 所 以 (6) 式 左边 当 zs->ww 时 和 扑 于 零 . 
。 239 。 


这 说 明 六 (Go) 一 gCw), 并且 完 成 了 证 明 。 
系 ”因为 了 同样 满足 了 的 假设 条 件 , 这 定理 能 应 用 于 疡 .这 


DP i ee re 冲 nardonerorerrreirorer -or hr er ea 本 人 
EE ET ET EE TE EE Ee A A Ee rn 
Ep 


(7) fFOD= Sin(n—D) (nh+tl) cs—0)""! 
由 (1) 推 出 
| Kio =f to) t£=0,1,2,.) 
因此 ,对 得 个 a。E 8, 有 唯一 的 序列 {eo} 使 (1) 成 立 . 
我 们 现在 氢 述 一 个 构造 可 表示 为 短 级 数 的 函数 的 方法 ， 它 的 
特殊 情形 在 下 一 步 中 是 重要 的 ， 


10.7 定理 要 设 4 为 可 测 空间 有 上 复 ( 有 限 ) 测 度 , 吧 为 站 上 


ee rreorvAereurcevmeoemrore av 


ie 


(1) 10) =| (zE 0) 


证 明 假设 Dg;7)CHD， 由 于 对 每 个 xED(la;7?) 及 每 个 


¢ EX, 
一 在 总 一 上 
人 ss|<| "|< 
成 立 ,页 几何 级 数 
bd {2—r)” -1 
3) Eo" gE 


对 每 个 固定 的 zeED (a;?) 在 卫 上 一 致 收 敏 ， 轩 此 级 数 (3) 可 代入 
(1), 且 fz) 可 通过 交换 求 和 及 积分 的 次 座 来 计算 .这 样 , 便 得 出 


(4) fa) Sions— a (zeEDa;r)) 


只 三 必 
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此 处 
加 CA 人 ED) 
(5) on | (Cp) oy 


注 级 数 (4) 在 D(a;7) 内 的 收敛 性 是 这 个 证 明 的 一 个 推论 . 
我 们 也 可 以 由 (5 推出 这 全 结论 , 因为 5) 表明 


(6) PAE (n=0, 1,2,..*) 


(n=0, 1,2, .9 


沿路 径 的 积分 

在 这 一 章 中 ， 我 们 的 首要 目标 是 定理 10.6 的 送 定 理 : 每 个 
FE 了 (2) 在 2 内 可 胡 示 为 和 级 数 ， 最 快 的 途径 是 通过 Cauchy 定 
理 ， 它 导出 一 个 蛋 要 的 全 缠 函 数 积分 表达 式 ， 在 这 节 里 ， 将 展示 
所 需要 的 积分 理论 .我 们 尽 可 能 使 它 简 单 ， 并 且 仅 仅 把 它 看 作 研 
究 全 纯 留 数 性 质 的 一 个 有 用 工具 ， 

10.8 定义 ”如果 于 是 一 个 拓 扯 空间 ， 拒 中 的 一 茶 曲 线 是 指 
紧 区 间 [e,， 有 刁 志 中 到 二 内 的 过 续 肌 射 2; 这 里 gm 过 ,我 们 称 [a 有 J 
为 ?的 参数 区 闻 , 且 记 y 的 值 域 为 p*， 就 是 说 ,是 一 个 映射 , 而 
?7* 则 是 所 有 点 7《 让 的 集 ,其 中 a 所 tp. 

车 ?的 始 虚 了 (中 和 它 的 终点 Yt 让 重合 ,我 们 称 +? 为 闭 曲线 . 

路 径 是 指 平面 内 一 条 逐 段 连续 可 徽 的 曲线 更 遇 白 地 说 ， 一 
条 有 具有 参数 区 间 [a, 有 的 路 径 就 是 La,8] 上 的 一 个 满足 下 列 条 体 
的 连续 复 函 数 y: 存在 有 限 个 点 65， 使 得 w 一 so<si< < 一 月 ， 
且 ? 限 制 在 每 个 区 间 [8;-1; 8;] 时 ,在 [8;-1: 8 让 上 有 连续 导数 ,而 
在 点 31,…, 85a-! 的 左 , 有 导数 可 以 不 同 . 

闭路 径 是 一 条 闲 曲 线 , 它 同 时 也 是 一 条 路 径 ， 

现 假设 > 是 一 条 路 径 , 了 为 ?上 的 连续 项 数 ,了 沿 ? 的 积分 定 
义 为 在 ? 的 参数 区 闻 [a, 8j 上 的 积分 
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(1) [LE DA 

设 g 为 区 间 [&4,B81j 到 [a, 有 Rj] 上 的 连续 可 微 一 一 映射 ， 使 得 
有 (at = p(B) 二 PB, 并 令 1 二 yop, 则 ?是 具有 参数 区 间 [o B11] 
的 路 径 , 了 洛 ?的 积分 为 


{fev at 
=[ F090 Y (pt) Ca 
=| fre) y Cs)as 
于 是 我 们 * 改 变 参 变量 "并 不 改变 这 积分 : 
(2) | f(z)da=| f(a)ds 
当 (2) 对 一 对 路 径 》 及 入 ( 且 对 所 有 让 成立 时， 我 们 认为 和 


龙 等 价 的 ， 

可 以 用 等 价 的 路 径 代 替 一 条 路 径 , 也 就 是 说 ,可 以 按 我 们 的 愿 
望 选择 参数 区 间 ， 这 一 点 对 我 们 是 会 方便 的 ， 俩 如 ,如 果 ?! 的 终 
点 重合 于 ?的 起 点 , 我们 就 可 以 谋 置 它们 的 参数 区 间 ， 使 得 Y 1 及 
?: 联 成 一 条 路 径 y， 对 每 个 在 ?*=YixUya* 上 的 连续 国 数 户 其 有 
性 项 


e JJ 

假设 [0, 411 是 路 径 的 参数 区 间 ， 且 p=p(1 一 站 0&4 
委 1， 我 们 称 y: 为 ?的 反 向 路 径 ， 理 由 是 ,对 任何 yifx 一 ?* 上 连续 
的 画 数 f, 我 们 有 


ff Dy as 
= {f(r (1 
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= 一 | .fy (sds 
于 是 
四 [ls 
由 (1 我 们 得 到 不 等 式 
(5) fra < {na 


这 里 1 是 | 则 在 y* 上 的 最 大 值 ,并 且 (5) 式 后 面 的 积分 (由 定义 》 
是 了 的 长 度 , 
10.9 特殊 局 形 
ta) 如 果 4 是 一 个 复数 且 ¥ 汪 0, 则 由 
(1Y vtY=atrei 《0<t<c2r) 
定义 的 路 径 称 为 中 心 在 6, 半径 为 + 的 正 向 图 周 ， 我 们 有 
(2) | FCs)as=ir| "flat re ed 


且 ?的 长 为 2r7, 如 所 期 望 的 … 衬 ， 
(5) 如 果 # 和 是 复数 ,由 


(83) vt)=a+ (6—mt (0<E<sc1) 
给 出 的 路 径 是 有 向 区 闻 fa,5], 它 的 长 为 15 一 91, 有 
(4) |, f(z) dz = Gof fret (Bmtldt 
如 果 
(5) iD 一 马车 Qi 
便 得 到 一 条 等 价 的 路 径 ， 我 们 仍 记 为 [8,8]，£a, 如 的 肥 向 路 径 是 
[%,ej. 

Ce) 设 记 :, ec) 是 复数 的 三 元 诬 组 , 设 

AA=At{g,b,e) 
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是 顶点 在 ep,e 的 三 角形 {入 为 包含 a,5 及 c 的 最 小 上 王 集 )， 且 对 
任意 在 和 从 边界 上 连续 的 阔 数 了, 定 光 


全 


我 们 可 以 认为 (6) 是 它 左 边 式 子 的 定义 ， 或 者 我 们 也 可 以 把 9 入 看 
作为 如 定义 10.8 所 描述 的 ， 联 结 [e, 如 、[a, c] 济 [e,9] 而 得 的 路 
径 ， 这 时 容易 证 明 公式 (6) 是 正确 的 . 

如 果 把 to, 55} 轮换 ， 由 (6) 我 们 看 出 对 (6) 式 的 左边 并 无 影 
响 . 若 {89,5,c} 被 {a,c, 引 民 替 , 则 (6) 式 左边 改变 符号 . 

我 们 现在 给 出 一 个 定理 , 它 在 溯 数 论 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 

10.10 定理 设 Y 是 一 条 闭路 径 , 设 吕 为 y* 的 余 集 (相对 于 


平面 ), 并 定义 
1 osé 
(1) Ind,(zj 一 二 [sr (zEN) 


则 Ind 是 马上 的 一 个 整数 值 范 数 ， 它 在 中 的 每 一 分 支 内 是 常数 ， 


ee re er ee 


ee 


我 们 称 Ind,(z) 为 z 关于 9 的 指数 .注意 ?* 是 紧 的 ,因此 ?* 
在 一 有 界 贺 盘 了 内 .DD 的 余 集 DD 是 连通 的 。 这样 ， 严 就 在 吕 的 某 
一 分 支 内 ， 这 才 明 介 确 实 有 一 个 无 界 分 支 ， 

证 明 令 fe, 有 为 ?的 参数 区 间 , 固定 zE 介 , 则 


(2) Ind, (0 -i 人 aa 


由 于 当 旧 仅 当 e* 二 1 时 ,w/2x5 才 是 整数 ， 定 理 的 第 一 个 论 
断 , 就 是 Tnd,《z) 是 整数 ,等 价 于 断言 p(B8) =1， 这 里 


(8) ?C1)=expl| . je df (qt ep) 
(3) 的 微分 表明 ,除了 可 能 在 使 y 不 可 微 的 有 限 集 态 外 , 都 有 
(4) yt)__y'(t) 


Pi) yCE)—a 
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因此?/y 一 9 是 ra 6] 上 的 韦 续 函数 , 它 在 [ax, 扑 一 3 内 的 导数 为 
零 ， 因 为 有 限 ,Pp/(y 一 z) 在 [a,B1 上 是 常数 、 又 因为 Pp(a) =1， 
我 们 得 出 
3) ais) 

我 们 现在 利用 ? 为 闭路 径 ， 也 就 是 >(B) ==y(e) 的 假设 、(5) 
表示 w(p) =-1， 而 这 正如 我 们 上 面 已 看 色 的 , 蓝 涵 着 Ind,(z) 是 个 
整数 . 

由 定理 10.7, (1) 表明 Ind,EH( 0)， 由 于 在 连续 映射 下 连通 
集 的 像 是 连通 的 ([261, 定理 4. 22)， 又 由 于 Ind, 是 一 个 整数 信函 
数 , 故 Tnd, 在 号 的 每 一 个 分 支 上 必须 是 常数 ， 

最 后 , (2) 表 明 当 |z| 充 分 大 时 , |Ind,(z)1<1， 这 就 推出 在 中 
的 无 界 分 支 上 Ind,(2) 一 

评注 如 果 记 (3) 式 中 的 积分 为 Mt)， 上 述 的 证 明说 明 
2xInd,(z) 是 当 由 跑 到 月 时 ，Xt) 的 此 部 的 纯 增 量 ， 并 且 
与 %( 交 一 < 柱 角 的 纯 增 量 相同 (我 们 没有 定义 “ 幅 角 "， 将 来 也 
不 需要 它 。) 如 果 我 们 将 这 增 量 除 以 2r， 我 们 就 得 到 “7 于 绝 的 
次 数 *， 这 说 明 为 什么 常常 把 指数 称 为 “环绕 数 "， 上 壕 证 明 的 一 
个 优点 就 是 它 确立 了 指数 的 主要 性 质 , 而 并 不 涉及 复数 的 幅 角 . 


a 
若 |2 一 9 | > 

证 明 我 们 如 10. 9(9) 一 节 那 样 取 ,由 定理 10.10， 只 要 计 
算出 Ind,(w) 就 驶 了 ， 而 10.98(2) 表 明 它 竺 于 


站 2 
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局 部 Cauchy 定理 


Cauchy 定理 有 好 儿 种 形式 ， 它 们 全 都 断言， 当 了 为 如 内 的 
闭路 径 或 圈 ， 并 且 当 世 及 吕 满 足 某 些 拓扑 条 件 时 ， 每 个 fEH(3) 
在 ?上 的 各 分 是 零 ， 我 们 将 首先 引出 它 的 简单 的 局 部 药 形 式 ( 定 
理 10.14), 它 对 许多 应 用 来 说 是 很 够 的 了 ，。 至 于 更 一 般 的 整体 的 
形式 ,将 在 稍 晚 一 些 时 个 建立 . 

10.12 定理 假设 SH(CO),， 且 关 在 从 内 过 续 ， 则 对 局 内 


A reareoio nero meter meanniermrrauncorarorr 


的 每 一 条 财 路 径 ? 


Me 


| F' (nas=0 
证 明 ”如 果 [a,B] 为 ?的 参数 区 间 , 因为 y(8) = yta)， 微 积 
分 学 基本 定理 表明 
| C0042= (FCC) Yat 


FA) — FY()) =0 
加 因为 列 所有 站 数 3 二 一 2 是 2"*1fn 十 1 的 导数 ， 当 


TE TE ET error rr 
a Ue 交 交 由 全 汪 和 和 全 站 和 本 


Ce 


名 二 一 革 的 情况 ,已 在 定理 10. 10 讨论 ， 
10. 13 3 对 三 角形 的 Cauehy 定理 假设 入 是 平面 开 集 多 内 


1 


ee 


(1) fre fla)ds=0 


3 和信 的 定义 按照 第 10. 9 节 的 (0). 稍 后 -- 些 将 看 到 , 我 们 的 很 
设 确实 章 泗 着 fsE 吾 (人 )， 也 就 是 ， 所 排除 的 点 2 了 并 不 是 真正 要 排 
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除 的 . 然而， 定理 的 上 述 形 式 , 在 Canchy 公式 的 证 用 中 将 是 有 
用 的 . 
证 明 我 们 首先 假设 psA。 设 9,5,¢c 是 入 的 顶点 ， 设 a, 名， 
4 分 别 是 [5 oj, [Le,aj 和 [a,31 的 中 点 ， 考 虑 由 三 元 序 组 

(2) 《人 
构成 的 四 个 三 角形 人!。 著 了 为 积分 (1) 的 值 ,由 10. 9(6) 得 


(3) /= ,fae 
pT 


(3) 式 省 边 积分 中 至 少 有 一 个 绝对 值 至 少 是 [17/4|， 称 这 个 对 应 
的 三 角形 为 A;， 用 入 , 代替 人 重复 这 论证 , 并 继续 这 一 过 程 , 就 得 
出 一 三 角形 人 A, 前 序列 ， 使 得 入 避 AiDAsD…， 且 潍 研 为 3 从 的 
长 , 刚 3A, 的 长 为 z-* 工 ,并 使 得 

(4) EAE:< | aaz 


三 角形 入 :次 (唯一) 公共 点 sn， 由 于 入 是 紧 的 ,下 soEA， 于 是 子 
在 z 可 微 . 
没 给 定 ge 盖 0， 则 存在 了 >0, 使 得 | 一 so | < 时 ， 
(5) (8 —f 20) —f (20) (5 一 50) | 
ee 5 一 80| 
并 且 存 在 n， 便 得 对 所 有 xs 各.，12 一 2 过 r， 对 这 个 各 和 所 有 
2EAn, 我 们 间 时 有 |4 一 | 坊 2""， 由 定理 10. 12 的 系 


(6) | ,f(a 


(8 二 1, 2,3,"*) 


=|, [Fa 一 fc —f (a0) (2—20) Jds 
于 是 (5) 推 册 
(7) | fas| Se C2 DD) 
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现在 (4) 式 指出 i7| 委 8 天、 因此 ,车 了 入, 则 了 =0. 

其 次 假设 了 为 入 的 一 个 顶点 ， 人 如 P=4.， 若 64,56 共 线 , 则 
对 任 徊 连续 函数 了 《1) 是 平凡 的 ， 如 著 不 然 ， 选 取 点 x*EE9, 外 ， 
yE[a,0], 使，y 均 接近 9, 并 且 注 意 了 河 3 六 的 积分 是 沿 三 角形 
ta,T,，{Y,2,y}，{5,c,9) 边界 积分 之 和 ， 由 于 后 两 三 角形 不 
包含 p, 故 后 面 两 积分 为 零 ， 因 此 沿 3 入 的 积分 是 沿 [a, x], Ew, 的 ， 
[gy,9 积 分 之 和 ， 义 由 于 这 些 区 间 可 以 任意 地 短 及 了 在 和信. 上 有 界 ， 
我 们 青 次 得 到 (1). 

暴 后 , 若 区 为 入 的 任意 一 点 .应 用 上 述 结果 于 (9, 5,p}), 8, c， 
了 及 {5,G, 了 ,就 完成 了 证 明 . 

10. 14 在 口 集中 的 Canchy 定理 ”假设 介 是 一 个 上 山 开 集 ， 


rr 
Ei ip es ee 


Te -ee 


(1) | fC)d:=0 

证 明 ” 闲 定 4EQ， 由 于 曲 是 山 集 ,对 每 个 zE, 0 包含 由 a 到 
z 的 直线 区 间 ， 于 是 , 我们 能 定义 
(2) Fz)=), fF(OaE (2€Q) 
对 企 意 = 及 20E2， 顶点 在 虐 ， E41 三 的 三 角形 位 于 如 内 ， 本 此 ， 由 
10. 13, 耻 沼 [z0, 2] 的 积分 是 也 (2) 一 F(zo)， 国 定 #0; 若 z 关 zo0; 我 们 
就 得 出 


Flz)— Flgo) 
(3) 一 0) 


二 二 | ff) a 


给 定 e 盖 0, 了 在 5 的 连续 性 表明 ， 存 在 8->0， 使 得 当 |£ 一 zo| < 
时 ,有 | 所 旬 一 大 so | 过 8; 周 紫 , 当 |2 一 和 | 之 时，(3) 式 左边 的 绝 
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对 值 小 于 。e， 这 证 明了 f= 下 ， 转 别 有 了 FEH(Q)， 由 定理 10. 12 
就 可 得 出 (1), 
10.15 了 口 集 内 的 Cauchy 公式 展 和 ?为止 开 集 怠 内 一 条 


上 


ET rrorvateureraroarorarururomoeroneorarrr 


(1) f(a) :Ind, (a) = zn Fa 


当然 , 量 有 兴趣 的 情形 是 Ind,(z) 二 1. 
证 明 夺 定 *, 使 上 述 条 件 成 立 , 并 下 定 习 


£—2 " 


(2) yt) -! 
F(z) 若 志 一 5 
干 是 g 洪 足 定理 10. 14 的 假设 ， 因 此 
1 
(3) a (548=0 


如 时 我 们 把 (2) 代 入 (3), 便 得 到 (1》. 

如 果 我 们 取 ? 为 一 圆周， 基于 全 纯 函 数 能 用 罕 级 数 表 示 的 这 
个 定理 是 定理 10. 15 容易 得 到 的 结论 : 

10.16 定理 对 平面 内 任意 开 集 ,和 狂 一 个 f54(Q) 都 在 介 
内 可 表示 为 震级 数 . 

证 明 假设 feEHCR) 且 Dla R)CG， 阁 7 为 中 心 在 s, 半径 
为 7 之 且 的 正 向 回 辣 ,D(a; 吾 ) 的 耳 性 多 许 我 们 旋 用 定理 10. 15; 由 


定理 10, 11, 我 们 得 出 
1) f(z) = zr fae (2ED(G; 7)) 
但 现在 我 们 可 以 对 = [0, 2x], p 二 7， 
du Dy dt 
来 应 所 定理 10. 7， 并 得 出 结论 : 存在 序列 {c。), 使 得 
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(2) j= Sesa)* (zcD 人 wm) 


世 三 放 

{es} 的 唯一 性 ( 见 定理 10.6 之 系 ) 表 明 , 对 每 一 个 7< 有 R( 当 a 固定 
时 ) 得 到 相同 的 备 级 数 . 因此 , 对 每 个 zxED(a; BRB)， 家 示 式 (2) 是 正 
确 的 , 这 就 完成 了 证 明 ， 

系 党 fEH(9), 则 FF EH(Q). 

证 明 结合 定理 10.6 及 10. 16， 

Cauchy 定理 有 一 个 有 用 的 道 定理 ; 

10. 17 Morera 定理 ”假设 了 是 开 集 吕 肉 的 连续 复 函 数 ， 若 


rar Te eee 


PP Ee pr pp pp 


Er 


证 明 设 下 为 吕 内 的 凸 开 集 , 象 在 定理 10. 14 证 明 中 一 样 , 我 
们 能 构造 FEH(V》， 使 得 PF' = 了 ， 册 于 金 纯 函 数 的 导数 是 全 纯 函 
数 ( 定 理 10. 16)， 属 对 每 个 凸 开 集 了 YC 8, 都 有 feEH(Q)， 因此， 
feEH(NW). 


材 级 数 表 示 

每 个 全 纯 畏 数 在 局 部 范围 内 都 是 一 个 收 敏 的 寡 级 数 之 和 这 一 
事实 , 有 大 量 有 趣 的 推论 ， 在 本 节 , 将 展示 其 中 一 小 部 分 . 

10, 18 定理 te 且 
G) ST 


Pa 有 妈 肌 ， 


(我 们 重 提 一 下 , 区 域 就 是 开 连 通 集 ，) 

吾 数 mm 称 为 了 在 点 a 所 具有 的 零点 的 阶 ， 很 清楚 , 当 且 仅 当 于 
在 介 内 恒 等 于 零 时 名 (f) 一品， 我 们 称 名 (及 为 了 的 零点 集 ， 当 然 ， 
对 了 的 a- 点 集 , 也 就 是 , fj 一 & 的 零点 集 , 也 有 类 似 的 结果 .这 里 a 
是 任意 复数 . 

证 明 设 4 为 如 内 2(P 所 有 极限 点 的 集 ， 因 为 了 是 连续 的 ， 
ACZ0F). 

固定 aEZ (用 ), 并 选取 ?>0, 使 得 Dla; 7) CCQ， 由 定理 10.16 


(3) f()= Fes" (zcD(a 站) 
= 习 


这 里 有 两 种 可 能 .或 者 所 有 5 为 零 ， 在 这 种 情形 下 Dta;?)CA， 
且 & 为 4 的 内 虚 ; 或 者 有 景 小 的 整数 吉 ( 必 须 是 正 数 , 因 了 (59) =0)， 
使 得 es 天 0， 在 这 种 情况 下 , 定义 

(2—0) FS (ER— {9)) 


(4) rG) 一 | 
Cm (z=0) 
于 是 42) 成 立 ， 很 清楚 , 9E 召 (名 一 49)). 但 由 (3) 可 以 推出 
(5) g (0) = Son (so) (zsED(a; 门 ) 
下 一 人 


因此 9SH(D(CG;7)), 于 是 确实 有 9EHC0). . 

进而 言 之 ，9({ 外 考 0， 并 且 9 的 连续 性 表 暑 ,存在 4 的 一 个 侣 
域 , 在 这 个 邻 域 内 9 没有 和 零点， 这样 ， 由 (2)，& 就 是 (用 的 孤立 

若 GE A， 这 就 必然 出 现 第 一 种 情况 。 于 是 筷 为 开 集 ， 车 B= 
昌 一 ,由 拟 作 为 极限 点 的 代 的 定义 , 很 明显 ,BB 是 开 集 ， 这 样 虽 就 
是 不 相交 的 开 集 4 和 的 并 .由 于 旭 是 连通 的 ， 我 们 得 出 或 者 4 
三 人 1, 在 这 种 情况 时 2( 刀 一 避 ,或 者 4 二 人 ， 在 后 一 种 情况 下 , 在 如 
每 个 紧 了 集 上 , 2( 让 最 多 有 有 限 个 点 , 而 因为 人 是 0- 紧 的 ，Z (0) 
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最 多 可 数 ， 
系 如 果 了 和 9 人 且 对 只 内 基 一 个 县 


EP pe ee i men 


A 《2)， 则 对 所 有 的 zE02 ,f(z 


换 名 话说 , 在 区 域 怠 内 的 全 纯 函 数 , 由 如 内 任何 一 个 具有 极限 
点 的 集 上 的 国 数值 决定 ， 这 是 一 个 重要 的 唯一 性 定理 . 

注 ” 如 时 我 们 去 掉 昌 是 连通 的 假设 ， 这 定理 是 不 成 并 的 ! 例 
如 ,车身 二 如 0oU 如 1, 而且 介 0 及 介 | 为 不 相交 的 开 集 , 在 全 0 内 令 了 二 0， 
在 号 : 内 令 了 一 1。 

10.19 定义 邵 景 gE 而 feH(Q 一 tq)), 则 了 称 为 在 点 #4 
具有 孤立 奇 点. 如果 于 能 在 a 点 给 予定 义 ， 使 得 扩充 后 的 国 数 在 
2 内 全 纯 , 这 个 奇 点 就 称 为 可 去 的 . 

10.20 定理 假设 大 人 一 后 ) 用 对 基 个 0 在 Da; 


ee 


a 


注意 D (gg;7) {18:0 之 <) 

证 明 定 久 加 (a) =0, 且 在 如 一 i6} 内 ,#2(2) 一 (2 一 G)2F(z)， 有 
田 性 的 假设 表明 大 (8) =0、 由 于 天 在 只 其 他 点 明显 地 可 徽 ， 我 们 
有 jiE 五 (52), 于 是 


h(s) = Den(s—a)" (2ED(a;7)) 
令 (a) = oo 我 们 就 得 到 所 求 的 了 的 全 纯 开 拓 ， 因 此 


f2) = cnts—a)" (zeED(a;*)) 
二 一 由 


Pe or 


Me 
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(5) 存在 复数 cl cm 这 里 吏 是 一 正 整数 , 旦 cm 关 0， 使 得 


人 人 i ee 


上 


sR 


在 ( 耻 情 形 下 ,了 称 为 在 a 具有 滩 阶 极点 ， 蝴 数 


pe —0) 


作为 zs 一 的 ! 的 多 项 式 , 称 为 了 在 4 的 主要 部 分 ， 很 清楚 , 在 这 种 
情形 下 , 当 za->a 时 , jf (a) | 一 ce， 

在 (的 情形 下 ， 了 称 为 在 4 点 具有 本 性 吞 点 ，(0 的 一 个 等 
价 的 陈述 是 , 对 每 一 个 复数 夕 存在 对 应 的 序列 (2n), 使 得 当 #->co 
时 ,zs->G,， 县 于 (30 一 名。 

证 明 假设 tc) 不 成 立 , 则 存在 7" 盖 0 62>>0 和 复数 加 ,使 得 在 
DD Ca; 了 ?内 | 了 (2) 一 Ww| 守 68， 我 们 记 Dla;7) 为 D,D' (6g; 7?) 为 D. 定 
XX 


(1) 8(#) 一 (2ED') 


1 
f(2) ~—w 
则 gE 五 (D), 而 且 198|<174， 由 定理 10.20,9 可 以 扩充 为 在 五 内 
的 全 纠 晴 数 . 

营 9(9) 关 0. (1) 疲 明 存在 某 个 p 汪 0, 了 在 D' (6; Pp) 内 有 界 . 
因此 出 定理 10.20, {中 成 辽 . 

车 8 在 8 有 雪 w 空 1 阶 零点 , 则 定理 10.18 表 鳃 
(2) y(2) CO— (2— 9) "gC2) (zED) 
此 处 9EH(D), 而且 (9) 关 0， 同 时 由 (1) 得 知 , 9 在 D' 内 没有 起 
点 ， 磊 避 内 令 衣 =1/94 则 心 开 t(D),8 在 如 内 没有 零点 ,而 且 
(3) 了 (5) 一 妈 二 (5 一 GD "hk(s) 《2E 
时 233 


但 下 具有 形 如 
(4) hs) = B00)" (2ED) 
n—0 

的 展开 式 , 并 有 如 关 0， 现 在 ，(3) 表 明 (四 成 立 ， 且 有 C3 一 Dw-s， 
二 1, 2, ,iM, 

这 就 完成 了 证 明 ， 

现在 我 们 将 利用 当 一 个 第 级 数 访 jcn(# 一 中 "限制 在 中 心 为 a 
的 圆 局 上 时 是 一 个 三 角 级 数 这 一 事实 . 

10.22 定理 如 果 


01) f= Tes a (ED(a; 司 ) 
= 人 


且 若 0O<r<R, 则 


《2) 到 lo = fatre') (a0 


nw 


证 明 我 们 有 
(8) fare™) = Tor"em 


《4) ear = f(tre')e dg (n=0, 1, 2, **) 


并 且 可 以 看 出 (2) 就 是 Parseval 公式 的 一 种 特 款 . 
下 面 是 开 个 推论 : 
10.23 Liouville 定理 ”每 个 有 短 整 未 数 都 是 常数 ， 
回 亿 一 下 ,如果 范 煞 在 整个 平面 全 纯 则 为 整 函数 . 
证 明 假设 了 是 整 的 , 并 且 对 所 有 z 有 : [C2) | < 他 (42) 一 
六 ,png 出 定理 10. 22, 对 所 有 7, 应 有 
,254. 


号 
Sol MM 


n= 
但 这 只 有 对 所 有 #% 写 1, cs 一 0 时, 才 可 能 成 立 ， 
10.24 最 大 模 定理 假设 Q 是 区 域 ,EH(0), 且 Dla; E22， 
则 


(C1) lf (9) |<max If lat+re'')| 
当 朋 仪 当 于 在 蜡 内 为 前 数 等 世 成 立 ， 


因此 ，|F| 在 日 的 任何 点 都 不 会 有 局 部 的 极 大 信 , 除非 了 是 ， 
常数 . 
证 明 假设 对 所 有 实数 9, fte+re | 之 1f(a)|. 那 来, 用 定 


理 10. 22 的 记号 , 可 以 得 出 


之 ea 委任 二 |co 有 
了 一作 


因此 ,61 二 02=63 一 … 一 0， 由 此 推出 在 Dfa; 7) 内 ,了 (zs) = 了 (q). 由 
于 人 是 连通 的 , 定理 10. 18 表明 了 在 口内 是 常数 、 
10.25 定理 若 % 为 正 整数 , 而且 
人- 18” 十 十 18 十 000 

当然 ， 人 
计算 为 nm 个 零点 ， 这 个 定理 包括 了 下 述 的 事实 : 揽 数 瑾 是 代数 圭 
闭 的 , 也 就 是 , 每 个 复 系数 的 非常 数 多 项 式 至 少 有 一 个 复 的 零点 ， 

证 明 选取 ?>1 二 2]go| 二 || 十 十 |an_-1'， 则 

lIPlrei)I>IP(O| (O02an) 

若 己 没有 零点 , 则 函数 了 ==1/P 将 是 整 的 ， 且 对 所 有 名 满 是 
1f(0)1 >| 了 (re')|, 与 最 大 模 定 理 巴 盾 ， 这样， 对 基 个 z1, P(z1) 
二 0， 因 此 , 存在 = 一 1 次 多 项 式 0, 使 得 P(a) = (z 一 z))Q(z)， 对 

"21354 


8 底 肌 右 限 归纳 葵 即 可 完成 证 明 ， 
10.26 定理 (Cauchy 估 值 ) 如 时 医 史 (DG 功 )， 且 对 
所 有 2EDCa; 吾 )，1 7 委 型 ， 则 


a 


(1) fe | < Ed 


证 明 对 短 个 rh 级 数 10. 22(2) 每 一 项 都 有 上 界 2z” 

车 我 们 取 6 一 0, 吾 一 1 及 了 (#2) = 二 s", 则 对 =1, 了 (0)=n!1.， 出 
此 看 出 (1) 的 结果 不 能 再 改进 . 

10.27 定义 ”如 果 对 每 个 紧 集 下 CC 名和 每 个 e 汪 0， 对 应 有 
六 二 入 (CK, 8), 使 得 当 j> 入 时 ,对 所 有 zEEK, 有 | 了 (8) 一 了 2) | 所. 
则 称 介 内 的 获 数 序列 {f} 在 仙 的 颇 子 集 上 一 致 收 化 于 了. 

例如 ， 序 到 {sz"} 在 D(C0;1) 的 紧 于 集 上 一 致 收 钱 于 零 ， 但 在 
DO 1) 内 却 不 是 一 至 收 促 的 ， 紧 子 集 上 ~… 致 收 圳 这 一 -概念 ， 在 与 
全 纯 函 数 的 极限 运算 有 关 的 问题 上 ， 最 自然 地 提 了 出 来 ， 这 个 概 
念 有 了 时 也 采用 “几乎 一 致 收敛 ”一 词 . 

10.28 定理 假设 对 j 二 1 2,3, "fiEH CD), 而 县 在 侣 的 


et a 
ee 


CP 


证 明 ”由 于 在 名 内 每 个 紧 圆 盘 上 的 是 一 数 收 伊 的 , 故 了 连续 . 

设 入 为 上 8 内 的 三 角形 , 则 入 是 紧 的 , 于 是 由 Cauchy 定理 
| foaz=lin| fi(z)dz=0 

因此 由 Morera 定理 推出 了 EH (0). 

设 站 是 紧 的 ,KCQ., 则 存在 ? 汪 0, 对 所 有 zE 天 , 闲 回 捐 万 (sz; 
?) 的 并 吾 是 串 的 紧 子 集 . 应 用 定理 10. 26 于 了 一 f;, 我 们 有 

(Ff (C2) —f (2) Er fl (zEK) 
这 里 和 jz 为 [了 在 吾 上 的 上 确 异 . 由 于 在 如 上 了 一致 收 合 于 f 
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得 出 在 下 上 访 一 致 收 各 于 了 

系 “在 同样 的 假设 下 , 当 >co 时 , 在 每 个 紧 集 大 CO 和 对 每 
个 正 元 数 几 有 下 fo 

与 实 直线 上 的 情 襄 烛 比较， 在 那里 无 限 次 可 徽 因 数 的 序列 能 
够 一 致 收 钙 于 处 处 不 可 微 的 芋 数 . 


开 映 射 定理 
才 吕 为 区 域 县 fEHCQO)， 则 所 如 ) 或 者 是 区 域 或 者 是 一 个 


全 纯 函 数 的 这 个 重要 性 质 将 以 更 为 详细 的 形式 在 定理 10. 32 
了 予以 证 明 ， 
10.29 引 理 如 果 fEH(8), 有 9g 有 由 
= 一 大 2 若 zw 天 zs 
、 吕 一 祝 
snip 0 车 ws 
定义 于 日 Xx 内 刚 2 在 马 x 吕 内 连续 
证 明 ?9 的 连续 性 值得 怀疑 的 那些 点 (x%，w)E 如 x 曲 只 有 
名 一 雪 . 
固定 eaE 马 固定 e>0。 则 存在 >>0， 使 得 Dla; 7)CC ,并 
且 对 所 有 5EDOo; 7?)， | 天 (2) 一 了 (9)| <<e， 车 8 及 妇 列 在 D(a; 7) 
内 , 且 若 
Et) = te+t ty 
则 对 0 入 t 和 1, 有 2(1YED(Ca;7), 许 且 


gla w)—gla, 9) = EF C21) —F C0)Jat 


对 每 个 所 被 各 鲜 数 的 绝对 值 二 z， 这 样 |9gCz, 0) 一 gia,9)|< 之 s. 这 
虐 证 明了 9g 在 (q, 4) 连续 , 
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10. 30 定理 假设 pEH(Q)，zoEQ， 而且 (zo) 关 0。 则 
如 包含 和 的 一 个 邻 域 P， 使 得 
(9) 多 在 下 内 是 一 一 的 ， 


(6) 殉 三 mp) 是 一 开 集 , 且 


a 


ee 


这 样 , p:F 一 不 就 有 一 个 全 纯 的 着 映射 ， 
证 明 在 引 理 10. 29 中 用 wp 代替 f， 应 用 该 引 理 可 这 明 ， 入 
包含 z 的 一 个 邻 域 六, 使 得 当 ziEF 及 zsSY 时 , 有 


(Dp pm) | 0) | laa 


于 是 (C9) 成 立 ， 同 时 
(2) EA (zEV) 

要 证 劝 (5), 问 定 EE7， 选 取 y>0 使 得 DlE;r)ycpV， 由 (1》 
在 在 5->0, 使 得 
(3) lo{étre)— p(t) | 26 《一 SST) 
设 & 为 不 在 (下 内 的 复数 ， 则 =1(g 一 g) 在 FF 内 全 纯 ， 由 于 
对 所 有 1 


26 一 | 一 (| +ie—ptt tre't)| 
由 最 大 模 定理 推出 


站 和 
(ho Nsuplh et re) | 251a pee 


1 
la—gp(e)] 
因此 |a 一 p52)[ 产 6. 
这 证 明了 ptV) 坟 Dp(6); 昌 ， 因 为 5 是 PF 的 任意 一 点 ， 鼓 
罗 (是 开 的 . 
要 证 天) 国定 WiE 理 , 则 有 唯一 的 一 点 WEF， 虽 (3 一 如 | 
若 wE 下 ,而 且 妆 (w)== gET, 我 们 有 


Pm) CO—wP 0) 一 名 
4 1 
(4) 女 一 甸 | (2 一介 (3 - 


s 5 


由 (I), 当 宫 一 册 时 ，2> 名 14、 因此 (2) 挫 出 基 (=172 300。 这 
样 EHCW), 

10.31 定义 对 普 =1 2 3 …， 我 们 记 *m 次 入 国 数 ”2->2" 
为 zm. 

每 个 w 关 0 都 刚好 是 澡 个 不 同 的 z 值 的 xn(2): 着 名 二 reit， 
7>0, 则 zm(%) 二 急 当 且 公 当 8% 二 Ye 下 二 1 加 

同时 注意 每 全 rw 都 基 一 个 开 映 射 :车 六 开 且 不 包含 零 ， 则 由 
定理 10. 30, zm(F) 开 ， 另 一 方面 , nCDC0; 7)) 二 D(C0; 7"), 

开 遇 射 的 复合 显然 是 开 的 特别 ， 阁 g' 没有 零点 ， 转 定理 
10. 30, xmoP 十 开 和 的 ， 下面 的 定理 ( 它 包 售 引 理 10.29 前面 已 经 
指 员 的 开 映 射 定理 更 详细 的 叙述 ), 陈述 了 一 个 相反 的 命题 : 在 一 
个 区 堪 内 非常 数 的 全 纯 谓 数 , 除了 附加 上 一 个 常数 外 , 都 局 部 地 有 
zm? 和 P 的 形式 . 

10.32 定理 假设 侣 是 一 区 域 ,1SHC0), 了 不 是 常数 ，z1€ 
号 ,县 如 汪 入 39)， 设 丽 为 畏 数 J 一 呈 住 点 加 的 零 态 的 阶 数 ， 

则 存在 如 的 邻 域 T ,PS Q, 且 存在 PEEE(P)， 使 得 

{a) 开 并 有 有 的 2 2EV, 人 


映射 . 

这 样 , 在 了 内， 了 一 wo 二 zmop， 由 此 得 重耳 愉 好 花 下 一 zo} 到 
D' Cwpo; 7 ) 上 的 mx 对 一 的 映射 ， 并 且 每 个 woSF( 旭 ) 都 是 并 如) 的 
一 个 内 点 ， 因 此 天 品 ) 是 开 的 . 

证 明 不 类 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 如 臣 2 的 一 个 十 邻 域 ， 而 
且 它 如 此 地 小 , 使 得 若 sz 如 一 (ts 时， 天 po 则 对 基 个 在 器 内 
无 等 点 的 9EH(t9), 有 
(1) fl2)—wo= (2—20) "9002) (zEQ) 
因此 了 /9SHCYH)， 出 定理 10.14， 存储 AEH(0Q2)， 使 ¥ /9 六 

"FF9 + 


在 介 内 9xp( 一下) 的 导数 为 零 ， 如 蛙 记 通 过 附加 上 一 个 适当 的 
常数 加 以 修正 , 便 得 出 8=expth)。 定 义 
(2) p(s)= (2—a)expe 到 (ENDY 


则 对 所 有 #EQ, (9) 成 立 ， 

同时 ，gptz0)==0 而 p' 《a0) 兰 0。 根据 定理 10. 30, 现在 可 以 得 
出 满足 (3) 的 开 集 严 的 存在 性 .这 就 完成 了 证 明 . 

下 一 定理 其 实 已 经 包含 在 前 述 的 结论 中 ， 不过， 看 起 来 还 是 
值得 明显 地 加以 叙述 ， 

10. 33 定理 恨 设 马 是 一 区 域 {SACD), 且 了 在 和 内 基 一 


eT ro rurr 和 rorurereeecruaurare Er 


Ee :a 


证明 菏 对 卫 个 30 各, 广 (30) 二 0, 定理 10. 32 的 假设 将 对 基 
个 m 半 1 成立。 于 是 了 将 是 在 2 的 某 个 去 心 邻 域 内 是 积 对 一 的， 
现在 再 应 用 10. 30 的 (ec) 即 可 , 

注意 定理 10. 33 的 逆 是 不 成 立 的 : 若 了 (Cz) = 二 et， 则 对 适 个 z， 
站 (%) 考 0. 但 了 在 整个 复 平面 内 并非 一 一 的 。 


整体 Cauechy 定理 


在 陈述 并 证 明 这 个 定理 之 前 (这 个 定理 将 取消 定理 10. 14 中 
有 关 同 区 域 的 限制 ), 给 迄今 为 下 曾经 是 够 用 的 积分 工具 ， 冯 加 上 
一 些 工 具 将 是 很 方便 的 . 实质 上 ， 这 主要 是 使 我 们 不 再 限于 消音 
一 的 路 径 积 分 ， 而 是 代 之 以 考虑 路 径 的 有 限 “ 和 ". 在 第 10.9(¢) 
给 出 了 一 个 简单 的 例子 , 

10.34 链 与 圈 假设? …, ?yw 是 平面 上 的 路 径 , 并 令 下 = 
让 7U?a， 每 个 在 向 量 空间 CLK} 上 由 公式 


(1) 和 (六 一 | aa 


导出 一 个 线性 证 朱 站， 定义 
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(2) T=. 

星 然 , 对 所 有 了 EC(CEKD), 户 (由 一 FC 有 二 十 也 ,(f)， 美 系 式 (2) 提 
示 我 们 引出 “形式 和 *” 

(3) T =p 

并 定义 


(4) | roaz= Fn 

由 (3) 仅 是 陈述 

(5) | fc)as= S| Faaz (fectK)) 
FE=1" i 


的 一 个 缩写 ， 注 意 (5) 式 可 用 来 作为 它 左边 的 定义 ， 

这 样 定义 的 厂 称 为 惫 . 

如 果 吕 是 一 个 开 集 ,对 1<i<sm yyCe, 且 三 由 (3) 定 义 ， 风 
厂 就 是 口内 的 一 个 链 . 

若 (3) 成 立 , 且 每 个 y; 为 闭路 径 , 则 厂 称 为 图 . 

一 个 链 可 以 用 多 种 方式 表示 为 路 径 的 和 ， 我 们 说 

放生 一 寺 ya 一人 6 十 … 十 6 

的 党 妃 ， 简 单 说 来 是 指 对 于 … 训 UU 如 U… U6t 上 的 每 个 
连续 函数 f, 有 


>| f(s)ds= 5) Ha 


特别 , 一 个 圈 能 很 好 地 表示 为 不 是 闲 路 径 的 和 ， 
如 果 (3) 成 立 , 我 们 定义 
(6) T*=yt Uys 
如 果 症 是 一 个 圈 , 且 o$ 站 *, 我 们 定义 & 关于 六 的 指数 为 


I EE 
07) md (0) gr 5 


这 正和 定理 10.10 中 的 一 样 ， 很 明显 , 由 (3) 可 推出 
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(8) Indr(o) = SInd,,(a) 
t=1 


如 果 在 (3) 中 每 个 %; 都 用 它 的 反 向 路 径 代 赫 ，{ 见 10.8 节 》. 
所 得 前 链 将 记 湾 一 厂 ， 庆 样 
(9) | fc)aa=—| fod (ECCr9) 
特别 , 如 果 厂 是 一 个 圈 , 有 a$*, 则 Ind_r(a) 二 一 Indr(o). 

最 后 ， 注 意 链 能 通过 用 其 对 应 荡 国 的 如 或 碱 这 种 明显 的 方式 
来 进行 加 法 和 减法 厂 = 症 ,十 站 ;这 个 式 子 意 奈 着 对 每 个 fe0 
TUTE) 

(10) fa2=| fondzt| fio)dz 
10. 35 Cauchy 定理 ”假设 在下 如), 这 里 怠 是 复 平 面 土 竟 


Cr rr 


me 人 下 可 汪 直人 小 址 主语 


(1) Ind, (a) =0 
则 当 250 一 + 时 有 
fn) 

(2) Re) Indr Ca) gl wea 
并 且 
(3) | 1(2)42=0 

车 站 及 丁 ! 均 为 人 2 内 的 图, 使 得 对 每 个 不 在 虽 内 的 4 有 
(4) Indr, (a) =Indr, Co) 
别 | 
(5) | f(z)az=| f(z)az 

证 明 设 
由 262 4 


Tw) 一 了 (2 营 吉 关 8 
(6) ro 一 
f(s) 车 w= 二 4 


是 在 马 x 号 肉 定 这 的 图 数 .9 在 从 x 介 内 是 连续 的 (3 引 理 10. 29), 
因此 我 们 能 定义 
《7) | gla wd (2E02) 


rr 
对 后 只 一 三 * Cauchy 公式 (2) 显 然 等 价 于 断言 
{8) Ah(2)=0 
要 证 明 (8)， 我 们 首先 证 明 EH(OQO)， 注 意 8 在 从 X 昌 的 每 
一 个 紧 子 集 上 一 致 过 绪 ， 替 2E 吕 ,soE 吕 ， 且 zs 一 5， 便 可 得 出 对 
WE 的 一 个 紧 子 集 ), 有 多 2 芭 ) 一 致 地 趋 王 gs， 妈 )。 这 证 
朋 了 无 在 只 内 连续 设 入 是 内 一 个 闭 三 站 形 , 则 


(9) | 2(2)4z 一 到 让 (人 Ce 1w)dz )aw 


2 
对 每 个 wD, 2>9(s, 世 ) 在 介 内 是 爹 缉 的 (在 z= 名 时 的 奇 点 是 
可 去 的 .) 因 此 (9) 式 右边 里 面 的 积分 对 每 个 wET* 都 为 等， 这 时 ， 
Morera 定理 表明 jiE 吾 (9 )， 
共 次 ， 我 们 设 吕 | 是 使 Indr(zs)=0 的 所 有 复数 z 的 集 ， 并 巧 
定义 
(10) | fo) gs (EQ)) 


A 2 


如 果 z 避 和 作 各 1, 由 旭 ; 刚 定义 ,显然 有 如 (#2)=h(z)。 因 此 存在 一 

国 数 pSFCQU D0), 它 限制 在 人 上 时 是 加 限制 在 人 2, 上 时 是 六. 
我 们 的 假设 (1) 表 天 多: 包含 只 的 余 集 , 这样， 是 一 个 整 函 

数 . 由 Pd-(s) 在 只 为 零 ， 故 如, 也 包含 六 * 的 余 集 的 无 痢 分 支 。 

因此 

C11) Jim wz) 一 lim h,(2) 一 六 
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这 和 时， 由 Licuville 定理 推出 ， 对 每 个 2，yp(#)==0.， 这 就 证 明了 
(8), 因此 也 证 明了 (2 
为 了 由 (2) 导 出 (3), 取 os 一 *, 并 定 XF(2)==(z 一 0)f{z), 
出 因为 (C9) 二 0, 故 
1 1 fF Fz) ,nm,. _ 
(12) Le 22 一 Pa) Ind key=0 


最 后 , 把 (3) 应 用 于 图 丫 二 站 ,一 站 6, 由 (4) 可 得 出 (5)， 这 就 完 
成 了 证 图 . 

10.36 评注 

0) 如果 ?是 凸 区 域 昌 内 的 闭路 径 , 且 哇 介 , 应 用 定理 10. 14 
于 天 z)=(z 一 Q)"!, 可 以 证 明 Ind,(%) =0， 如 果 只 是 负 的 ， 则 如 
内 每 一 个 圈 都 满足 定理 10. 35 的 假设 (1)， 这 表明 定理 10.35 是 
定理 10,14 及 10. 15 的 推广 . 

(6) 定理 10. 35 的 最 后 部 分 表明 ， 和 大 什么 情况 下 党 一 个 转 的 
积分 能 用 沙 另 一 个 圈 的 积分 代 夫 而 丰收 变 其 积分 值 . 例如 设 纪 为 
去 挤 三 个 不 相交 闭 圆 担 D; 的 平面 ， 若 ,py1，Ys, Vs 为 日 内 正 同 
圆周 ,使 得 个 围绕 DUDsUDs 和 ;围绕 Di, 但 jt 时, 7; 不力 
线 Di, 则 对 每 个 fEH(D), 有 


[9ae= | fla)d2 


2) 为 了 应 用 定理 10. 35， 可 以 期 望 会 有 一 种 合理 而 有 效 的 
方法 ， 来 寻求 一 个 点 关于 一 条 闭路 径 的 指数 ， 下 面 一 个 定理 对 实 
际 中 所 出 现 的 所 有 路 径 都 能 做 到 这 一 点 ， 它 实质 上 是 说 ， 当 一 条 
路 经 * 由 右 到 左 " 地 交叉 时 ， 指 数 增 加 7。 如 果 我 们 回 扎 一 下 , 当 a 
在 y* 的 余 集 瑟 的 无 界 分 支 内 时 , Ind,(m) 二 0， 假 若 研 仅 有 有 限 多 
个 分 支 ,并且 了 穿越 它们 时 , 疫 有 一 段 就 会 穿 过 一 次 以 上 、 我 们 就 
能 成 功 地 决定 分 的 其 它 分 支 中 的 1nd,(&)， 
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10.37 定理 假设 了 为 平面 上 -条 阳 路 乱 ， 且 有 参数 区 上 
[Lg. 8]， 假设 <w<v<6,q 和 6 为 复数 ,| 二 ?这 名 并 且 
0) yw) =9—b, py(v9)=a+b, 


Dr 


Te 
人 
a 


当 ?Tt 由 6 一 吉 窜 超 帮 D(a; 7) 到 2 时 , 忆 - 是 在 这 条 路 径 的 
“右边 "而 D, 是 在 这 条 路 径 的 “左边 ”. 
证 明 为 了 书写 简单 , 改变 + 的 参数 , 使 得 w=0,2 二 rn。 定义 
C{ls)—=a—beis (0<sE2r) 
OCs) (0 sr) 
TCD = 人 [| 
je 《0<s<r) 
CS TsSS2r) 
y(8) (ass<0 或 zt) 
C8) (OSsEn) | 
由 于 3(0) 一 C00) 及 ptr)=0OCr), 所 以 9, 无 部 是 闭路 径 ， 
如 果 刀 CD(a3 ,| 一 一 mr 且 5B, 则 加 位 于 圆 盘 D(24 一 5 
27) 之 内 ,而 这 个 圆 嚼 不 包含 <， 应 用 这 结果 于 -=9*,£ 二 a 一 bi, 
和 看 出 [由 评注 10, 36C6)]，Ind,(a 一 64) 二 0， 由 于 D_ 是 连通 的 ， 
且 呈 .与 g* 不 交 , 便 得 出 


As)=} 


C1) Indo(w)}=0 若 zED_ 

相同 移 理 由 证 明 

(2) Indj(z}=0 车 zxED, 
我 们 得 到 结论 
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Ind,{z}=Ind,(z)}= Tnd, (Cw) 
=Inde(w) + Indy(w) =1+1Ind,(w) 

由 子 交 = y 十 j， 第 一 个 等 式 由 (2) 得 昌 ， 因 为 # 及 了 万 款 在 Dta; 7) 
内 , 而 这 是 一 个 与 hr* 不 相交 约 连 通 集 ， 故 第 -一个 等 式 成 冰 ， 由 于 
骨 十 9 二 十 y, 第 三 个 等 式 由 民 ) 得 出 ， 第 四 个 等 式 则 是 定理 10. 11 
的 一 个 推论 ， 这 就 完成 了 证 明 ， 

我 们 现在 转 到 与 Cauchy 定理 有 美的 另 一 个 拓 村 概念 的 简短 
讨论 ， 

和 .38 同 伦 假设 yo 及 y 均 为 析 扑 空间 芷 内 的 闭 曲 线 ,两 
者 都 具有 参数 区 间 了 = fo0, 1 ， 我 们 称 yo 及 9; 是 节 - 同 伦 的 ， 假 
如 存在 由 单位 正方 形 了 ?= 了 xf 到 下 内 的 一 个 连续 映射 如。 使 得 
对 所 有 sE 积 te 了 ,都 有 
{1) Ht{s, 0)=vo(s), Hls,1)=7y1(8), H(O0, 站 一 五 (的 
令 yi(3) 二 有 H(s, 办 . 则 (了 ) 定 义 连接 vo 及 ,的 ,和 内 的 一 个 单 参数 闭 
曲线 族 ?， 直观 地 说 , 这 意味 着 在 区 内 ,yo 能 够 达 续 地 变形 到 yi. 

车 中 是 互 - 同 伦 到 一 常数 圈 射 ?人 (了 地 就是, 2? 仅 由 一 点 组 成 )， 
我 们 称 ve 在 互 肉 是 零 从 的， 如 果 所 是 连通 的 , 且 革 内 每 条 闭 曲 线 
都 是 零 伦 的 , 则 XX 称 为 单 过 道 的 . 

例如 , 每 个 凸 区 域 吕 都 是 单 连 通 的 。 为 了 看 出 这 个 结论 , 令 p， 
为 号 内 的 财 曲线 , 固定 #1,ES2, 并 定义 
{2) Hes, $)= (01—) vos) tts (Os 00StEl) 

定理 10. 40 将 证 明 Cauchy 定 理 10.35 的 条 件 (4) 当 本 ,及 
了 大 的 - 同 伦 的 亲口 径 时 成 立 . 作为 它 一 种 特殊 情况 ， ee 


es | 三 


TT 


为 一 复数 ; 且 


OD [ye)— yo(8) | < lo— yo(Cs)| (O31) 
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WM Indy, (0) = Ind,(0), 
证 明 首先 注意 由 (1) 推 出 嘻 疗 及 尾 y， 因 此 能 定义 += 
(yi 一 2)/(yo 一 0)， 于 是 
(2) pk 
且 由 人 得 |1 一 ?<1。 因 此 9?*CD 1 这 就 推出 Ind,(0) 三 0. 
现在 , (2) 式 沿 [0, 匡 的 积分 给 直 了 所 求 结果 ， 
10.40 定理 如果 7 及 厂 , 都 是 区 域 2 内 2- 同 伦 的 河中 
径 ,并 县 a&9, 风 
(1) Indr {2)=Ind,, (a) 
证 明 ”由 定 丸 , 存在 连 线 映射 吾 ; 人 > 如, 使 得 
(2) HC, 0)=T(8), HCls,1)=T (8), HOO, 0) =H(1,#) 
由 于 刁 是 紧 的 , 于 是 五 (到 ) 地 是 紧 的 ， 因 此 , 存在 >0, 使 得 
(3) GCs, 1 EF H, |a— H{s, 1)|>2e 
由 于 吾 一 致 连续 , 存在 正 数 %, 使 得 
(4) 。 当 js 一 s | 一 tn 时 , |H(Cs. 1)—H(s', t'))<e 
车 i— lnei 且 上 一 1 …，, ,由 


(5) yi(8)= Hz 全 DD)ne tii)+H( 三 )G 一 na) 


定义 多 边 形 半 路径 yo， Ys。 由 (4) 及 (5) 得 
《6) [yes)— Hs kin)i<e (R=0,., pn; Os1) 
特别 , 取 上 =0 和 龙 =%， 


(7) [pols)—T ots)|<e, [Ynts)— 7 (8s) | < 

由 (6) 和 (8) 

(8) [a— ys)|>8 {=0,, 1 O81) 
另 一 方面 ,(4) 和 (5) 直 给 出 

《9) 1? 一 PE Ce =1, 0Al) 


* 267 4 


现 由 (7),(8),(9) 并 将 引 理 10. 39 应 用 %-+2 次 ， 便 得 出 % 半 
于 路 从 To, yo Vw ，Yry 站 1 的 父 一 个 都 具有 相同 的 指数 。 这 就 
证 明了 定理 . 

注 : 上 述 证 朋 中 疮 ,8s)==H(s, 4)， 四 为 吾 并 没有 假设 可 微 ， 
扬 以 每 个 六, 乃 是 -- 条 闭 曲 线 ， 而 不 一 定 是 一 条 路 径 。 基 于 这 个 
理 册 , 才 3 引 明了 了 路径 Ys. 另 一 个 (或 者 是 型 合适 的 ) 克 服 这 一 困难 的 
方法 是 , 把 指数 的 定义 扩充 到 闭 曲线 上 。 这 将 在 习题 28 中 略 述 . 


残 数 计算 

10.41 定义 一 并 数 了 称 为 开 集 外 内 的 亚 纯 明 数 , 如 果 存 在 
一 个 集 4 忆 昌 ,使 得 

(a) 4 在 2 内 无 极限 点 ， 

(6) TER(N—A). 

《c) 于 在 和 4 全 一 点 具有 极点 . 

注意 并 没有 排除 4= 多 的 可 能 ， 这 样 , 每 个 fH 如) 在 日 内 
也 都 是 亚 纯 的 . 

同时 要 注意 由 (9) 可 推出 从 内 没有 一 个 紧 子 集 能 包含 4 的 天 
限 多 个 点 , 因此 4 最 多 是 可 数 的 . 

如 果 了 及 4 如 上 所 述 , weE4, 且 


.01) 0 = Daa) 


如 定理 10. 21 所 定义 的 一 样 ,是 了 在 4 的 主讲 部 分 (也 就 是 , 若 了 一 怠 
共有 可 去 半点 4)， 则 数 el 称 为 了 在 a 的 残 数 : 
(2) ci=Res(f;o0) 
如 果 栈 是 一 个 图 , 且 a 站 *, 由 (1) 推 出 : 
1 
2 


{3 | Wiz)da—=clndrtg) . Res(O: a)Ind, Te) 
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这 是 下 列 定 理 的 一 个 很 特殊 的 情况 ， 关 且 将 在 读 定 理 的 证 明 中 用 
到 , 
10.42 ” 残 数 定理 。 假 役 了 是 9 内 的 亚 纯 阳 数 ， 令 4 为 9 内 


TT 


0) 对 所 有 a$9,Indr(@)= 二 0 
则 ~ 
(2) 下 | fa)da= SRes(f;o)Indr Co) 


各所 才 


ee orwrereru 


Tndr(z) 在 斌 的 繁 个 分 支 了 上 是 常数 ， 若 让 是 无界 的 , 或 者 当下 与 
2" 相交 时 , (1) 推 出 对 每 个 xsEF, Indr(s) 一 0 由 于 4 在 吕 内 无 极 
限 点 , 我 们 得 出 8 是 一 个 有 限 集 . 

因此 (2) 中 的 和 式 虽 然 形式 上 是 无 限 的 ,而 实际 上 是 有 限 的 . 

令 90…,4s 烃 BB 中 的 点 , 贸 ,;@x 为 在 …, ar 的 主要 部 
分 , 并 令 9= 了 一 ( 太 十 … 十 @,). (车 = 人 8 这 种 可 能 性 并 没有 排 
路 在 外 , 则 9 一 了 ) 令 人 Qo= 如 一 (4 一 及 ， 由 于 95 在,…o 具有 可 
去 再 点 , 应 用 定理 10. 35 二 函数 9g 及 开 集 中 6, 可 得 


(3) | gs)da=0 


因此 
| fs) = 8 (2)dz= SRes(Q ie JInd ta) 
ni ani > 了 全 [3 rdp 


且 由 于 了 及 人 在 w 具有 相同 的 残 数 , 我 们 便 得 到 (2). 

我 们 用 残 数 定理 两 个 典型 的 应 用 来 结束 这 一 章 . 第 一 个 涉及 
到 全 纯 函 数 的 零点 ， 第 二 个 是 菜 些 积分 的 计算 . 

10.43 定理 假设 y 是 区 域名 内 的 闭路 径 ,使 得 对 不 在 如 内 


Te er 


1, 并 设 具 有 Ind,fa)=1 的 所 有 a 的 集 为 名 


a 
Te rr 


个 数 . 


ee Te 


(1) Nj= | Fe 2 =Ind C0) 
此 处 =foY 
(5) 车 同 时 有 ge 人), 且 
(2) 1f(z) 一 g(z)|<|f(z)| 对 所 有 2€Ep* 
则 BNNs 


(5) 这 一 部 分 通常 称 为 Rouche 定理 . 它 说 明 如 果 两 个 全 纯 
困 数 , 如 同 (2 所 明确 表示 出 素 的 那样 ， 在 弓 ! 的 边界 上 互相 接近 ， 
则 在 全 ,内 具有 相同 的 零点 个 数 ， . 

证 明 令 p 一 了 /1f， 它 是 介 内 的 一 个 亚 纯 冰 数 。 若 4s 人 2, 而 
且 了 在 6 县 有 剖 王 Wi(a) 阶 零点 ， 则 天 全 二 (一 9 (2 此 处 元 
及 118 均 在 & 的 某 邻 域 F 全 部. 在 下 一 人世 ) 内 
C3) ?2) = 


这 样 
{4) Res{g;a)=m(a) 

令 4 二 {9E1: 了 (9)=0)， 如 果 我 们 把 甘于 + 的 指数 的 假设 
与 残 数 定理 结合 起 来 , 就 得 到 


1 [ 产 (s)， 。 一 
zil, Fe) d= ZRes(p; =n) 


这 就 证 明了 (1) 的 一 灶 。 另 一 兴 是 直接 计算 得 出 的 结果 : 


_ 1rdz_ 1 rns) 
Indr(O) 一 到 让 5 -a Fy 
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five)),, fF C3) 
= FS 7 (9048 -到 Fa 


ft2) 
这 里 的 参数 区 间 取 为 [0, 2x]. 
其 次 , (2 表明 9 在?* 上 没有 零点 ， 因 此 用 9 代替 了 时 , 《1 
成 立 ， 令 太一 提交 则 由 (1)《2) 及 引 理 10. 39 得 出 
N,=Ind,, (00 =Indr(0)= Ny. 
10.44 问题 对 实数 当 4->co 时 , 求 


和 


A Sin soz 
(1) | 2 dx 


的 根 限 . 
解 ”因为 saina'ei 是 整 图 数 ， 由 Cauchy 定理， 它 沿 
[一 4，4] 的 积分 等 于 语 路 径 厂 , 的 积分 ， 基 中 三 4 沿 实 轴 一 4 到 
一 1, 沿 单 位 圆 下 半圆 周 由 一 1 到 1,， 沿 实 轴 由 1 到 4 得 出 ，T, 避 
开 了 原点 , 因此 我 们 可 以 通过 恒等式 
| 2i ging—el—e i 
看 出 (1 等 于 w(t 二 1) 一 Patt 一 1)， 这 里 
(2) #0)= 下 有 所 


用 两 种 方法 把 六 4 补充 成 为 阳 路 径 : 第 一 种 ， 用 由 4 到 一 4 
一 万 的 半圆 周 ; 第 二 种 用 4 到 A4i 到 一 4 的 半 贡 周 . 函数 
ez 在 一 0 县 有 一 个 极点 ,在 这 点 它 的 残 数 为 1 于 是 得 到 


(3) p(s) = 去 | exp(ishe")a 
和 
{4) Lo,(s)=1— s—| exp(isAe'')de 
T. 27.n 
注意 莘 
(5) lexplissAei’):—=exp(— ssind) 
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并 且 这 是 过 1 的 , 目 营 s 与 sin8 具有 相同 符号 , 当 4->cc 时 ， 它 趋 
于 零 . 因此, 控制 收效 定理 表明 车 s<0， 则 (3) 的 积分 趋 于 零 , 若 
s>>0, 则 (4) 的 积分 趋 于 零 . 这 样 

T 车 8m0 

0 车 8<0 

若 我 们 应 用 (6) 于 8=t+1 及 8 二 + 一 1, 我 们 就 得 到 


(6) inos(s)=] 


aasing iT 着 一 1<ti<l 
7) 有 ij 车 |t|>>1 
及 由 于 Pa(0) 二 至 ,页 当 4= 土 1 时 ,《(7) 中 的 极限 是 也- 


注意 (7) 给 出 sinz/z 的 Fourier 变 式 ， 我 们 把 对 照 反 演 定理 
来 验证 这 结果 作为 一 个 习题 . 


习 题 
1 在 这 常 肉 蜡 中 使 用 了 下 列 事实 如果 4 及 为 平面 的 不 相交 于 集 ， 
4 是 紧 的 而 吾 足 闭 的 , 则 存在 8:>0， 使 得 对 也 有 ze4 及 BEB， 有 |c 一 月 六 
5， 用 任 党 庭 尼 空间 代 埠 平 而 证明 这 个 结 时 . 
2 在 10.8 节 来 尾 出 现 了 路 德 长 度 的 定义 ， 这 是 禁 与 第 8 章 洒 题 10 
给 出 的 定 交 相 一 到 
3 ”车 了 和 9g 均 为 不 函数 , 且 对 每 个 z, [f(z) | 所 19(z) | ,你 能 推出 什么 


4 ”假设 于 为 整 函数 , 且 对 凤 有 的 >， 
|f tz) [SAT Bsl* 

比 处 4. 瑟 和 上 都 是 正 数 ， 证 允 了 必然 是 一 个 地 项 式 ， 

5 根 讽 好 由 是 纪 内 … 煞 有 界 的 全 缚 打数 序列 ， 使 得 对 每 个 zE02, 古 小 
收 玖 ， 证 盟 在 台 的 每 个 紧 了 集 上 , 这个 收 级 性 是 一 致 的 . 

提示 : 把 控制 改 笋 定理 应 用 于 轴 一 太 的 Cauehy 公式 ， 

6 存在 区 域 弛 使 得 exp 一 DC 1 让 明 exp 在 只 内 是 一 一 的 ， 
其 有 许 夫 这样 的 如 ， 固 定 一 个 , 开 半 12 一 1 之 1. 定义 1og: 为 后 ee 一 z 的 几 有 
7 


we 和， 证 有 明 log' (4) = 二 在 


i 所 
这 1 


中 求 册 系数 mi, 并 由 此 求 出 展开 式 


C2 


logz = 之 ratfz 一 D。 


二 0 
的 系数 ce， 在 其 它 吾 些 贺 盘 上 能 艇 这 样 做 ? 
> 普 闪 五 (9 ,了 的 导数 的 Cauchy 公式 


ny 一 _ 23 fee) 一 a 
f (一 下 | ee (n=1, 2, 3, …) 


在 关于 z 和 六 的 某 些 条 件 下 是 正确 的 ， 陈 述 出 这 些 条 件 ， 并 证 曲 这 个 公式 ， 

8 慨 设 情 和 电 为 争 项 式 , 8 的 次 数 比 了 至 少 高 2 次 ， 且 有 更 荡 数 如 = 
了 :i 世 在 实 轴 上 无 极点 .证 明 琉 洛 { 一 0, 9) 的 积分 蚌 召 在 上 半 平 面 残 数 和 
的 2xi 全 。t{ 以 沿 合 适 的 半 贺 周 的 积分 代替 沿 (一 4 和 的 积分 ， 井 应 用 残 数 
定理 , ) 对 下 半 平 面 燃 但 的 陈述 应 是 怎样 ? 用 这 方 共计 算 : 


[i 
一 二 
9 ”用 习题 8 所 述 的 方法 ,对 实数 1 计算】 -rdz， 对 颖 Fourier 
变 式 的 反 演 定理 核 对 你 的 答案 . 
10 设 了 为 正 所 草 信 于 周 , 计算 
1 Ci 


Ha 


27i Jy 2+ 
11 假设 Q 为 一 复数 , |aj 半 1. 通过 客 音 位 固 周 对 {zs 一 a) -1(z 一 lja) -1 
积分 来 计算 


r2 de 
上 1—2a200stg+ ea: 
12 计算 
Li 
| (2 ) eaz (对 实数 二 
13 计算 
-= dr 加 , . 
| (n=2, 3, 4, 1) 
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[对 避 数 # 可 用 习 匡 8 的 方法 ， 然 而 , 可 以 迁 取 一 条 不 同 的 路 径 : 由 0 
到 召 到 BRexp(27ii 和 0 到 0, 人 它 能 这 化 计 算 , 同时 也 能 对 奇数 # 进行 计算 。 

管 : {wm /sin (n/n). 

14 假设 如 ;和 2s 都 竖 守 曾 区 域 ,了 和 9 分 别 在 2| 和 42s 内 定义, 并 且 
都 关 非 常数 的 复 困 数 , 且 了 (OD 己 0， 令 有 9g:f， 如 果 于 各 是 全 纯 的 , 我 
们 知道 吉 也 是 全 纯 的 ， 候 设 我 们 知道 了 和 天 是 全 纯 的 , 污 于 8 我 们 能 得 出 什 
勾结 论 | 考 知 道 g 和 下 是 全 纯 的 . 区 怎么 样 

15 假设 身 是 一 个 区 咸 , gEH (52),g!' 在 全 内 淄 有 替 点 。， 长 再 (加 (后 ))， 
9 一 fg sok42 且 2oo 一 于 (8 证 明 胡 果子 在 zs 译名 阶 零点 ， 则 9 在 zs 也 有 
到 防 堆 点， 如果 gp!' 在 和 有 正 阶 雪 点 ,结论 应 该 怎样 改变 ; 

16 想 设 疡 为 测度 空间 到 上 的 复 测 度 ， 吕 是 平面 内 的 开 集 , 9 为 但 X 
下 和 的 有 界 炒 数 , 使 得 对 每 个 zt 人 ,ts, 四 是 二 的 可 油 函 数 ， 且 {45, 四 对 全 个 
tt 入, 在 各 内 是 金 绅 的。 对 zE02, 定义 


f=) pl eu 人 


证 明太 (02)， 提示 :证明 对 每 个 紧 集 下 号 ， 对 应 一 个 常数 音 氨 50， 
使 得 


A < [z 和 soE Kk, LEXY 


2— Rp 


17 决定 下 列 症 数 有 定义 且 公 纯 的 区 域 ; 


站 dt 二 ez 站 ets 
07) TT 9 0) tr $=) Th 


握 示 ; 或 者 用 习题 16, 或 者 结合 使 用 Morera 定理 和 Fubini 定理 ， 
18 很 设 天 可 人 2) ,D(a;r) 记 和 yy 为 中 心 作 @， 半 径 为 7 的 正 向 贺 周 ， 
且 了 在 ?* 上 没有 零点 ， 对 2 一 0, 积分 
Rr) Fa 
等 于 在 D(a;7) 内 的 零点 数 、 对 了 二 1,2,3,…, 这 些 积分 的 值 是 学 少 ? ( 箱 
用 于 的 零点 ;， 如 果 用 性 意 的 pt 百 (13) 代 蔡 sz。 答案 双 是 什么 * 
19 假设 JEH(D), gO), 且 了 和 在 如 内 都 没有 零点 ， 若 


的 -区 era 


求 子 和 六 之 问号 一 个 莘 单 其 系 ， 
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20 很 设 马 为 一 区 域 , 对 3 一 1, 2,3,…, 了.E 且 (9, 没有 任何 一 个 函数 下 
在 介 内 有 零点 ， 且 在 如 的 紧 于 集 上 好 中 一 吾 收 侣 于 了， 证 湖 ， 或 者 了 在 局内 
没有 零点 , 或 者 对 所 有 zaE0. 了 fz) ==0. 

如 果品 是 一 个 包含 每 一 个 六 (全 的 区 域 ， 且 了 不 是 常数 , 证 明 了 (82) 己 
全 

21 假设 巷 豆 (22) ,只 包 含 阿 单位 罗盘， 且 1z[ = 工时， 了 Cz) | 一 1 了 在 
这 贺 得 内 必须 有 多 少 个 不 动 点 ; 就 是 说 ， 方 程 了 (sa) 一 z 在 回 盘 内 有 多少 和解 

32 候 进 各 (602), 如 包含 用 音 伴 加 盘 , |z| 一 1 时 ，|f (zs)|>2, 且 了 (0) 
二 1. 了 在 单位 圆 熏 内 是 得-- 定 有 一 零点 ? 

23 人 恨 设 已 ,(z] 1 十 /LI 十 十 sa8f 和 全 (站 一 忆 ( 一 1 此 处 8 一 1， 
2, 3 …。 对 大 的 z 甘于 如 ,及 吕 。 的 零点 位 置 你 能 说 些 什么 y 要 尽 可 能 地 撞 
明 


24 证 明 下 列 RRouche 定理 的 一 般 形式 设 吕 为 平面 上 紧 集 天 的 内 部 . 
假 次 了 和 9g 在 下 上 连续 ,在昌 内 全 纯 ， 了 及 对 所 有 zaE 尼 一 屿 ， 上 (人 一 9 及 
[7 人 | 则 地 和 9 在 台 内 有 具有 相同 数目 的 零点 . 

35 设 4 为 圆 环 区 域 1: 7a 必 |3|<r?， 这 里 ri 其 rs 都 是 给 定 的 正 数 ， 

ea) 证 明 Cauchy 公式 

f0 a) +), Ee 
在 下 列 条 件 下 是 正确 的 : ft 吾 (4)， 
re |z| <rs—e 
县 
yt yt pAt)= {re (012n) 

仍 ) 运用 {四 证 明 每 个 EB (A) 都 能 分 解 为 和 式 了 = 开 十 fs， 这 时 下 在 
宇 (0; TD) 的 外 部 全 地 ， 而 了 (D (0;72))， 如 果 我 们 竖 求 当 上 z| 一 oo 时 . (3) 
一 各 证 明 这 个 分 解 式 是 唯一 的 ， 

fe) 用 这 分 解 式 使 每 个 FF 日 (14 对 应 于 在 44 肉 收 茂 于 了 的 “Laurent 级 
数 


oo 
> en 
一 mm 


证 明 邓 每 个 了 仅 有 一 个 这 样 的 级 数 , 并 证 明雄 44 的 紧 子 集 上 ， 这 级 数 一 
致 收 敏 于 了 于. 
ea 275。 


(8) 着 FEBE(4) 且 了 在 业内 有 界 ,证 明 访 和 产 这 两 部 分 也 者 是 有 界 的 

(e) 上 述 结 论 有 那些 能 扩充 到 r;=0 的 情形 (或 者 fa= ceo， 或 两 者 同时 
出 现 }? 

人 f》 上 述 结论 有 那些 能 扩充 到 界 于 有 限 多 个 (多 于 两 个 } 回 周 的 区 域 ? 

26 要求 展 开国 数 


为 形 如 全 ca" 的 级 数 . 


这 样 的 展开 式 有 玫 少 个 ? 它们 中 的 每 一 个 在 什么 区 域内 是 正确 的 ? 对 
每 个 这 样 的 展开 式 , 明确 地 求 出 系数 ew 

27 假设 凡是 由 不 等 式 e<y<a 决定 的 水 平 带 形 , 假设 五 (t3)， 并 且 
对 所 有 的 2€ 吕 ,f(z) 二 f(z 十 认 ， 证 明了 在 如 内 具有 Fourier 通 开 式 


f (ey Soe ins 


且 对 每 个 >>0, 这 个 级 数 在 2: 9 十 2 守 y 扩 56 一 2} 内 一 致 胶 效 ， 

提示 : 了 瑞 射 >e2"ir 将 了 变 为 间 环 内 的 一 个 国 数 . 

找 出 一 个 积分 公式 , 使 系数 rc 能 按 这 个 公式 由 了 计算 出 来 ， 

28 根 设 志 是 平面 内 一 条 闲 曲 线 ， 其 有 参数 区 间 [0, 2x], 取 a 丰 厂 *.。 用 
三 角 凶 项 式 六 一 至 逼近 大， 证明 当 寻 和 # 充 分 夫 时 ，Indisfe) 一 Indrn 
{&)， 定 闵 这 公共 值 为 Indr fo 证明 这 结果 不 依赖 于 { 六 省 的 选择 .证 明 引 
理 10.39 现在 对 闭 曲 线 也 真确 , 并 用 以 给 出 定理 10. 40 的 一 个 不 同 的 证 明 . 
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第 十 一 章 调和 函数 


Cauchy-Riemann 方程 


11,1 算 子 3 和 3 设 了 是 定义 在 平面 开 集 马 内 的 复 臣 数 ， 
把 了 看 作 是 将 只 上 映 到 BE 内 的 变换 ， 且 设 了 在 某 点 zoE 旭 有 8.23 
的 意义 下 的 徽 分 ， 为 简单 起 见 , 设 z0 一 f(z0) 一 0， 这 样 ,了 的 可 微 
性 假定 等 价 于 两 个 复数 4“ 和 (在 %%=0 处 了 关于 x 和 g 的 偏 导 
数 ) 的 存在 ,使 得 
《TD) fl2) =ar+ Bytn(s)s (= ity) 
此 处 当 = 一 0 时 ,7(2) 一 0. 

由 于 22 二 8 十 和 2iy 二 z 一 2, 献 (1) 可 写 为 


C2) 1 = et et stns)s 
的 形式 ， 这 就 启发 我 们 引进 微分 算 了 

_1/3_ ,Ba a 1/a ;3 
个 
现在 (2) 变 成 


(4) 2) 0) 4+)(0) .三 十 9(3) (20) 


对 实数 z, 下 一 1 对 部 虚数 x，3/2 = 一 J， 因此， 当 且 仅 当 
《3f)(0) 二 0 时 ，f(z)/z 的 极限 为 沉 ， 并 且 得 到 爹 纯 函数 的 如 下 
特征 : 

11.2 定理 设 了 是 名 内 的 复 蝴 数 、 在 器 的 每 一 点 上 了 了 可 

微 , 则 jj 5 名 ) 当 旦 仅 当 对 每 一 -点 zE 口 ，Caucehy-Riemanam 方程 


ee Cs 


(1) (Gf) (2)=0 
成 六 .在 那 种 情况 下 , 我 们 有 


本 


(2) f(z)=90f)(2) (aEn) 
部 果 于 = 二 iv,% 和 9 是 实 的 , 则 (1) 分 解 成 一 对 码 程 
Ws = Pp Mp ls 


此 处 的 下 标 表 未 对 所 指 的 变量 求 偏 导 数 ， 这 些 就 是 全 纯 函 数 的 实 
11.3 Laplace 算 子 设 了 是 平面 开 集 介 内 的 复 国 数 ， 使 得 
在 只 内 每 一 点 六 :和 六， 存在， 则 子 的 Laplace 算 子 值 定义 为 


(1) Af=fust fn 
如 果 了 在 日 内 连续 , 生 在 介 的 每 一 点 
(2) Af=0 


则 称 子 在 名 内 是 调和 的 ， 
由 于 实 函 数 的 Laplace 算 子 是 实 的 (和 如果 存 在 的 话 ), 显然 ,一 


A EE EE TT Ee re A oe pd 


注意 , 假定 天;=f5, 则 
(3) Af = 493f 
当 了 具有 连续 二 阶 导 数 时 , 这 个 假定 是 成 立 的 . 

如 果 了 是 全 纯 函 数 , 则 下 一 0, 且 具 有 任意 阶 的 连续 导数 ,因而 
{3) 式 表明 ;: 

现在 我 们 转 过 来 关注 调和 函数 的 积分 表示 ， 它 与 全 绩 印 数 的 
Cauchy 公式 有 着 密 切 关系 ， 共 中 它 将 证 明 每 一 个 实 调和 函数 局 
部 地 是 一 个 全 纯 函 数 的 实 部 ， 同 时 它 将 指出 关于 开 轿 扒 内 一 些 人 
纯 前 数 类 的 边界 状况 的 信息 
» 278 。 


Poisson 积分 
11.5 Poisson 棱 这 是 指 的 孟 数 


(1) P(t)= Biren {07 过 1, 1 为 实数 ) 


我 们 可 以 把 P(t) 看 作 是 两 个 变量 + 和 上 的 函数 ， 或 者 以 > 为 指 
标 , 把 P,(t) 看 作 是 1 的 前 数 族 , 

如 果 z=7e*CO<r<1, 8 为 实数 )， 则 用 5. 24 节 做 过 的 简单 
计算 恒 可 证 明 , 

加 1 十 如 

(2) Pp,(0—t)=Re s+s | 

从 (1) 和 看 出 
(3) a P(t)at=1 (COSr<l) 


加 1—r? 
1—2rcos{(0—#)+r? 


从 (2) 得 到 PA(2)>>0， P(t)=P,( 一 i), 
(4) PAt)<P6) (0<56<|f|S7) 
而 且 
(5 limP.(6)=0 (OO) 
11.6 记号 今后 , 书 表 示 开 单位 圆 盘 , 即 0=DD(0;1)， 
而 了 表示 单位 圆周 , 即 复 平面 内 也 的 边界 ， 
如 果 了 是 下 上 的 国 数 而 上 是 了 上 的 一 个 测度 , 用 


(1) 上 “Kapane 


代替 | fan 经 常 是 合意 的 , 此 处 a 是 一 个 适当 选取 的 实数 .(1) 理 
解 为 消 半 开 区 间 
[a,w 十 2r 


积分 ， 当 然 (1) 的 严格 解释 没有 什么 意义 , 和 上 是 定义 在 全 上 而 
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不 是 定义 在 尝 昔 的 一 个 区 间 上 然而, 如果 了 和 上 定义 在 下 上 ,用 
对 as<Si<a 二 2r, 了 Ciae :27), 定义 


(2) Hi)=f{e'), A(E)= 4 p(B)) 
此 处 p(t)=e’, 则 
(9) 全 Kam)=| far 


是 正确 的 ， 因 此 ;记号 C1) 相当 于 将 了 和 于、 并 将 六 和 上 视 为 相同 ， 
而 县 不 应 当 引 起 混 需 . 

关于 (1) 优 于 | fdp 的 地 方 ， 简单 地 说 就 是 , 形 如 (1) 的 积分 
处 理 起 来 要 比较 容易 . 

如 同 4.23 节 那 样 , 我 们 继续 把 空间 LCT) 和 CED) 与 RR 上 以 
2 汐 周 期 的 相应 的 了 明 数 空间 看 作 是 同 - 的. 

11,7 Psisson 积 分 和 如 果 fELiCTYEH. 
(1) P(ret)=2) PC 一 D7GDd 
则 在 忌 内 这 样 定 区 的 印 数 下 称 为 了 的 Poisson 积分 ， 我 们 有 时 将 
关系 式 (1) 缩 写 为 
(2) F=P[ 有 ] 

类 似 地 , 在 了 上 的 复 Borel 测度 的 Poisson 积分 五 = Pldp] 
定义 为 
(3) Fre) = | PO du(t) 


如 果 把 每 一 个 ECT) 对 应 于 其 不 定 积 分 x(B)=| f(t)d4 
我 们 看 出 形式 (1) 的 请 数 下 组 成 由 (3) 定义 的 那 类 函数 的 一 个 
子 类 . 

如 果 4 是 实 的 , 则 公式 11. 5(2) 江 明 P[dp] 是 
* A280 » 


(1) 二 十 (1 (5 一 reto zsED) 
的 实 部 .但 根据 定理 10.7, 4) 定义 了 局内 的 一 个 全 纯 水 数 . 因此 
P[dx] 是 一 个 许 和 请 数 . 出 于 调和 峭 数 的 线性 组 合 (基于 常 系 数 
的 ) 是 调和 孙 数 ,所以 我 们 证 明了 下 面 的 定理 ; 

1i,3 定理 对 上 的 每 一 个 复 Beorel 测度 £&, 它 的 Poisson 


TA werererrrorrororecrorerirTrer er 
人 人 Ce LI 


下 而 的 定理 表明 ， 连续 医 数 的 Poisson 积分 在 接近 忌 的 边界 
时 表现 得 特别 理想 
11.9 定理 如 果 fEO(T), 并 且 在 闭 单位 圆 鼻 上 ， 如 f 由 


iF. A ee he a Per ee 


jf 当 r=l 
1 tiY 一 - 
(1) HT)(re'') jos 当 0<7r<1 


定义 , 则 HfEC(D). 
证 明 由 于 P(t)>>0, 所 以 对 每 一 个 9E0OCT), 公式 11. 5(3) 
表明 


(2) IP[gj(re)|<lgls (0sr<1) 
因此 
(3) lHgls=|gls (gecT)) 


《如 同 5.22 节 那 样 , 我 们 用 记号 j9lz 表 示 |9| 在 集 召 上 的 上 确 界 , ) 
如 果 

《4 7 98(e 人 一 二 sen 

是 任意 三 角 多 项 式 , 则 从 11. 5(1) 得 到 

(5) (Hg) re) bp arieint 


n=—N 


所 以 瑟 9EC(DP)， 
。287 。 


最 后 , 存在 三 角 多 项 式 gu, 使 得 当天 ->co 时 ，19, 一 用 <->0( 参 
看 4.24 节 )， 由 (3) 得 到 , 当 b->oo 峙 ， 
(6) Hg9,— Hflo= 1H(9:—f) ls>0 
这 就 是 说 ， 函 数 Hg.EC(D) 在 站 上 一 致 收 伍 于 Hf 因此 HfE 
cD). 

注 : 这 个 定理 提供 了 一 个 边 值 问题 (Dirichlet 占 题 ) 的 解 : 在 
下 上 给 出 一 个 连续 函数 子 ， 要 求 在 互 内 找 出 “边界 值 为 了 "的 调和 
函数 借助 于 下 的 Poisson 积分 ,定理 提出 了 一 个 解答 , 而 且 更 
精确 地 表述 了 了 和 五 之 间 的 关系 ， 与 这 个 存在 性 定理 对 应 的 唯一 
性 定理 包含 在 下 面 的 结果 中 ， 


芭 糙 芷 半音 位 图 荆 避 上 上 上风 款 继 汝 是 TY 


A 


(1) f(z)=a | 2 二 we dt (zeED) 


证 明 定理 10.7 证 有 明了 jfEH(V)， 如 果 tt= Re 了， 则 (1) 表 
朋 是 & 的 进 界 值 的 Poisson 积分 .而 我 们 一 旦 证 实 了 w=， 
本 定理 也 就 得 到 证 盟 . 

设 #=# 一 所, 则 广 在 如 上 连续 (应 用 定理 11.9 于 1), 率 在 如 内 
调和 ， 并 且 对 于 全 的 所 有 点 ,天 =0。、 假 设 (这 将 引出 译 盾 ?对 某 点 
20E0, 衣 (z0) 之 0。， 回 定 8, 使 每 0<e<i(zo) 同时 定义 
(2) gl2)—=R(a) telz|? (zED) 

则 gtz0) 宇 有 和 80)>2， 由 于 geOQ(V) 且 对 于 了 的 所 有 各 点 有 9 一 8， 
所 以 存在 一 点 a.SU， 在 这 点 5 有 一 个 局 部 极 大 值 。 这 就 推出 在 
zu09rz0 和 gs0， 但 (2) 表 明 8 的 Laplaee 算 子 值 是 4e>>0. 这 
就 得 出 了 也 盾 . 
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因此 % 一 tw 志 0， 相 同 的 论证 表明 名 一 所 0, 因 而 #=w, 并且 
完成 了 证 明 . 

我 们 以 下 裕 及 到 的 ， 将 是 对 于 固定 的 外 当 7->1 [Pld] 
(re) 的 变化 状况 换言之， 我 们 准备 研究 测 府 的 Poisson 积分 
的 径 向 极限 (如 果 人 它们 在 在 的 话 }。 下 面 的 引 理 包含 了 这 一 研究 的 
证 算 部 分 . 

11.11 引 理 设 k 是 ?上 的 实 Borel 测度 网 定 8, 设 
(1) 10 = {0 0—s<t<0+s} 


(3) FF(rer)<At [AIP.(8) + a Pal {071) 


Cn ~ 


此 处 jx 三 121(TD) 是 点 的 全 变 差 . 


Eee A rhe 


1 ga _ 
(4) Fre'') -| P,(8— ant) 
将 这 积分 分 成 两 部 分 ， 如 果 6 所 10 一 引 之 #, 则 
P.(0— CP,(6) 
因 曾 消 这 个 区 域 的 积分 不 大 于 (3) 的 晤 后 一 项 ， 剩 下 沿 1(5)= 
(9 一 5, 9 十 6) 的 积分 ,应 用 Fubini 定理 ,可 以 通过 分 部 积分 法 进行 


合计 .我 们 求 

《5) P' (sayadadrn(t)y 

‘微分 是 对 于 8 来 求 的 ) 藻 三 角形 

{6) {(8, a—e ts,0<s<} 
的 万 分 ,得 草 


* 了 有 了 


(7) | nrCD)PKs)as=| LP,C6)—P,(0— tan(t) 


先 对 进行 积分 得 到 C7) 的 左边 ; 先 对 s 进行 积分 得 到 (7) 的 右边 ， 
因为 根据 假设 (注意 ， 如 同 11. 6 节 那 样 ， 我 们 认为 x 和 是 同一 
的 ), 有 uCI(8))<<284, 又 由 于 在 (0, xz) 上 Pr(s) 玫 0《 从 不 等 式 11. 5 
(4) 得 到 ), 所 以 从 (7?) 可 以 断定 


fi, PO—t)an(t)y=P.8) nt)) + | en mee 
<24 [3p.(6)—| sp,Cs)as]| 
=24| P,(s)ds 


=2x4—24| Pp,Cs)ds 
<2r4 十 27|44|P (6) 


这 就 得 出 式 (3). 
11.12 定理 设 站 是 和 上 的 实 Borel 测度 , J (8; 5 与 引 理 


ee 


nTO; 8)) 


(1) | Ce oe 


Te, 


es i ed dt 


(2) | PG— tau(t) (0<r<1) 


Me a 


Pe 


C3) DA Sliminf Pre 7) 入 limsup Flre'’)< (Da) (0) 
Li 了 市】 


‘44) lim FOrets)-. CDu) 0) 
r+] 


广 意 ,CDEN 的 在 这 里 完 六 为 总 在 强 处 的 对 称 导 数 , 而 且 对 于 
在 第 八 富 中 研究 过 的 更 一 般 意义 下 不 是 古 微 的 那些 成 8， 它 仍然 
有 可 能 是 存在 的 . 

证 明 ”固定 6， 并 设 4>CDn)00)， 则 存在 5>>0 使 得 引 理 
11. 11 的 假设 成 立 . 当 ->1 时 ，P,(6) 王 9， 于 是 根据 引 理 11. 11 
得 到 (3) 式 中 最 后 面 的 不 等 式 ， 如 果 用 一 上 代替 站 并 应 用 最 后 一 
个 不 等 式 , 则 得 到 (3) 式 中 第 一 个 不 等 成 ,而 (4) 是 定理 8.6 在 一 维 
情 沈 下 的 推论 . 

系 如果 JSECD: 且 FE 区 

lim Flre®)=f(e'") a.e. 


a rr 


由 于 让 几乎 处 处 等 于 它 的 不 定 积分 的 导数 ， 所 以 从 (4) 得 到 
上 式 . 

11.13 济 现 在 为 止 ， 我 们 只 研究 了 单位 贺 盘 UDC0; 1) 的 
情况 ， 显然, 通过 一 个 简单 的 变量 代 换 ,以 前 的 论述 可 以 转移 到 任 
意 贺 盘 上 ， 央 此 我 们 只 扼 要 讲 - - 些 绪 订 : 

如 果 冯 是 圆 盘 De; 下) 边界 上 的 连续 实 畏 数 , 且 在 Do 证) 内 
由 Poisson 积分 


ua Re')at 


(1) watre)=2| Rr 
2 .一 2Rreosrg 一 十 7 


定义 则 在 D(a; 8) 上 连续 而 在 D(a; 如) 内 调和 ， 

如 果 扣 在 开 集 如 内 调和 {而 且 蚌 实 的 ), 又 Dla; BR) 己 介 , 则 在 
Da; 琴 ) 内 如 满足 (1), 生存 在 一 个 定义 在 Dla; 豆 ] 内 ， 其 实 部 为 如 
的 全 纯 函 数 访 在 纯 虚 的 附加 常数 范围 内 , 这 个 了 礁 一 地 确定 ， 因 
为 刀 兴 在 辐 一 区 域内 的 两 个 全 纯 国 数 有 相 几 的 实 部 ， 巾 它们 的 差 
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作为 常数 ( 开 上 映射 定理 或 Cauchy-Riemann 方程 的 推论 ), 
我 们 把 这 些 概括 地 说 成 丝 一 个 实 调和 赣 数 局 部 地 都 是 念 部 困 
数 的 实 部 ， 因 此 ,每 一 个 调和 函数 共有 任意 阶 的 连续 伪 导 数 ， 
Poisson 积分 同样 提供 了 关于 调和 函数 序列 的 信息 , 
11.14 Harnack 定理 设 {w。}) 是 区 域 纺 内 的 调和 国 数 


底 列 . 


re er ee ee 


a 


人 


证 明 为 了 证 明 (a)， 假 设 D(a; RR) 己 人， 且 在 Poisson 积分 
11. 13(1) 中 用 代 赴 %， 由 于 w=w 在 D(a; BR) 的 边界 上 是 一 臻 
的 , 所 以 我 们 断定 在 DCs) 内 满足 11. 13(1). 

在 (5) 的 证 明 中 ， 我 们 可 以 假定 后 产 0 (否则 用 人 一 矶 代替 
机 )。， 设 ww 二 54p tn， 有 4 二 {2E42w(2)<00}， 且 B= 二 人 一 4， 和 选取 
五 (ao RR)CO, 对 0<7<R, Poisson 核 袜 足 不 符 式 


Rr < Ri—r? “Bir 
RE+r Re (0 I Rr 


因此 


Ba) ue, (G+ re) < 二 B+ ru Cm) 


用 % 代 准 w， 不 等 式 同 样 成 立 ， 由 此 可 见 ， 对 所 有 zED(o; 衣 )， 
xf 53) 一 co 或 者 对 所 有 2zED(o; BR),4(z) < ee， 
因此 4 和 B 都 是 开 集 ; 又 由 于 巴 是 连通 的 ,所 以 或 者 有 4 一 好 
(这 种 情况 下 就 没什么 要 证 的 ), 或 者 4= 只 ， 在 后 一 情况 下 , 单调 
卜 笋 定理 表明 在 只 的 每 一 圆 盘 肉 ，Poisson 公式 对 和 成立。 因此 
4 在 纪 内 调和 ， 当 连续 函数 序 到 单调 收 误 于 一 个 连续 函数 上 时， 在 
» 2 + 


紧 集 上 收敛 一 定 是 一 致 的 ([26] 定理 7.13)。 这 便 完成 了 定理 的 
证 明 . 


平均 值 性 质 


11.15 定 发 ”如果 对 每 一 个 2zE 旨 ,对 应 一 个 序列 {7,), 使 得 
7 0, 当 >co 时 , 7s->0, 且 


(1) ze 一 元 下 ulzirne)dt (n=1,2,3,.) 


则 称 在 开 集 只 内 的 连续 国 数 芋 具 有 平均 值 性 质 ， 换 各 话说 ,&(2) 
等 于 # 在 以 z 为 中 心 . 半 和 钨 为 rw 的 圆周 上 的 平均 值 . 

注意 , Poisson 公式 表明 ,对 每 一 个 调和 国 数 wx， 且 对 每 个 站 
使 得 DD(z; 7) 己 人 ，(1) 是 成 立 的 ， 所 以 调和 函数 满足 一 个 比 刚才 
定 饼 的 还 楼 强 些 的 平均 值 性 质 。 因此 下 述 定 理 可 能 会 使 人 感到 意 
外 . 

11.16 定理 ”如果 连续 豚 数 在 开 集 2 内 具有 亚 均 估 性 质 ， 
则 饼 在 名 肉 调和 . 

证 明 ”为 证 此 定理 , 只 须 对 实 的 4% 证明 就 能 了 ， 辐 定 D(a; BR) 
己 从 ，Poisson 积分 给 出 一 个 在 D(a; 请) 上 连续 、 在 D(m; R) 内 调 
和 、 而 在 D(a; RE) 的 边界 上 与 重合 的 阔 数 记 令 9% 一 4 一 名 且 令 
六 一 Sub{efs) :szE 瑟 (az R)}， 假 设 mx 沁 >0, 并 且 设 请 是 使 (2) 二 om 
的 所 有 2zED(6; 也 ) 的 集 ， 因 为 在 DCa; 电 ) 的 边界 上 %=0, 所 以 如 是 
了 (ea; 吾 ) 的 一 个 紧 子 集 ， 因 此 存在 一 个 zo05B, 使 得 对 所 有 zEE， 


| so 一 @| 之 13 一 如 | 


对 于 所 有 足够 小 的 r, 以 zo 为 中 心 ，7 为 半径 的 圆 至 少 有 一 半 在 万 
的 外 部 , 所 以 对 应 的 5 的 平均 值 都 小 于 m=2(zo)， 但 。 具有 平均 
值 性 质 ,因而 得 出 了 矛盾 ， 这 样 ,mw 一 0, 敬 ob<0. 对 一 。 可 应 用 相 
同 的 论证 ， 因 此 有 v=0, 或 在 D(a; B) 内 w= 如 又 由 于 (a; BE) 是 
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人 2 内 一 个 任意 的 闭 圆 盘 ， 所 以 苹 在 如 内 调和 . 

定理 11. 16 导出 了 全 纯 函 数 的 一 个 反射 定理 ， 所 谓 上 举 平面 
了 I+ 是 指使 y>0 的 岂 有 4 二 xw 十 iy 的 集 ; 而 下 举 平 面 H” 则 是 由 虚 
部 为 负 的 所 有 2 组 成 . 


YY 


re wereeenreevrrentrcer ior woretrermrrseerere rarrersirwrnrerorrr aaaroarran 


(1) 0 = {2E0*} 

设 1=u 十 io 在 2+ 内 全 总 ， 生 对 收 全 于 二 的 某 个 点 的 9 内 的 每 
二 个 序列 tzr}， 有 

‘2) limef(zn) 一 0 


Pe er TT 


(3) F(z)=F(2) (zxEN+ULUD) 


定理 断定 了 能 扩展 为 关于 实 轴 对 称 的 一 个 区 域内 的 爹 纯 函 
数 , 且 (3) 指 出 五 保持 这 个 对 称 性 ， 注 意 , 连续 性 假设 (2) 只 是 对 于 
的 虚 部 提出 的 ， 

证 明 设 昌 = 人 +UILUG ， 当 zsEL 了 时 ， 定义 9(2) 二 0; 当 
zED 时, 定 闵 9(2) 二 一 2(z)}， 由 此 我 们 把 g 扩 展 到 名 上 . 这 束 
立即 得 出 ， 在 只 内 v 连续 且 具 有 平均 值 性 质 ， 所 以 根据 定理 
11.16,2 在 旬 内 调和 . 

因此 % 在 局 部 上 是 一 个 全 纯 函 数 的 虚 部 ， 这 就 意味 着 对 每 个 
圆 迭 D, 对 应 一 个 了 .EHCD,)， 使 得 Im 了 ,==v， 在 附加 一 个 实 常数 
的 范围 内 ,每 个 了 出。 所 确定 。 由 于 了 一 在 区 域 Df 人 ?内 是 
常数 , 若 这 个 常数 选择 得 使 之 对 某 个 seD, 人 了 ' 有 fC(3) 二 12)， 
则 对 所 有 zED, 介 六 +, 结论 同样 成 闷 ， 我 们 假定 对 阴 数 了, 足 作 过 
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这 样 修正 的 ， 

由 于 在 工 上 * 一 0， 所 以 了 在 + 处 的 所 有 各 阶 导数 都 是 实数 ， 
故 下 按 4 一 # 的 冠 级 数 展开 式 只 有 实 系 数 ， 册 时 可见 
(4) fl2)=f(2) (CzED,) 

其 次 , 设 忌 ,站 石头 邹 , 则 在 瑟 站 六 站 五 + 因 丈 关 六; 又 由 于 
忆 , 门 忆 , 是 连通 前 , 所 以 定理 10. 18 表明 


(5) f(t2) = (2) (2ED, ND,) 
因此 定义 
fz) 当 25E 吕 + 
(6) F(a) 二 f(s} 当 sED, 
T(z) 当 2sED- 


是 相 容 的 , 而 尚 竺 证明 的 是 王 在 只 内 全 纯 . 刘 果 Pei 7)C 避 ， 
则 丙丁 门 它 呈 所 以 对 每 个 sED(a;7), 有 


(7) f(2)= Pen(sa)" 
十 一 小 
沼 此 
(8) F(2)= S62—0)" (zED(e 7)) 
Ee | 
这 就 党 成 了 证 明 . 
正 调 和 函数 


11,18 显然 ， 在 单位 圆周 全 上 的 知 一 个 正 有 限 Borel 测度 
上 的 Poisson 积分 PL[d4j 是 开 同 我 上 内 的 正 调和 函数 ， 问题 是 ， 
每 全 口内 的 正 调和 函数 芋 否 都 能 按 这 种 方式 得 到? 
如 下 的 观察 将 导致 一 个 肯定 的 园 符 、 如果 严 = Pt, 此 处 天 
芷 鱼 上 任意 一 个 复 Borel 测度 . 则 Fubini 和 定理 开明 
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(1) [lare'® 1a 


<| | 去 FP.(0—t)ae ll) 


一 4 

此 处 al 是 二 在 于 上 的 全 变 差 , 因此, 式 (1) 的 第 一 个 积分 在 [0, 1) 
上 是 y 的 有 界 函 数 , 这 是 所 有 Poisson 积分 必须 满足 的 条 件 . 

现在 , 如 果 志 是正 调 和 函数 ， 则 | 如 = 为 所 以 对 于 经 一 个 rE 
[0,1), 式 (1) 的 第 一 个 积分 等 于 2xh(0)， 因 此 ， 正 调和 函数 满足 
我 们 刚才 找 出 的 必要 条 件 , 并且 导出 如 下 更 强 的 定 班 . 

11.19 定理 映射 4>P[Lap] 是 TJ 上 所 有 复 Borel 测度 的 实 
间 和 所 有 满足 增长 条 件 


(1) sup | (hlre') [dd<oo 
. rl -# 
的 如 内 调和 了 靖 数 记 .的 空 园 之 加 的 一 个 线 从 一 一 对 碟 ， 


TE eror aeroroarvre TT 
ms cis pp 
人 人 ne mruroiovrure rarearrraurupauranrorenrn 


Rs 


证 明 显然 肌 射 x 王 P[awj 是 线性 的 ， 第 I1 18 节 的 讨论 
证 实 , 对 于 每 一 个 PLQ&], (1) 是 成 立 的 

为 了 证 明 jg 王 P[4nj 基 一 一 的 , 设 在 品 内 P[dpg]=0， 我 们 必 
须 证 明 吕 一 0。、 选 取 ECCT), 定理 11. 9 表明 


| 7Coan(O=lim| dn) FPO at 
一 lm FVasB( P.O~ di 


= bm| fc JPidnlre Jat=0 


a 2Z90* 


因此 对 每 个 fEC(Z), | jw 一 0， 由 定理 6. 19 的 唯一 性 结论 可 推 


出 4=0. 

我 们 着 手 证 明定 理 的 最 重要 部 分 : 每 一 个 满足 (1) 的 如 内 调和 
振 数 部 是 和 上 某 个 复 Borel 测度 上 的 PEar]. 这 一 征明 依赖 于 
“ 罚 收 伊 " 的 概念 ， 在 习题 18 中 ， 它 将 在 更 一 般 的 情 襄 下 作出 
定义 . 

令 训 为 品 内 的 调和 两 数 , 满 足 


(2) { lare tag Mz C07) 
对 于 0<s<1, 定义 
(3) AF=| MseOFKDat EC)) 


每 个 4, 因此 是 CT) 上 的 一 个 线性 花园， 其 范 数 上 4 拓 开 。 设 
这 是 CD) 的 一 个 可 数 稠 赣 子 集 (例如 ， 取 系数 在 复 平 面 的 某 个 
可 数 稠密 子 集 内 的 所 有 三 角 多 项 式 }， 对 每 个 j, 数 4 方 组 成 一 
个 有 界 集 ， 因 此 ,对 角 线 过 程 (参看 [26]p.145) 确 保存 在 一 个 序列 
{sa} ,使 se-~>1, 县 对 每 个 下 ;， 

(4) lim A,.f 

存在 ， 

对 每 个 fEC(T)， 我 们 断言 (Ls. 闪 是 Cauchy 序列 : 固定 
fEC(T),e>0, 选取 方 使 肝 一 |。<<e /WY, 然后 选取 这 样 大 的 入 ， 
鸽 史 下 十 人 时， 

(5) | A fi— A fe 
因为 
Af— A fA Ff +1 A fs; ,fl 
+ [4 (Cf;—f)1 
普 83>> 训 和 天 人 > 克 , 则 1 4, 一 二, 了 <38， 因 此 对 每 个 ECCT)， 
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(6) AF =lim A.,f 
存在 , 且 (6) 定 义 了 上 一 个 线性 泛 函 , 其 范 数 | .41<MW。Ricsz 表 
示 定 理 6. 19 现在 引出 于 上 一 个 复 Borel 测度 ju 使 得 关系 式 
(7) lim| f(t)Msoer) dt=| ft)apdt) 
对 每 个 fEC(T) 成 立 ; 这 可 以 从 (3) 和 (6) 得 到 ， 

对 每 个 R，h(Csore™) 存 包含 口 的 贺 盘 D(0; 11s,) 内 调和 ， 因 
此 在 内 这 个 函数 是 它 限 制 于 了 上 的 Poisson 积分 换言之， 


1 
hlssrelt) (Or<1) 


和 如果 在 (8) 中 令 %=>co 并 应 用 (7), 则 得 


(9) pa PO—i)du(t) =h(rei!) 
Ti 


| PO—#)h(8ne dt 


{Or ~ 人 fn) 

这 便 是 所 期 望 的 吕 的 表示 式 : = Pldx]. 

根据 原先 确立 的 唯一 性 , 如 果 严 延 实 的 , 则 站 也 是 实 的 ; 如 果 
>>0, 则 每 个 A, 是 和 上 一 个 正 线性 省 函 , 因 之 4 亦 复 如 此 ， 而 愉 
的 正 性 可 出 Riesz 表示 定理 2. 14 得 到 ， 

这 便 完成 了 定理 的 证 明 , 而 系 则 是 定理 11. 12 的 一 个 推论 . 

这 个 定理 当然 有 许多 应 用 ， 我 们 现在 提出 的 一 个 应 用 表明 对 
于 局内 的 有 界 全 纯 函 数 存在 一 个 Cauchy 公式 ， 其 积分 路 径 被 移 
动 到 定 上 .其 它 的 应 用 见 第 小 七 价 ， 

11.20 定 尽 令 H" 为 内 所 有 有 界 全 纯 函 数 的 空间 ,由 

(f=suplf (a) 

赋 范 ， 如 同 前 而 一样 ，L”(7T) 是 全 上 所 有 本 性 有 界 函 数 (等 价 类 ) 
的 空间 ， 由 本 性 上 确 界 范 数 (相对 于 Lebesgue 测度 ) 赋 范 ， 当 
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9EI~(T)B 于 ,用 19l。 表示 |9ji 的 本 性 上 确 界 . 
11.21 定理 对 于 每 一 个 EH, 对 应 于 一 个 几乎 处 处 由 


a 


(1) 大 (e = limftre') 
定义 的 胃 数 说 EL (TD 则 等 式 | 记 .二 1 由 s 碟 并 对 每 个 EU 


Cr 


成 立 , 其 中 ?是正 向 单位 网 局 : 


Pt) er 0 ta 27, 


是 这 种 方式 得 到 的 医 数 "EL~(7) 正 好 是 满 是 关系 式 
(3) 有 | fr(erdemat=0 


( 短 一 一 1 一 2 一 3 
的 那些 函数 ， 

夭 个 JE 在 全 的 几乎 所 有 各 点 都 有 径 向 极限 这 一 点 , 曾 由 
Faltou 在 把 Lebesgue 积分 用 于 全 纯 函 数 研 究 的 一 个 最 中 期 的 应 
用 中 证 研 . 

证 明 六 几乎 处 处 存在 可 从 定理 11. 19 的 系 得 到 ， 而 由 (0 
是 然 右上 三 站-< 人 下 .. 

如 果 zsEU, 且 1z| 之 ?之 1, 设 yA(2) 二 rei(0 扩 1 护 27), 则 


(4) fa 二 | fs 


_ | firei') eitdt 


”27)_, reit—g 


令 好 时 为 一 个 序列 , 7s->1， 并 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 到 (4》 
中 最 后 一 个 积分 上 ,结果 得 


(5) 1(2) = (er ) gs 


1l1—ze 


= 
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这 与 (2) 相 回 ，Cauchy 定理 给 出 
(6) | FS (n=0,1,2,.) 
与 上 面 类 似 , 通过 到 极限 证 实 六 满足 (3)。 因 此 我 们 可 以 把 (5) 写 
成 Poisson 积分 : 如 果 z= 二 re 则 
f(g) = 这 | fe 二 Senor-odi 


如 一 属 


(7) = 去 | 了 Ce 2 


nH- 


1 * 守 ir 
= | PC- (ei)adt 


据 此 , 我 们 断定 | 站 。 扫 上 站 所 以 这 两 个 郊 数 相等 ， 

最 后 , 如 果 f*EL™(T) 使 得 (3) 成 立 , 且 对 所 有 xsEU， 由 (5) 定 
义 下 则 (5) 表 明了 EHCU)，(8) 蕴 涵 着 Cauchy 积分 (5) 等 于 Pai 
sson 积分 (7). 因而 了 是 有 界 的 ,并 且 根 据 定理 11, 12 的 系 ,了 的 表 
东 式 作为 1* 的 Poisson 积分 指明 了 (1) 几 乎 处 处 成 立 . 

根据 .上 述 Cauchy 公式 容易 得 到 一 个 唯一 性 定理 ， 

ll,22 定理 设 JEH*， 了 7 是 下 的 子 弧 ， 且 在 了 上 几乎 处 处 


ee 


Ee 


《在 稍 后 的 定理 15. 19 中 ,将 得 到 一 个 相当 强 的 论断 ， 也 可 参 
看 定理 17,18 和 17.19 节 )， 

证 明令 为 正 整 数 ,使 了 的 长 度 大 于 2rjm, 今 
7 二 eXp{2z4/%w}, 且 设 


(1) 9(z)= 开 fxzz) (zsD) 


由 于 了 有 界 , 且 在 J 上 几乎 处 处 有 天 = 二 6， 所 以 看 出 在 下 上 几乎 处 
外 有 二 0， 且 给 豆 ". 由 于 9 是 旬 的 Cauchy 积分 ， 故 对 所 有 
~ 294。 


25EP ,从 2 一 0， 如 果 丈 内 了 的 等 点 焦 2( 了 ) 至 多 是 可 数 的 , 则 由 于 
2(9) 是 由 2( 了 ) 经 旋转 得 到 的 % 个 集 的 并 ， 所 以 名 (9) 也 至 多 是 可 
数 的 . 但 ZC9) 一 吕 ， 因 此 根据 定理 10.18, 一 0. 


习 题 


1 设 & 和 w 是 平面 区 域 愉 内 的 实 调和 沙 数 . 在 什么 条 件 下 wv 是 调和 的 ? 
(注意 管 案 强烈 地 依赖 于 本 问题 是 就 突 函 数 提出 的 这 一 事实 , ) 证 明 w= 在 器 
内 不 是 调和 的 , 除非 如 为 常数 ， 对 哪些 下 (名 ,| 了 ?是 调和 的 ? 

2 谈 了 是 区 域 台 内 的 复 困 数 ， 且 子 和 产 均 在 马 内 调和 ， 证明 : 或 者 
了 或 埋 于 在 如 内 是 全 纯 的 . 

3 襄 困 和 是 区 左 旭 内 的 调和 函数 对 于 僵 % 的 梯 座 为 零 的 点 集 你 能 
说 些 什 么 + 【这 个 集 就 是 便 wz 一 &o 一 0 的 点 集 ). 

4 ”证 胃 幸 和 函数 的 父 个 偏 导 数 是 调和 的 . 

通过 直接 计算 验证 对 每 人 固定 的 所 P, (9 一 和 是 rew 的 一 个 调和 函数 ， 
通过 证 明 了 [axji 的 每 个 全 导数 等 于 对 应 的 核 的 偏 尝 数 的 积分 ， 推 证 (不 裕 及 
多 纯 函 数 ) 中 上 每 个 有 限 Borel 调度 产 的 Poisson 积分 P[a4] 在 如 内 亩 和. 

5 谱 蕉 召 (， 且 于 在 台 内 浅 有 零点 .通过 计算 log17| 的 Laplace 
算 子 值 证 明 log]f| 在 名 内 调和 ， 有 没有 较 容 易 的 方法 ? 

5 设 托 吾 (), 此 粘 是 开间 位 加 瘟 ， 下 在 如 内 是 一 一 的 , 侣 一 f(D)， 
且 2 一 Zewsr， 证 明 名 的 面积 号 


ww 
nn) pal: 


el 
提示 ; 了 的 Jacobi 行列 式 居 [站 | 
?7 (7) 如 果 开 五 (DD, 对 zt 人 了 (2) 站 0, 且 一 < 之 a 之 co， 遂 过 证 明 
公式 
33 (人 HF) = Cp fl 
共 中 功 在 (0, 00) 上 是 二 次 可 微 的 , 及 
op (EPE) 
来 证 明 
AC(fIY =ar|fl*-2|f" | 
(的 设 1 及 (2)， 而 中 是 定义 域 为 f(D) 的 复 函数 ， 它 有 连续 二 阶 偏 导 
29 了 。 


数 ， 证明 
A[®B:f =[ADf fF: 
证 明 在 者 (ww) 一 五 (ww|) 的 特 绝 情况 下 .上 式 识 总 (98) 的 结晶 . 
8 利用 引 更 11. 11 的 证 虹 方 法 可 以 引出 一 个 一般 的 定理 , 它 使 得 对 形 


如 | fan 的 积分 应 用 分 部 积分 法 成 为 合法 的 , 此 处 上 是 实 直 线 前 线段 工 上 的 


一 个 Borel 测度 ， 禾 述 并 证 明 这 样 的 -- 个 定理 - 
9 设 # 是 区 域 旨 内 的 一 个 Lebesgue 可 测 男 数 ， 且 上 局 部 地 属于 荆 1, 
这 意味 车 1 沁 在 全 的 任何 紧 子 集 上 的 积分 大 有限 的 ， 如 困 & 淇 是 邵 下 形式 的 
平均 值 福 质 ， 当 DD{g; 7)CQ 时 ， 
uta) = ardy 


Deasry 

证 明 # 是 调和 的 . 

10 浊 J=La, 如 i 是 实 轴 . Ty VP 是 TT 上 的 连续 函数 , 且 

f= Ka (ct 
证 明 对 每 个 实数 z 
lim- “fiatie)—fir—ie)) (e000) 

存在 , 并 用 Pp 求 出 它 、 

如 时 我 们 只 假定 opEEL4， 则 对 结果 有 怎样 的 影响 ? 在 具有 左 极限 和 志 
极限 的 点 5 处 会 怎么 样 ? 


11 设 I=i9,8j, 从 是 一 个 区 域 ,I 如, 了 在 从 内 连 绕 ,HLfEH (ODO 一 了 DD). 
证 明 实 际 上 了 EH(52)， 

用 咒 一 些 集 代 关 了 使 之 可 以 推 师 疗 样 的 结论 . 

13 设 和 是 区 域 ， 下 是 如 的 紫 子 集 ，sof 人 各， 证 有 明 存 在 正 数 & 和 户 ( 依 来 
zs 下 和 40, 使得 对 但 内 每 个 正 调和 国 数 及 对 所 有 56 瑟 ， 

eu ta) Euts) Hutzo) 

如 果 {} 是 如 内 一 个 正 调 和 函数 序列 ， 旦 sw{z0) 一 0, 描述 fa 在 吕 的 剩 
余部 分 的 状况 ， 对 (so 一 0 作 辐 样 的 叙述 ， 说 明 f47 的 正 性 这 一 假定 对 
这 些 结 果 是 本 质 的 . 


13 设 业 是 媚 内 的 正 轴 和 六 数 旦 ut0y =1. 以 吝 ) 避 以 有 多 大 ? 可 以 有 


多 小 ? 试 给 出 最 好 的 可 能 的 界限 . 
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11 讽 站 是 和 上 不 己 为 考 的 下 Borel 测 府 ， 且 上 是 奇异 的 :相对 于 Le- 
besgue 测 诬 1， 如 果 &8 一 P[@xJ, 证明 至 少 有 一 个 蝇 当 rf1 时 i768 四 co， 
提 东 : 洗 理 8. 10. 

15 设 关 是 已 内 的 正 调 和 国 数 , 且 对 和 鲍 个 es 村 1， 当 ?六 1 有 时 人 re 全 -> 
0. 证 其 存在 常数 c, 使 得 

下 (Fei8) — cp, (O) 


16 这 里 是 避 内 林 恒 为 零 但 具 所 有 的 德 向 根 限 为 零 的 调和 靖 数 的 网 子 : 


“一 In | 
证 明 立 不 是 下 上 任何 测度 的 Poisson 积分 , 并且 不 是 局 内 两 个 正 调 和 函数 的 
莽 ， 

17 念 中 为 如 内 使 #(0) 一 1 的 所 有 正 调和 函数 的 集 。 证 明 吓 古 翅 和 集 开 
找 出 中 的 极 信息 ，( 称 同 集 者 内 的 点 z 为 允 的 个 极 值 点 ， 如 时 对 于 在 中 
药 任 何 线段 , 其 两 个 端点 都 与 2 不 同时 ,，r 就 不 会 落 在 这 个 线段 上 .) 提示: 如 
果 避 是 巧 集 , 恋 集 的 元 末 是 了 上 人 金 变 差 为 1 的 下 Bore] 测度 , 证 明 如 的 机 值 点 
恰好 是 那些 KEC, 使 得 上 的 支 集 仅 由 了 的 :个 点 组 成 ， 

18 仿生 "为 Banacn 空间 站 的 对 傅 空 间 . 如 果 对 每 个 民 畦 , 当 由 >c 有 时 ， 
44 一 Le 则 称 年 * 内 的 序列 4 场 收 效 丁 AEX*, 注意 , 当 按 三 + 范 数 4 >- 
时 ， 则 一 定 在 弱 收 仇 意 六 下 -A> 4 《和 参 下 第 五 章 习 是 8. ) 逆 合 题 禁 一 定 正 
确 ， 例 如 ,在 达 207 上 , 泛 霄 > (区 史 和 于 0 根据 Bessel 不 等 式 )， 但 这 
些 泛 函 的 每 一 个 都 具有 范 数 I. 

(9 如 果 4 中 玉 收 各 , 证 明 外 4 用 必 定 有 界 . 

届 ) 设 和 存 一 个 本 分 的 Banach 空间 ， 旧 {4 让 是 卫 * 内 的 一 个 序列 , 使 
得 划 4 仁 有 办 ， 证 其 14 包含 一 个 弱 收 敏 子 序 列 ，《〈 其 证明 与 定理 11.19 
的 特 庚 极为 相似 ,; 

19 如 民 圳 =P Ep, 4 了 CT), 让 此 


tm J ees = fa 
{ 把 这 个 结 求 与 定理 11, 19 的 证明 机 比较 .) | 
20 没有 EZL3(TD),1 太 Pp 之 09. 且 下 -PTf]， 证 明 
lim | Fe) —f (ew) |?d0=0 
(与 定理 9.5 和 39.10 作 上 比较， 第 三 章 2J 题 17 在 这 里 也 可 以 应 用 .) 
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21 如果 1 过 了 二 co 和 了 EL2RD ， 证 明 [wii Cm) 是 于 半 平 面 内 十 i 
的 一 个 调和 国 数 ， 人 在 9.7 节 中 定妆 ; 它 是 半 平 面 内 的 Poisson 楼 ,》 

22 设 只 是 -- 个 区 域 , 对 % 二 1,2,3,…, 了 .EH (52) ,wn 是 了 的 实 朗 ，{unY 
在 从 的 紧 子 集 上 上 一致 收 化 , 且 对 至 少 一 个 点 zc {02} 收 谣 ， 证 朋 打 直人 在 
自 的 肾 子 集 上 一 小 收 党. 
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第 十 二 章 ”最 大 模 原 理 


引言 

12.1 最 大 模 定理 (10. 24) 断定 常数 是 其 绝对 值 在 域 只 的 任 
意 点 具有 局 部 极 大 信和 的 唯一 的 全 纯 函数 ， 

我 们 复述 如 下 : 如果 丘 是 有 界 域 虽 的 闭 包 , 若 了 在 到 上 连续 


如 果 在 一 点 2E2 等 式 成 立 , 则 于 是 常数 


的] 

因为 如 果 在 某 点 xE 吕 ,|F(z) | 空 1flao， 则 | 了 f| 在 下 上 的 最 大 
值 实际 上 在 只 的 某 点 达到 . (由 于 下 是 紧 的 ， 此 最 大 值 在 五 的 
基点 达到 . ) 根 据 定理 10. 24, 所 以 了 是 常数 . 

等 式 | 州 .= 1f*|。 是 定理 11, 21 的 一 部 分 , 它 荔 祝 
(2) [Fe lf CED, fFEH™ CO)) 

业 似 于 (1) 的 陈述 ,这 就 是 说 (大 略 好 说 )，17(z)| 不 大 于 了 的 
边界 值 的 于 确 界 ， 但 这 时 不 需要 了 在 过 上 违 续 , 而 只 要 在 如 上 有 
界 就 够 了 . 

本章 包括 最 大 模 定 理 的 进一步 的 推广 及 一 些 相 当 显 落 的 应 
用 ,并 用 一 个 定理 作为 结束 , 它 指出 最 大 值 性 质 * 几 乎 "完全 肇 划 了 
全 纯 函 数 类 ， 


Scehwarz | 理 


这 是 通常 给 如 下 定理 的 一 个 称呼 。 我 们 仍然 使 用 定义 11. 20 
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中 规定 的 记号 . 
12.2 定理 设 丰 -<T, 及 10)= 人 ; 则 
(1) Las (zED) 


(2) FO 


EA 不 ep TT 且 和 4 


ed 


用 几何 语言 来 说 ， 这 一 假设 就 是 涪 于 是 保持 原点 不 动 的 局 到 
内 的 一 个 全 纯 映射 , 结论 部 分 则 是 说 或 者 了 是 一 个 旋 链 ,或 者 了 
将 每 一 个 seU0 一 {0} 挛 到 比 原来 更 党 近 原 点 的 地 方 . 

证 明 由 于 00)=0, 所 以 f(z)/s 在 z=0 有 一 个 可 去 奇 点 ， 
因此 存在 一 个 gE 吉 (D0), 使 得 f(z)=z9Cz)， 由 于 171z| 首 接近 
的 边界 时 是 有 界 的 ， 所 以 9EH”， 翰 做 向 极 限 满足 美 系 式 |9*| = 
| 产 1， 因 此 | 弛 | 过 1， 报 据 定 理 11. 21, | 91, 志 1, 这 时 ， 景 太 模 定 
理 表 明 ; 当 朋 仅 当 9 是 常数 时 ， 对 蘑 个 zE0，|g(s)|==1, 既然 
0) 一 80), 这 怠 完 成 了 证 明 ， 

注 ; 我 们 疫 有 真正 使 用 从 向 极限 在 上 几乎 处 处 存在 ; 我 们 
能 驻 在 圆 此 Dc0; 1 一 2) 上 对 9 应 用 定理 10, 24 并 令 oe 一 0 而 得 到 
最 后 结果 ， 

籍 助 如 下 把 乙 映 到 也 上 的 映射 ,可 以 担 到 Schwarz 引 理 的 许 

12.3 定义 对 任意 mEUV，, 定义 


TT 


EE Wn i a 


(1) Pat)=1—ie|’, 


1 
1—|a|? 


证 明 ”除去 位 于 已 外面 的 一 个 极点 工友 处 ,we 在 整个 平面 内 
全 纯 、 用 直接 的 代 换 证 得 


gs (0) = 


(2) pAPA2))=8 

因此 ,ge 是 一 ,一 的 ,而 且 yp_。 是 它 的 道 喘 射 ， 由 于 对 实数 志 
EPE 一 氏 e+ 一 人 

(3) i= = 


《z 和 和 = 有 相同 的 绝对 值 )， 所 以 wo。 把 了 映射 到 全 内; 对 p-。 布 相 
同 的 结论 ; 因而 pe = 人 根据 最 大 模 定 埋 得 到 ps(U})CU, 且 考 
虑 到 2-。 证 得 实际 上 右 gat0)=U, 

12.5 一 个 极 值 问题 没 « 和 是 复数 , [x| 二 Ll 和 18|<<1, 


MT 


为 解决 这 个 河 题 , 设 
(1) = parf op 
向 于 po 和 we 把 上 上 映 到 上， 我 们 看 出 9EB8" 和 9|. 所 1; 同样 
8(0) 二 0。 从 了 过 渡 到 g 就 拒 我 们 的 问题 归结 到 Schwarz 引 理 ， 
并 给 出 18 C0)| 志 1， 对 (1), 链 式 法 则 给 出 


(2) 8 (0) =— pa(P) F(a) pal0) 

如 打 我 们 使 用 12. 4(1) 的 等 式 , 便 得 到 不 等 式 
| ‘(a) | <1— Bl 

(3) ID1 Si 


由 于 在 43) 中 等 号 可 以 成 立 , 这 就 解决 了 我 们 的 问题 .而 这 当 
且 仅 当 .9《0)1 = 工时 就 会 发 生 ， 此 时 ?9 是 一 个 旋转 (定理 12. 2)， 
所 以 对 某 个 常数 4,14|=1, 有 
(4) flz)=p_aAApta)) {2aEU) 

应 当 强 油 解 的 -- 个 值得 注意 的 特性 ， 我 们 对 了 靠近 局 的 边界 


"Jul + 


时 的 性 志 没 有 提出 一 些 光 潍 性 条 件 ( 如 在 上 连续 }， 然 而 , 在 所 
述 的 限制 之 下 使 | 产 (a) [取得 最 大 值 的 函数 实际 上 十 有 理 函 数 . 也 
应 注意 这 些 极 值 函 数 是 映 刀 到 嫌 上 的 (不只 是 到 已 肉 )， 并 且 映 射 
是 一 一 的 。 这 一 考察 可 以 为 第 十 四 章 中 Riemann 映射 定理 的 证 
明 提供 一 个 启示 . 

现在 ， 我 们 只 打算 指出 这 一 极 值 问题 如 何 用 来 刻 划 把 五 耻 到 
忌 上 的 一 一 全 纯 映 射 . 

12.8 定理 设 fEH(D), 了 是 一 一 的 ，f(D0)=UV，aEU， 且 
1 二 0, 则 有 一 个 常数 4. |4| 二 1 使得 


rr rr 


换言之 , 我 们 通过 把 映射 ws。 和 一 个 旋转 复合 起 来 以 得 到 了 

证 明 误 9 为 了 的 赣 映 射 , 由 9(f(z))=z 《25ED) 确定 ， 由 
于 了 是 一 一 的 , 疡 在 辽 内 没有 零点 . 根据 定理 10.33， 所 以 
9 有 (WW)， 由 链 式 共 则 ,有 


(2) YF (OF () =1 
把 12.5 的 解 应 用 于 了 和 g， 和 
(8) lf (0) | ST 一 二 到 19 (00) | 1— lol? 


根据 (2)， 式 《3) 中 的 等 式 必定 成 立 ， 如 同 我 们 在 前 述 问 题 (此 处 
8 二 站 中 观察 到 那样 ,这 就 保证 了 于 满足 (》. 


Phragmen-Lindeldf 方法 


12.7 对 于 有 界 区 域名 我 们 在 12.1 节 中 看 到 ,如 果子 在 员 的 
闭 包 上 连续 且 fEH(Q), 则 最 大 模 定 理 推 出 
{1) lf ls = 1Fh; 

对 于 无 界 瑾 它 就 不 再 真确 了 ， 

请 看 一 个 例子, 设 


”302 。 


(2) Ofa=2+tiy: 一 < 


只 是 以 平行 线 Y= 士 z/2 为 界 的 开 带 域 , 它 的 边界 3 人 是 这 两 条 直 
线 的 并 ， 设 


(3) 1(z) =exp(exp(z)) 
对 实数 x， 
(4) f(z+ 轩 )=exp(tie") 


由 于 exp(zi/2) 二 i 所 以 对 5909,1f(2)1=1. 但 当 z 沿 位 于 9 
内 的 正 实 轴 趋 于 co, 即 x->0 时 ,了 (3) 非常 迅速 地 趋 于 co， 

在 上 旬 中 “非常 ” 是 个 关键 性 的 词 . 由 Phragmen 和 LindelSf 
发 现 的 一 种 方法 使 之 有 可 能 证 明 如 下 类 型 的 定理 : 如 果 fEH(CQ) 
且 1f71<9, 此 处 ,在 Q 内 当 zco 时 ，98{ 人 “ 慢 慢 ?地 趋 于 oo.〔“ 慢 ? 
的 含义 是 与 全 有 美的 ), 则 于 实际 上 在 从 内 有 界 ， 并 且 根 据 最 大 村 
定理 , 常常 包含 关于 了 的 进一步 结论 ， 

我 们 不 打算 用 一 个 包罗 万 象 的 定理 来 描述 这 个 方法 ， 而 仅仅 
道 过 两 种 情况 来 指出 它 是 怎样 淫 的 ， 这 两 种 情况 中 ， 避 都 是 一 个 
带 虞 .第 一 种 情 说 下 , 了 假定 是 有 界 的 ， 而 定理 将 改进 这 个 界限 . 
第 二 种 情况 下 , 对 了 提 贞 一 个 增长 条 件 以 便 排除 (3) 中 的 函数 ， 鉴 
于 以 后 的 应 用 ,定理 12.8 中 的 如 将 是 班 直 的 带 形 . 

但 是 ,首先 让 我 们 提出 另 一 个 同样 是 很 有 意思 的 例子 : 设 了 是 
一 个 整 函数 ， 且 对 所 有 z 


Cr 


(5) 上 (全 1 十 |s17 
则 了 是 常数 , 
由 于 Cauchy 和 佑 值 10. 26 表明 ,对 %=1,32,3, ,了 (0) 二 0， 
从 而 立即 得 到 上 面 的 结 蘑 . 
18.8 定理 设 
» JOF.4 


Lt iy: So 


(人 


和 Ed Me bs 刘 卫 庆 区 -大 村 < 


ii 


(2) M2)=supllf (et i | :yo0} 
【GT 四 
则 实际 上 有 
(3) M(2) SMa MD (a<s<b) 


人 


注 : 结论 (3) 草 涵 着 不 等 式 | 站 <B 可 以 用 |f|<max (MM (9)， 


型 全 刘 代 替 ， 所 以 他 | 在 号 肉 不 大 于 | 了 | 在 如 的 边界 上 的 上 确 界 . 

如 果 把 定理 应 用 到 以 查 线 x=& 和 w=6 为 界 的 带 域 上 , 此 处 
oa, 则 结论 可 按 以 下 方式 来 疾 述 : 

系 “在 定理 的 假设 下 ，log 杂 是 (o, 纺 上 的 一 个 凸 的 数 ， 

证 明 ”我们 首先 假定 型 (四 = 弄 ( 本 =I， 在 这 种 情况 下 ， 我 
们 需要 证 骨 对 所 有 zsE@，|f(z) | 所 1 


对 每 个 e>0 我 们 定义 一 个 辅助 苑 数 


(4) h. (2) 一 (zER) 


1 
1l+e(z—0) 


由 二 在 全 内 RetL 二 sz 一 提 } 一 1 二 etz 一 四 六 1]， 故 在 万 内 || 
委 1, 所 以 
{5) |f Ca) hz) | I {2590) 


间 样 , |1 十 ez 一 的 | 六 ely[ ,因此 
(6) OD, (Dla (z=z+iED) 


设 总 是 用 直线 y 一 士 B/e 从 只 割 出 指 和 矩形， 由 (5) 和 (6), 在 
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3R 上 | 天 .| 所 世 因此 根据 最 大 模 定 理 ， 在 五 上 | 蕊 .| 和 1. 但 (6) 琢 
明 在 只 前 剩余 部 分 上 1 所, [所 1， 因 此 ， 对 所 有 #€E 昌 和 所 有 >>0， 
IF(z)8s) TS1， 如 果 我 们 固定 5E 品 ,然后 令 se 一 0， 则 得 到 期 望 
的 结果 | 捧 拉 | 委 1. 

现在 我 们 转向 一 般 情况 , 设 


{7) gt{z) 一 好 (a) (ab on 【区 tara td ey 

此 处 ,对 型 >0 及 复数 ww, 型 * 由 

(8) 型 "一 expfwlog HH) 

定义 ， 生 log 末 是 实数 则 在 另 内 9 是 整 函数 ，9 没有 零点 ，179 
有 界 ， 

(9) lglatin l=M@) gb+in|=M (0) 


从 而 了 /9 满足 我 们 原先 的 假定 。 因 此 在 名 内 |f/9| 志 1， 痢 这 便 给 
峡 (3)，{ 参 看 习 古 7. ) 
12.9 定理 设 


(1) 只 = 2 iy: J 


Dh 


ny 


A Te 


(2) fs lexptAexplolzD)} (xiiyED) 
且 
《3) 1 El (一 oo<z<oo] 


Er 


Ss 
意 ;如同 由 有 销 数 exp (exp z) 所 指出 的 那样 ， 当 wx=1 有时， 是 
人 到 


3 


证 明 ”选取 所 >0, 使 <4<<B<1， 对 ?0 定妆 


(4) h,(2)=expl—ete te .)} 
对 zsE 吕 
C5) Refes +e ts]=(er*+e *)cos By 


DBrfetr 十 e-pr) 
此 处 因 181 二 1 故 &= ecos(Bry2) 0 因此 


(6) | (C4) |Sexpl—edtess de ”<1 
(zEQ) 
可 见 在 32 上 | 项 ,| 所 1 同时 
(7) [f(a ht2) | seXD{denlzl 一 EGfeszr 二 ez) 
(xz 全 ) 


国定 。>0， 册 于 68>>0 和 有 >w， 所 以 雪人 > 士 oe 时，(7) 中 的 指 
数 趋 于 一 ce. 因而 存在 一 个 zo, 使 得 对 所 有 zze(7) 的 右边 小 于 
1， 由 于 在 顶点 为 土 %o 士 (x #12) 的 算 形 的 边界 上 1f8,| 志 1, 故 最 大 
模 定 理 表 明 , 实际 上 在 这 个 矩形 上 , | 其,| 委 1， 因 此 , 对 每 个 e>>0 
在 的 每 一 点 ,| 委 1， 当 8->0 时 ， 对 每 一 个 2 二 (5 一 1 所 以 
我 们 断定 对 所 有 的 zE9, | 了 (2) | 所 1. 


一 个 插值 定理 


12.10 凸 性 定理 12.8 有 时 能 用 于 证 明 某 些 线性 变换 关于 某 
些 也 革 范 数 是 有 界 的 . 我 们 只 考 卡 此 种 类 型 的 一 个 特殊 情况 , 而 不 
作 完 整 的 一 般 性 的 这 论 . 

设 瑟 是 具有 正 测度 4 的 测度 空间 , 叉 设 fys}》 (一 1,2, 3 
是 四 (4) 内 的 一 个 规范 正 交 函数 集 ,我 们 记 住 这 里 所 指 的 音 思 是 : 

一 1 当 m=# 
(1) | mn 
我 们 同样 假定 他 ,是 "(Cp) 内 的 有 界 序 列 ; 冰 在 一 个 对 一 co 使 得 
。306 。 


(2) [p(T) | (R=1,2,3, ;TEX) 
则 对 任意 契 天 (0 ,此 处 1 二 p<2, 积分 


(3) fo = 人 ae 1,2,3,.) 


存在 并 且 在 所 有 正 整 数 集 上 定义 了 一 个 函数 六 
现在 有 丙 个 很 容易 的 定理 :对 fELi(n),(2) 给 出 

(4) 上 看 -if 

而 对 在 瑚 (局 ， 则 Bessel 不 等 式 给 出 

{5) I 

此 处 范 数 按 通 常 的 方式 定义 : 


C6) EP A 


并 且 1f1。=sups| le) |， 

由 于 1, cs) 和 (2, 2) 都 是 共 施 指数 对 , 所 以 人 们 可 以 推测 ， 当 
fE7Te(a) 和 1<g<<2，g= BA 一 1 时，| 骨 ,是 有 限 的 .这 结论 殉 
实 是 正确 的 ,并且 可 以 在 前 面 的 平凡 情形 p==1 和 p=2 之 间 , 通 过 
“插值 "来 证 明 . 

12.11 Hausdorff-Young 定理 在 -上面 的 假设 下 ， 如 时 


ee 


(1) {Fl Mv fl 
成 立 . 

证 明 我们 首先 证 明定 理 的 -一 个 简化 形式 . 

固定 p,1<<p<<2， 设 了 是 一 个 简单 复 函 数 , 使 得 | = 1, 又 设 
,by 是 复数 , 使 得 了 |5,1? 一 1， 我 们 的 日 标 是 证 明 不 等 起 


(2) Mn 


Db, Fn) 
=4 
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设 下 = | 了 I?， 丸 没 记 一 1.1?， 则 有 一 个 隙 数 史 和 复数 6,， 
Bs, 四 Py, 使 得 


(3) f=F'?p, Iv|=1, | Pan=1 
和 
天 
(4d) b= Ba’?pBs, 198。| =1， 了 吾 一 1 
Tl 


如 果 我 们 利用 这 些 关系 式 和 第 12. 10 节 给 出 的 了 Cn) 的 定义 ， 
则 得 到 
(5) 三 xj = > BB,| Prphudn 

在 (5) 中 现在 用 z 代替 1/p, 且 对 任意 复数 4, 定 义 
(6) D(z) = > Bip,| Prphdn 


记 住 4>0 时 ,下 一 6XP(slog4) 如 果 4=0, 我 们 约定 丸 一 小 
由 于 了 是 简单 胸 数 ,FF 衬 0 及 BB 守 0， 我 们 看 到 中 就 是 这 种 指数 隔 
数 的 有 限 的 线性 组 合 , 所 以 ,对 任意 有 限 数 各 和 书 开 在 
{zs :oRe(zs) Eb} 


上 是 有 界 整 消 数 . 我 们 将 取 a<= 吉 和 5=1, 并 在 这 带 形 域 的 边缘 


上 估计 全 ,然后 应 用 定理 12.8 去 估计 外 (177). 
对 一 co 二 gy 之 0 定义 


(7) oo WD) =| PrPup an 
Bessel 水 等 证 给 + 
上 
(8) > | cf | [Fpive dn 
n=1 I 
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=| zian=1 


又 Schwarz 不 等 式 形 明 
(9) [2 iy)| = bs B12B; ae 
| N=ji 


y N 172 
< 这 a.1o tr 1 
n=1 n=1 


由 于 1 中。 志 卫 , 队 (3), (4), 和 (6) 很 容易 得 到 估计 们 
{10) IBUtiy) lM (Yi) 
现在 从 式 (9), (10) 和 定理 12.8 可 以 断定 


OD PetinDleM" "(ssl 一 oo<o<ec) 


由 于 z=I7p 和 3#= 0, 这 就 给 出 所 期 望 的 不 等 式 (2), 

整个 证 明 现 在 不 难 完成 了 ,首先 ， 注 竟 到 由 于 在 任意 测度 空 
间 上 的 任意 基数 的 王 范 数 等 于 它 作为 I? 上 的 一 个 线性 泛 苑 时 前 
范 数 , 于 是 
(12) {ZFCn) |} 


=sup 


了 


这 里 的 上 确 界 吓 通 过 使 151”=1 的 所 有 151，"…,， 51 来 取得 的 . 
站 此 , 对 每 一 个 简单 复 函 数 JfEZLr(4),(2) 表 明 

yw 149 
{13) pol | SM rf; 


如 果 fEL?(1), 则 有 简单 函数 方 , 使 得 当 六 >eo 上 时， 一 fl， 
一 0， 因 沪 如 EDC)，, 敌 尘 每 一 个 Rh， 户 (8) 一 了 (n)， 这 样 ， 用 于 
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《13) 对 每 个 太 成 立 , 所 以 对 了 了 园 样 成 站 .下 于 六 是 任意 的 ， 因 而 
最 后 得 到 (1). 


最 大 模 定 理 的 逆 定 理 

现在 , 我 们 回 到 本 章 引 言 中 提 到 过 的 定理 上 ; 

字母 了 表示 恒 等 国 数 : j(z) 一 z 

对 每 个 ze 指定 数值 为 1 的 函数 用 1 表示 . 

12.12 定理 设 到 是 闵 单 位 圆 盘 吕 上 的 连续 复 函 数 的 向 
量 空间 , 它 具 有 如 下 性 质 : ” 


ET ee ee ee 


et ei i 
TT 


(是 用 大 剧 定理 稍 明 的 形式 ; (c) 只 是 断定 | 用 在 江上 
的 全 局 骸 大 值 在 它 边 界 上 的 某 点 达到 ， 但 (c) 并 了 役 有 闫 先 排除 
fl 在 可 内 的 局 部 极 大 信和 的 存在 性 , 

证 明 ”根据 (op 和 (四 ,对 包 含 所 有 多 项 式 ， 韦 同 (e) 一 起 鲁 表 
明 有 戏 满 足 定理 5. 25 的 假设 ， 因 此 每 一 个 fE 几 在 内 是 调和 的 ， 
我 们 将 用 (3) 去 证 明 每 一 个 fENW 实际 上 满足 Cauchy-Riemann 
方程 . 

设 3 和 5 是 第 11. 1 渤 中 引进 的 微分 算 子 ， 乘积 的 微分 法 则 
给 出 

(93) (fg) =f (399) + (3f) . (39) + Bf) (9) 
+ (90) .9 

固定 JE 于 , 并 取 9=j。， 则 于 拒 寻 因此 了 和 形 是 调和 的 ， 所 以 
39f=0 和 { 旨 ) (站 ==0， 同样 ,3j=0 和 3 一 1， 因 而 上 面 的 等 涉 
简化 为 397 二 0。 所 以 fTEH(D)， 
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rT Hat 刘 一 er we 


这 个 结果 将 在 下 面 的 证 明 中 使 用 . 
12.13 Rado ?定理 括 定 £0 只 是 使 f(%) 关 0 的 所 有 


ec 


ep a rp a 


特别 忆 理 也 定 于 多 是 可 数 的 ,除非 9 %, 

证 明 ” 设 口 关 %， 我 们 首先 证 明日 在 0 内 黎 密 ， 如 果 不 是 这 
样 ， 则 存在 aE 和 BEU 一 各 使 得 218 一 aj<<1 一 18|， 选择 % 
使 得 2" 1f(o | 守 Jls， 对 zE 日 , 定义 有 (8) 二 (2 一 f(z)， 如 
果 szEDmag, 则 fa) 一 0， 因 此 天 (az) =0， 如 果 seTN39, 则 

la) | —180) "fla Bl If | 
=|h(e)| 
这 与 最 大 模 定 理发 生 了 矛盾， 

有 此 名 在 品 内 得 密 . 

洪 次 ， 设 下 是 在 口内 全 纯 的 所 有 9E0(D) 的 向 量 空 间 ， 周 定 
9E 寻 ， 当 j=1,2,3,…， 在 UN30 上 fy" =~0， 因此， 对 每 一 个 
Es 介 , 由 最 大 模 定 理 推 出 

(fn 11g) "lg" hse 
=lfo"<< Ifill 
如 果 我 们 取 半 次 根 , 然后 令 9->co， 则 对 健一 个 xE9 看 出 |g(e) | 
委 19>， 由 于 台 在 五 内 稠密 ,所 以 1gle 一 291， 

由 此 可 见 , 于 满 足 定理 12. 12 的 假设 ， 因 为 f 歼 ， 所 以 了 在 

内 全 纯 . 


习 题 


1 不要 使 用 了 边界 值 的 知识 , 证 明定 于 12. 2. 
2 设 扰 下 ( 开 -) ,此 处 吾 * 足 上 尝 平 面 ,是 返 1、 问 |] 六 人 约 1 能 取得 多 
大 ? 找 出 此 极 值 函数 ， (比较 12. 5 节 的 讨论 )， 
3 设 关 (9)， 在 件 到 条件 下 ,1 下 在 从 大 有 局 部 极 小 信 ? 
4 (中 设 日 是 一 区 域 , 了 是 加 鼻 , D9, fC02) ,了 不 是 常数 ,而 在 D 
» 311» 


的 边界 上 |fl 是 常数 ， 证 明 在 DD 内 于 至 少 有 一 个 零点 . 

tb)】 找 出 所 有 整 函 数 六 使 得 当 |z| =1 时 就 有 [fC2) 1 一 1， 

5 运 如 是 一 个 有 界 区 域 ，{f 小 是 在 全 上 连续 而 在 从 内 全 纯 的 孙 数 序 
列 , 且 {f 在 妇 的 边界 上 一 性 收效 ， 证 静 {fw 在 号 上 一 致 收 总 . 

6 谈 fEEG2) ,六 是 中 内 的 一 个 餐 , 使 得 对 所 有 a 专 8, Indi(z) ==0， 对 
每 一 个 经 六 + [了 2) | 所 1, 且 Indr(2) 拓 0、 证明 | 了 Cs | 所 1. 

7 ”在 定理 12. 8 的 证 明 中 ,暗中 假定 了 六 (9) >0 和 下 (六 盖 0. .证 姨 当 
六 (9) =0 时 这 个 定理 也 成 衬 , 因而 对 所 有 2€9, 了 (3) 一 0- 

8 如果 0< 尼 之 <<00, 令 4( 瑟 Ba) 表示 环 域 

| < 下 
则 存在 一 个 垂直 大 形 域 使 指数 印 数 把 它 映 射 到 4 人 BR，B) 上 ， 用 此 去 证 明 
Hadamard 三 圆周 定理 : 如果 jEHCACR, R2)), 人 w 
M(r) —maxlf (rew®) | {Rr Be) 


且 如 果 R49 守 ? 5 过 RR, 则 


log (Bb /7) log {ria) 
Pe M(r) je Loa) log M (@)} 十 RE log 对 (本 


[换言之 , log 对 (7) 是 Jogy 的 一 个 西国 数 , ] 对 哪些 了 能 使 这 个 不 等 式 成 
汶 等 式 ? 

8 设 志 为 开 的 右 半 平 面 《 当 且 促 当 及 ss>>0 时 全 囊 )， 摧 了 在 且 的 闭 
也 (Rez 写 中 上 迷 续 , 了 E 吾 (可 ), 且 有 常数 4 天 co 和 a<1 使 祖 对 于 所 有 2zE 丁 ， 

lf (a) | < Aexptlzl") 

而 且 对 所 有 实数 | 了 全 的 | 所 1 证 明 在 开办 jCa) 1 疙 1, 

证 明 当 a 二 1 时 结论 是 错误 的 . 

如 果 用 通过 原点 的 ， 共 角度 不 第 于 的 两 如 射线 为 界 的 夺 域 来 代 赫 靖 ， 
则 结果 应 如 何 修 下? 

10 设 芯 为 开 的 右 半 平面 ， 开 E 百 (如 ), 对 所 有 zE7, |f(z) | 过 1, 卫 存在 
如 一 下/ 3<C 所 和 /3 使 得 当 了 -> 时 


log |frretc| 
人 


证 明子 一 0， 

提示 : 滩 gn{2) = 了 (sye"*, 2 一 1,2,3，…， 将 习题 9 瑟 用 到 由 一 zx/2< 
Gi2 所 定义 的 两 个 角 域 上 ， 推 断 每 个 1n 在 并 内 有 界 ， 且 对 所 有 
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久 , 在 五 肉 19 一 1 

II 设 站 是 无 界 域 名 的 过 界 ，fEHCGQ)， 了 让 旨 U 矿 上 连续 ， 且 有 常数 
B<00 和 和 弄 之 co 使 在 厂 上 |f| 所 肝 而 在 如 内 | 了] 所 B， 证 砍 在 从 内 实际 上 有 
[fH. | 

提示 : 证 明 , 不 失 一 般 性 本 题 晶 可 进一步 假设 召 作 介 二 多 、 固 定 zo6d， 
令 为 一 个 大 的 整数 , 令 玉 为 以 上 为 电 心 的 一 个 大 加 得, 且 在 包含 与 的 下 站 
中 的 分 支 内 把 最 天 模 定 理应 用 到 阔 数 f*(2) 15 上 , 

12 设 了 是 抒 函 数 ， 如 果 有 一 个 连续 虎 负 把 [0, 1) 上 映 淹 妇 平 面 内 , 使 
得 当 #>1 了 时 , p(2)>co 和 了 CY(E)>a, 则 说 位 是 子 的 一 个 新 近 值 ，[ 在 复 
平面 内 “ 当 #>]1 时 , ?fco" 是 指 对 每 个 及 <co， 有 一 个 对 应 的 引 所 1, 使 得 
当知 <t<1 时 , 便 有 |y(t)| 守 Bj。 证明 每 一 个 非常 数 的 整 函数 以 吕 作 为 一 个 
源 近 值 . . 
提示 ; 令 五 二 4; | 了 (2) | 之 只 ， 根 据 习 题 11， 吾 。 的 每 个 分 支 是 无 界 的 
《如 何 证 明 *) 且 包含 加 ,41 的 一 个 分 支 . 

13 证 明 exp 怡 好 有 两 个 新 近 仿 : 0 和 co。， 关 于 sin 和 eos 怎 样 ? 注 : 对 
所 有 复数 z. sinz 和 eosz 定义 为 

sins me, onze 

14 ”如果 了 是 整 肾 数 且 9 不 在 了 的 信 域内 ,证明 羡 是 了 的 一 个 渐 近 值 ， 
队 非 了 是 常数 ， 

15 和 设 交 芋 (ED， 证 明 在 王 夫 有 一 个 序列 fs 小 使 得 |s|->1 且 人 (2 
有 办. 

16 设 品 是 月 界 区 域 , fE 玉 (C42), 且 对 如 内 每 一 个 收 钥 于 如 的 一 个 边界 点 
的 序列 {2 属 


| lim suplf (zn) <M 
证 明 对 所 有 sg J 了 (2) | 安 型 ， 
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第 十 三 章 ” 有 理 范 数 逼 近 


预备 知识 

13. 1 RRiemann 球面 用 附加 一 个 称 为 oo 的 新 点 来 紧 化 复 
平面 ,对 全 纯 函 数 的 研究 常常 是 方便 的 ， 由 此 而 产生 的 集 (Rie- 
mann 球面 ， 即 嫉 和 {coo} 的 并 ) 在 下 述 意 义 上 予以 括 扑 化 ， 对 任 
意 了 0 令 刀 (coir 为 使 1z| 2>7 的 所 有 复数 3z 的 集 , 设 D(co;7) 
=D'(co; 7)U{co}， 并 且 断 言 当 且 仅 当 司 ? 的 子 集 古 问 盘 DC;7) 
的 并 时 , 则 读 子 集 是 开 集 ， 这 里 的 6 是 中 的 任意 点 而 7 是 任意 正 
数 ， 在 翌 一 (ceoy 上 当然 给 出 通常 的 平面 拓扑 , 容易 看 出 , 与 球面 
是 同 胚 的 (因此 用 这 个 记号 )， 事实 上 , 8? 陕 到 Ba 内 的 单位 球面 上 
的 同 豚 ”能 明显 地 表示 为 : 设 p (co) = (0,0, 1), 而 对 所 有 的 复数 
remr, 设 | | 
a) pe) 人 (2 2 5 和 
我 们 留 给 读者 去 作出 由 (1 确定 的 几何 图 形 . 

如 果 了 在 D'(co; *) 内 全 纯 ， 则 称 了 在 一 个 孤立 奇 点 co， 在 


D(0, 二) 内 定义 本 数 筷 2) 一下 于》 则 在 co 的 奇 点 的 性 质 与 了 在 
点 的 性 质 相 同 ， 

因此 , 如 果 了 在 D'(oo;?) 内 有 界 ， 则 limf(z) 存 在 ， 并 且 是 一 
个 复数 {如同 我 们 把 定理 10, 20 应 用 到 了 时 所 看 到 的 那样 )， 我 们 
把 Aco) 定义 为 这 个 极限 ,因此 在 Doo;7) 内 得 到 一 个 称 为 全 纯 的 
隔 数 ; 注意 比 隙 数 是 用 了 在 0 点 近 傍 的 特性 而 不 是 用 了 在 ow 处 的 
e 314: 


可 微 性 来 定义 的 ， 

如 果 z==0 是 了 的 名 阶 极点 , 则 称 % 是 了 的 吕 阶 极点 ;了 在 co 
处 的 主 部 就 是 一 个 通常 的 m 次 多 项 式 (与 定理 10.21 相 比较 )， 如 
呆 我 们 从 于 减 去 这 个 多 项 式 ， 就 得 到 一 个 以 oo 为 可 去 奇 点 的 
函数 . 

最 后 ， 如 果 = 0 为 了 的 本 性 奇 贞 ， 则 称 co 为 子 的 本 性 奇 点 . 
例如 ， 每 一 个 不 是 多 项 式 的 束 国 数 在 2 处 有 一 个 本 性 奇 点 

稍 后 ， 在 本 章 中 , 我 们 将 遇 到 “gs 一 只 是 连通 的 "这 个 条 件 , 此 
处 吕 是 平面 虑 的 一 个 开 集注 意 它 与 “9 相对 于 平面 的 余 集 是 过 
通 的 ?这 一 条 件 是 不 等 价 的 ， 例 如 ， 如 果 日 是 出 所 有 复数 a 二 ;十 
iy, 0<g<1 组 成 ， 旭 只 相对 于 年 面 的 余 集 有 两 个 分 支 , 但 8? 一品 
是 连通 的 . 

-13.2 ”有 理 函 数 ”根据 定义 , 有 理 函数 了 是 两 个 多 项 式 卫 和 
@ 的 商 : 了 一 P/Q， 由 定理 10.25 得 到 , 每 一 个 非常 数值 的 多 项 式 是 . 
次 数 为 1 的 一 些 因子 的 乘 各 ， 我 们 证 以 假定 尸 和 @@ 没 有 这 样 的 公 
共 因 子 , 则 了 在 @ 的 每 一 零点 处 有 一 级 点 (f 的 极点 与 8 的 零点 同 
阶 )， 如 果 减 去 对 应 的 主 部 , 则 得 到 一 全 有 理 函 数 ， 它 唯一 的 奇 点 
是 co; 因而 是 一 个 多 项 式 . 

因此 , 每 一 个 有 理沙 数 了 = 了 P/Q 具有 形 如 


(1) fa) =4n(2)+ 之 4i((z 一 -9 


的 表达 式 , 此 处 4 4 …, 4 是 党 项 让 ,41,…, A 没有 常数 项 , 且 
,G4 是 日 的 不 同 的 零点 ; 我 们 称 (1) 为 了 的 部 分 分 式 分 解 . 

我 们 转向 某 些 拓扑 方面 的 讨论 ， 已 知 平 面 内 的 每 个 开 集 是 紧 
集 的 可 数 并 (例如 阳刚 盘 )， 然 而 ,为 了 广 恒 起 见 , 我 们 要 求 庆 些 紧 
集 满 足 茶 些 附 训 性 质 ; 


EE EE EE OT ee ee re ne 


2, 3，…， 的 并 , 使 得 
(9a) 当 剖 一 1 ,2,3,… 了 时 , 下 落 在 下 ,1 的 内 部 ， 


a 


(5) 纪 的 每 一 个 紧 子 集落 在 其 个 天。 内 ， 


(0) 当 #=1:2.3, 时 人 一 的 每 一 个 分 支 包含 全 一 电 的 一 
粗 用 地 说 ， 性 质 (c) 是 指 : 除去 那些 强 却 在 它 上 而 的 Q 的 
洞 之 外 ， 它 是 没有 洞 的 ， 注 意 只 没有 假定 是 连通 的 ， 根 据 定义 ， 
集 吾 的 内 部 是 吾 的 最 大 开 子 集 . 
证 明 当 二], 2， 3, … 时 ， 设 


(1) 7 一 Decos9)U UD (e 二 ) 


且 羽 ,= 号 :一 FF [当然 在 人 17 内 ae 天 co。] 则 政 , 是 吕 的 有 界 闭 子 
集 { 因 此 是 紧 集 ), 且 台 = 下. 如 果 #EKs, 且 了 一 和 一 (十 17 5 
则 容易 验证 Dtz; ?)CCKEnt1， 这 便 给 出 (a). 因此 , 2 是 KK; 的 内 部 
入; 的 并 . 如 果 下 是 名 的 一 个 紧 子 集 , 则 对 基 个 N, KCWUe…U 
了 Px. 因此 KCEy. 

最 后 , (1) 中 的 每 个 贺 舟 与 人 一 只 相交 ; 每 个 圆 盘 是 连通 的 ; 
因而 及 的 每 个 分 支 与 他 一 号 相交 ; 由 于 下 人 33 一品， 所 以 役 有 部 
一 旦 的 分 支 能 够 相克 TV, 的 两 个 分 支 , 这 就 给 出 (e). 

13.4 定向 区 间 的 集 令 史 为 平面 内 定向 区 间 的 有 限 类 ， 对 
每 一 点 办 令 m1(P) [mst82] 是 起 点 [终点 ] 汶 了 的 史 的 元 的 个 数 , 对 
每 一 个 也 如 果 mre:(P) = 二 ws(2), 则 称 人 中 是 平衡 的 . 

如 果 呈 是 平衡 的 ( 且 非 空 ), 则 可 以 作出 如 下 的 结构 ， 

选择 六 = [6091]eEP, 设 1, 且 十 的 不 同 元 ?pa 已 经 
按 这 样 的 方法 选取 , 当 sis 人 一 [ai 的 ], 如 果 人 一 ao, 则 停 
止 进行 如 果 & 关 tw, 且 恰 好 区 间 ?9 …?z 中 有 7 个 以 mr 作为 终 
点 , 则 这 些 区 闻 中 只 有 * 一 1 个 以 本 作为 起 点 ; 由 于 多 为 平衡 的 ， 
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所 以 更 至 少 包 含 另 外 一 个 区 间 , 比如 说 ya, 区 gx 为 起 点 ,由 于 甸 
为 有 限 的 , 那 玉 , 比如 说 到 第 33 步 , 我们 最 终 都 会 bl 到 a， 

这 样 , 5 … ,pa( 按 此 须 序 ) 连 成 一 条 闭路 径 . 

外 的 剩余 元 素 仍 然 组 成 适用 上 面 结构 的 一 个 平衡 类 ， 电 此 可 
见 , 中 的 元 能 如 此 计算 , 致使 它们 形成 有 限 多 条 六路 径 ， 这 些 路 径 
的 和 是 一 个 圈 , 因此 得 到 下 面 的 结论 ; 

如 果 甸 二 P14"…Pw} 是 有 向 区 间 的 一 个 平衡 类 , 且 

于 一 4 十 3 十 … 十 Pr 
则 二 是 一 个 国 . 


eh EE pe a Ea “全 二 本 人 全 


rn 人 


CSGy A 公式 


GD 7 一 到 | a 


局 

成 立 ， 

证 明 由 于 天 是 紧 的 且 吕 是 开 集 , 则 存在 一 个 了 >0, 使 得 从 
KK 的 任意 点 到 台 外 部 的 任意 点 的 距离 至 少 为 29. 在 平面 内 由 水 平 
线 和 化 直线 构造 一 种 格子 ， 使 得 任意 两 条 邻接 的 水 平 线 之 闻 的 距 
离 为 了 ， 且 对 垂直 线 也 一 样 . 设 如, …， 名 nm 是 以 为 边 长 的 正方 形 
(六 2- 胞 腔 ), 这 些 正 方形 由 格子 组 成 且 与 下 相交 , 则 当 ? 一 二 …， 
猴 时 ,如 . 己 吕 . 

如 时 为 @ 的 中 心 而 5 十 6 为 它 的 一 个 顶点 ， 令 人 为 定 
向 区 间 


(2) prs = [es 十 证 ,er 十 让 + 巧 ] 
且 冠 芝 
(3) DG 一 ?十 ja 十 9 十 4 (r=1, *, mm) 


则 容易 验证 (例如 , 作为 定理 10,37 的 特殊 场合 , 或 者 用 定理 10.11 
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和 10.40. ) 
(4) ma_。 Co- 人 当 w 在 蝶 的 肉 部 
" 0 当 愉 不 在 驴 内 

念 王 为 所 有 ?re 人 Is7 扫 绳 ,18 委 4) 的 类 .显然 , 三 是 平衡 的 . 
除去 六 中 那些 世 反 向 亦 属 于 三 (参看 10.1 节 }。， 设 中 为 上 剩余 元 素 
的 类 , 则 外 是 平衡 的 , 令 厂 是 如 同 13.4 节 那 样 由 中 构造 出 来 的 圈 ， 

如 果 某 个 的 一 茶 边 再 与 下 相交， 则 以 加 为 边界 的 两 个 正 
方形 都 与 下 硼 况 ， 央 此 , 3 包含 互相 反问 而 范围 为 旦 揭 两 个 有 疝 
区 间 . 这 些 区 间 在 虽 肉 不 出 现 , 所 以 个 是 日 一 下 内 的 一 个 圈 ， 

如 果 & 不 在 任何 的 边界 上 ， 则 由 2 选 出 的 多 结构 同样 
表明 


(5) Indr(@) 一 之 Indio(a) 
因此 , (4) 荀 涵 着 

1 当 a 在 某 个 已, 的 内 部 
6 Indr(e} = 
‘®) "ene) ; 当 & 不 在 内 


如 果 zEK， 则 #8 所 站 *， 且 .z 慧 菜 个 名 内 部 的 一 个 极限 点， 由 
于 在 7 * 的 余 集 的 镁 个 分 支 和 内, (6) 的 左边 是 常数 ,所 以 (6) 给 出 
_ 和 1 当 8 EF 
(7 md7(#) = 妆 2 怠 


根据 Cauchy 定理 10..35 重 得 到 {1)， 


Runge 定理 

本 节 宇 要 目标 是 定理 13.9. 我 们 从 一 个 稍为 不 同和 的 说 法 开始 ， 
其 中 闭 重 的 是 在 一 个 紧 集 上 的 一 至 各 近 ， 

13.6 定理 设 玉 是 平面 内 的 一 个 颇 集 ， 且 (ay) 是 一 个 集 ,对 


Di .ee pp 


ee 人 Te mrevrorornorrroreromeemaoar 


进 息 赔 末 汪 刘 人 


(1) 02) Ladle 

注意 太一 五 于 多 有 可 数 多 个 分 芭 . 同时 注意 在 辣 一 吾 的 无 界 
分 支 内 选 定 的 点 最 好 是 ce; 事实 上 ， 这 恰好 是 最 有 趣 的 选择 . 

证 明 ”我 们 考虑 其 元 素 为 上 的 连续 复 久 数 ， 具有 上 确 界 范 
数 的 Banach 空间 CC(EK). 设 于 为 CCK) 的 子 空间 , 这 个 子 空间 由 
全 部 极点 在 {8&7 内 的 那些 有 理 隔 数 在 下 上 的 限制 所 组 成 ， 定 理 断 
言 半 在 对 的 闲 包 内 .根据 定理 5.19(Hahn-Banach 定理 的 推论 )， 
这 就 等 于 说 , 每 一 个 在 型 上 为 零 的 在 CC(K) 上 的 有 界线 性 泛 函 在 
了 处 亦 为 零 ， 因 而 Riesz 表示 定理 (定理 6.19) 指 出 必须 要 证 明 下 
面 的 结论 ; 

和 如果 点 为 五 上 的 复 Berel 测度， 对 其 极点 只 在 集 {m;}) 内 的 每 


Ep pp oemiTerrrreArsroortr 有 re 


a 


a 


(3) | fapx=0 


让 我 们 就 这 样 假设 点 满足 (2). 定 闵 
(4) DO 一 
报 据 定理 10.7( 使 X=K, gq (5)= 6), ECS 一 站). 

设 F; 为 部 一 下 的 包含 o 的 分 支 , 且 设 Dl&j; 了 ) CV 却 果 
2 天 ce 且 = 国定 在 万 (ae 基 亲 内 , 则 


1 {20 和 
(5) Es™ Jim - TE aT 


对 EEK 是 一 至 的 ， 式 (5) 有 边 每 个 医 数 对 (2) 是 适 典 的 . 因此 , 对 
* 3310. 


所 有 zsED (ws;7), Ma)=0. 根 据 唯 一 性 定理 10. 18， 这 就 推出 , 对 
所 有 zsEV;,， RR(#s)=0. 

如 果 [ 一 bm, 用 
(6) ainSi "it" (CEEK, lsl>r) 


可 于 各 技 王 身 
代替 (5), 则 在 D{co; 7) 内 可 以 再 一 次 推出 和 (2) 二 0, 因而 在 F; 内 
(2z) 二 0. 因此 和 由 (2) 我 们 已 经 证 明 
(C7) hla)=0 {zsE8:—K) 

和 和 定理 138 一 样 , 现在 在 介 一 K 内 选取 一 个 轿 站 ;县 将 二 的 
Cauchy 积分 表示 对 & 进行 积分 ,应 用 Fubini 定理 (由 于 我 们 是 处 
理 Berel 测度 和 紧 空 间 上 的 连续 函数 ， 所 以 是 合法 的 ?并 结合 (7) 
式 , 输出 


(fan=| ,Ane) | 5 2 | 


如 一 e 
-zi |, fiw aw | 2 


= 二 | fhtw)aw =0 
最 后 的 鱼 式 依赖 于 古 * 考 品 一 下 的 事实 , 此 处 tw)==0., 
因此 (3) 成 立 , 同时 完成 了 定理 的 征明 ， 
下 古 的 特殊 情况 二 竺 史 有 大 的 


此 处 全 为 包含 下 的 茶 个 尹 i a 


中 
op i 


证 明 ”由 于 一 玉 现 在 只 有 一 个 分 支 , 所 以 只 需要 找 一 个 点 
i 以 便于 应 用 定理 13.6, 而 我 们 可 以 取 y==oo 

13.8 评注 对 于 使 8 一 下 为 非 连通 的 平面 内 的 每 一 个 紧 集 
下 ,前 述 结果 不 成 立 . 因为 ,在 那 种 情况 下 , 人 一 下 有 一 个 有 办 分 支 


ss 人 


7. 选取 EV, 令 fz) 二 (8 一 %)-!， 且 令 w=max{|z 一 a]: ac 下) 
设 P 是 一 个 多 项 式 , 使 得 对 所 有 zEK, |P(z) 一 f(z) | 过 二 , 则 
{1) |H{s—a}P{s) —1|<1 {zsEFK) 
特别 , 如果 z 在 了 的 边界 上 , 则 (1) 成 立 ; 由 于 的 亲 包 是 紧 的 , 记 
以 最 大 模 定理 表明 对 每 一 个 xy, (1) 成 立 ; 取 z=a 价 得 到 <1. 
因此 一 至 到 近 是 不 可 能 的 ， 

同样 的 论证 考 明 ,在 定理 13.6 中 ， 没 有 一 个 om 可 以 被 省 去 . 

现在 我 们 应 用 先前 的 台 近 定理 在 开 集 内 作 吾 近 ， 我 们 强调 指 
出 ,在 定理 18.6 和 13.7 中 , 没有 假定 是 连通 的 ,并 且 在 如 下 前 定 
理 中 , 将 不 假定 名 是 连通 的 . 

13.9 定理 “ 念 2 为 平面 内 鬼 开 信 , 令 4 是 一 个 集 ,让 在 全 一 


EE eT ee ee TE a 


人 


但 -条 


和 


Ee rd 


注意 ,号 一品 可 以 有 不 可 数 个 分 支 ; 例如 , 5* 一 上 = {0} UO, 
此 处 妇 是 Cantor 集 . 

证 明 选取 名 内 具有 定理 13.3 中 所 规定 性 质 的 紧 集 下 ,的 一 
个 序列 . 暂时 周 定 .由 于 太一, 的 每 个 分 支 包 含 吝 一 总 的 一 个 
分 支 ， 项 一下, 的 每 个 分 支 包含 4 的 一 点 ， 所 以 定 青 13.6 络 出 
极点 在 4 内 的 一 个 有 理 国 数 ,使 得 ， 


(D [BC2)—f(2) < (EK,) 


现在 , 如 有 果 五 为 日内 任意 紧 集 , 则 存在 一 个 入, 对 所 有 ma 之 丈 . 
使 得 五 一 五 。 从 (1) 得 到 
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(2) [RGD) f(a)|< 记 (2EK, nN) 
这 便 完成 了 定理 的 证 明 ， 


Mittag-~Leffler 定理 


现在 将 用 Runge 定理 来 证 明 , 能 够 构造 出 具有 尾音 预先 指定 
13. 10 定理 设 9 是 平面 内 的 开 集 CO, A 在 从 内 没有 极 


Pt 3) 一 os (2—0) 3 
i=1 


则 在 只 局 征 任 一 个 恶 开国 数 六 它 在 每 个 ac4 处 的 主要 部 份 是 Po 


ee 


证 明 如 同 定理 1 13.3 那样 ， 我 们 选取 介 内 紧 集 的 一 个 序列 
对 #=1 2 3 …， 下 在 五 的 内 部 ， 吕 的 每 一 个 紧 子 集 在 某 个 
到, 内 ,是 全 一 Kn 的 每 一 个 分 到 包含 他 一 吕 的 一 个 分 支 . 设 4 一 
ANE', HH 对 n=2, 3, 4,*, A =AN CK, ~ 1), 由 于 ACK, 
且 有 4 在 日内 没有 极限 虑 (因而 在 下 内 没有 模 限 点 )， 所 以 每 个 4A， 
是 一 个 有 限 集 . 设 


(1) Qn (9 一 Pn) (n=1, 2, 3, ") 


由 于 每 个 4。 为 有 限 ， 所 以 每 个 @, 是 一 个 有 理 国 数 ， 当 ?之 2 时 ， 
8: 的 极点 在 站 ,一 下 ws 肉 。 特别 ,@@ 在 包含 五 。， 的 一 个 开 集 内 
是 爹 纯 的 . 现在 从 定理 13.6 得 到 ， 看 在 一 个 其 所 有 和 极点 在 翌 一 
内 的 有 理沙 数 BE, 使 得 
(2) [Bs (2) 一 如 3] <2 {aEK,-1) 

我 们 断言 
- 322 。 


(3) f (0) —0 (+ TQ (0) -Bs)) (2EN) 


典 三 内 
具有 所 起 要 的 性 质 . 
国定 .在 了 Ks 上 , 我 们 有 
(4) f= Qt (0 RB.) + (0, —R) 


根据 (2)，(〈 几 中 最 后 和 式 的 每 一 项 在 有 > 上 小 于 2"; 因此 在 吾 r 
上 ， 此 级 数 一 致 收 丝 于 在 天; 内 部 爹 纯 的 一 个 国 数 ， 册 十 每 个 局 
购 极 点 在 如 的 外 部 , 所 以 

f— (Qt) 
在 五 v 内 部 全 纯 ， 因 此 ， 在 Kx 的 内 部 了 恰好 具有 规定 的 主要 部 
分 . 由 于 总 是 人 尾 蕊 的 , 因 曾 在 只 肉 了 有 具有 同样 的 性 质 . 


单 连通 区 域 


我 们 现在 将 概述 单 过 通 区 域 的 一 些 性 质 ( 参 看 10.38 节 )}， 这 
些 性 质 阑 明 它 在 全 纯 酝 数理 论 中 起 的 重要 作用 .在 这 些 性 质 中 ， 
(q) 和 (8) 称 为 器 的 内 拓 盾 性质; (ce 和 (四 涉及 只 嵌 人 内 的 方 
式 ; 性 质 (8) 到 (及 接 转 征 来 说 是 分 析 性 的 ; (让 是 关于 环 HC 只 ) 的 
代数 陈述 ，Riemann 映射 定理 14.8 是 单 连 通 区 域 另 一 个 十 分 午 
要 的 性 质 . 事实 上 , 我 们 将 用 它 去 证 明 ( 让 ->(o). 

I3.11 定理 对 于 一 个 平面 区 域 从 ,下面 九 个 条 件 中 的 每 一 


ht en he ep EE ee de PR WE alr 
es ed es ek et 


a Bs RE SE EL ed i 


=0 


(0) 者 一 和 遇 是 连通 的 ， 


re 


。 F323.+ 


(e) 短 - 个 1 如 (2 能 用 多 贡 克 在 人 2 的 此 寺 荣 上 上 至 过 近 ， 


ee trorrrirueunanrurrrene wmrrronuronreniTerernaaeea oem 


Tr 


| f(a)dz=0 
(9) 全 一 个 大 CO) 对 应 一 个 了 5 人 0) 使 得 二 二 了 


En epi 


了 =exp(g)， 

(六 如 果 fE 肥 (9Q) 且 1/fEH(Q), 则 存在 一 个 gE 和 (9)， 使 
得 f=. 

断言 (如 是 了 有 一 个 避 内 的 "全 弛 的 对 数 *g; ( 门 靳 吉 了 有 一 个 
日内 的 “全 纯 的 平方 根 *y; 而 (用 断言 , 对 单 连通 区 域内 的 每 条 闭路 
径 , Cauchy 定理 成 立 . 

在 第 十 六 章 中 ， 我 们 将 看 到 单 值 性 定理 还 描述 了 单 连 通 区 域 
的 另 一 特性 ， 

证 明 (四 草 菩 人 印 ). 这 就 是 说 , 只 是 同 胚 于 品 的 , 意味 着 有 一 
个 将 介 映 到 上 的 连续 的 一 一 上 映射， 其 道 ! 亦 为 连续 .如果 
是 吕 内 具有 参数 区 间 [0, 1 的 一 条 闭 曲线 , 设 

Hls, =y (tp yp (Cs))) 

则 五 : 一 > 人 是 连续 的 ; 二 (a，0) 一 罗 (0 是 常数 ; HH(s,1)= 
?fs 且 因 ?0 一 ?有 互 (0, 下 = 豆 (1, 站 .因此 吕 是 单 连通 的 . 

(87 蕴 钵 (5 如 果 全 成立 且 ? 是 如 内 一 条 闭路 径 , 出? 是 从 - 
同 伦 于 一 条 不 变 的 路 径 ( 由 “ 单 迪 通 ” 的 定义 )， 因 此 ， 根 据 定 理 
10.40，fc)7 成 立 ， 

(0 理 泣 (办 、， 设 (全 不成立， 则 六 一 号 是 好 的 一 个 非 连 道 的 
闭 子 集 ， 如 10.1 节 所 指出 的 , 得 知 5 一 是 两 个 非 空 不 交 的 闭 集 
如 和 到 的 并 令 Hf 包含 co. 令 瑟 为 相对 子平 面 的 五 的 余 集 . 则 
.324。 


全 = 如 UK， 由 于 下 是 紧 的 ,所 以 定理 18.5{ 令 了 二) 表明 有 他 一 
下 = 人 内 的 一 个 圈 夏 , 对 zsEK 便 得 Ind-(2#)=1。， 由 于 站 关 食 ,所 
以 CO) 不 成 立 . 

{中 ) 功 酒 (e}。 这 是 定理 13.9 的 一 部 分 . 

{te) 北 涵 (1)。 选 择 fEH(Q)， 设 为 日内 一 条 闭路 答 , 且 选 


取 在 y* 上 一 烙 收 敛 于 了 的 多 项 式 P。 由 于 对 所 有 | Ps) 


二 0, 所 以 我 们 断定 (四 成 立 ， 
(用 莹 酒 (9)， 设 (用 成 立 , 国定 zoE 只 , 且 设 


0) PCD =| fa en) 


此 处 工 (#) 是 日 内 从 za 到 = 的 任意 路 径 、 这 便 定 义 了 吕 内 的 一 个 
销 数 了。 因 若 个 ) (z) 是 从 2 到 5 的 另 一 条 路 径 ( 在 马 内 )， 则 大 之 
后 跟着 书 , 的 反 疝 路 径 形 成 品 内 的 一 条 闭路 径 , 了 沿 这 条 闲 路 的 积 
分 为 零 ， 所 以 若 用 书信 代 赫 关 ( 拉 ， 刚 人) 不 受 影响 ， 更 在 诊 证 
下 = 固定 sE 品 ， 存 在 >0， 使 得 万 (Gy 7)CD, 对 zED(a: pr)， 
我 们 可 以 通过 了 语 着 由 区 间 [e, 中] 得 到 的 路 径 玉 (ao) 的 积分 来 计算 
F(z) .因而 ,对 aED' (a; 7) 


F(z)—F(a) 1 


(2) oa sa) fae 


如 同 定理 10.14 的 证 明 一样， 由 了 在 a 处 的 连续 性 推出 FP'ta) = 
fo). . 

(9) 巷 涵 ( 右 ， 如 果 fEH( 人 ) 且 于 在昌 内 没有 和 零点， 则 了 /feE 
吾 (2), 且 由 (四 推出 存在 9E 囊 (如), 使 得 一 产 /f. 我 们 能 够 对 g 
吉 上 一 个 常数 , 使 得 对 共 个 zo0E 虽 有 exptg(#w)) = 了 (#0),9 的 选择 
表明 ， 在 作 内 fe 的 导数 为 零 ， 因 此 Fe- 为 常数 ( 因 吕 为 连通 )， 
且 击 此 得 到 了 一 ez。 

了 


(0) 慢 少 (. 由 ( 克 ,f=er. 设 p=exp( 雪 9) 

(下 区 涵 (四 . 如 果 避 为 整个 平面 , 则 介 是 同 肽 于 可 的 :将 z 映 
为 z/ (1 二 +121). 

如 果 台 是 满足 (让 的 平面 的 一 个 真子 区 域 , 则 确实 存在 把 介 映 
到 DC 上 的 一 个 全 纯 的 河 胚 { 保 形 喘 射 )， 此 结论 就 是 Riemann 映射 
定理 , 它 是 下 一 章 的 主要 对 象 . 因此 ，Riemann 映射 定理 的 证 明 与 
定理 13.11 的 证 明 将 一 道 完成 (参看 定理 14.8 陈述 后 面 的 广 )， 

(如 在 每 个 单 连通 区 域内 成 立 这 个 事实 县 有 如 下 的 推论 (此 结 
论 也 可 以 用 很 初等 的 工具 去 证 明 ). 


I 


eT 


证 明 ”对 每 一 个 圆 盘 DC 0D, 对 应 一 个 函数 ge 吉 (D), 在 也 内 
舍得 1 二 ef，、 如 果 4= 二 Reg， 则 # 在 D 内 调和 ， 且 | 站 ==e*. 因此 ， 
log1f| 在 愉 内 的 每 一 个 贺 理 内 调和 ,这 就 得 出 所 希望 的 论断 . 


习 题 

1 证 明 在 号 上 的 每 一 个 亚 纯 前 数 是 有 理 芒 数 . 

2 仿 蝇 = 和 :1z| < 二 1 和 125 一 1[ 人 二, 有 H 设 EHCOY. 

tg) 是 否 必 定 存在 一 个 多 项 式 忆 的 序列 ， 使 得 ,> 了 在 从 的 紧 子 集 上 
是 一 致 的 ? 

45) 是 否 必 定 存在 这 样 一 个 在 号 肉 一 臻 收效 于 了 的 序列 ? 

《ce) 刘 果 我 们 对 了 要 求 的 条 件 更 条 些 , 即 了 在 包含 台 的 闲 包 的 某 个 开 蘑 
内 全 纯 , 则 对 他} 的 回答 有 改变 吗 ? 

3 有 没有 多 项 式 天 的 序列 ， 使 得 对 一 1, 8,3，:…， 了 ,00) 二 1,， 得当 
靳 -x00 轩 ,对 每 一 个 z 帮 0 Dn(2) 一 04 


4 有 没有 邮 项 式 局 的 序列 , 使 得 
1 当 Imzs>0, 


limP, (2) -| 0 当 z 为 实数 ， 
一 1 当 Imz<0r 
» 326. 


5 对 有 = 323 信和 为 百 内 的 几 面 荐 , 且 令 荆 汶 如 一 As 内 的 与 U 
的 夭 一 条 半 私 相交 的 一 段 民 5[L0. 1 前 辣 且 像 )， 存 在 才 项 式 PP 在 A。 上 十 分 
小 而 在 上 或 多 或 少 是 任意 的 ， 证 明 估 。)}, {Ls} 和 {Ps 可 以 这 样 选择 , 使 得 
级 数 了 = 五, 定义 一 个 在 的 在 意 点 兴 有 知 向 极限 的 函数 托 囊 (DV)， 换 言 
之 ,没有 实数 上 使 得 limf re 存在 ， 

和 下 而 大 这 种 国 数 揭 另 一 种 构造 六 ， 令 如 导 为 整数 序列 , 使 得 nx. 半 1 和 
Tri 2 十 交 


hts) = fren 


奢 =1 

证 明基 1z1<1， 则 级 数 收 效 、 并 证 项 有 一 个 常数 c>0， 对 所 有 使 1z|=1 一 
(1 mn) 的 2, | 有 (#2) | 之 e+5m [提示 : 对 那 带 的 z， 在 所 定义 的 让 (办 级 数 中 第 
Mm 项 必 远 远大 于 所 有 共 他 项 的 和 和 ]. 

因 询 名 没有 有 限 的 径 向 极限 . 

局 村 证 明 下 在 如 内 上 有 无 限 密 个 零点 (与 第 十 二 章 习 是 15 作 比 较 )， 事 
实 了 上 ,证 明 对 每 一 个 复数 立 都 对 应 有 无 根 多 个 zEU, 值 (8) 一 开 - 

?7 证 明 在 定理 13.9 中 ， 我 们 不 必 很 谈 4 与 #8: 一 种 的 怎 个 分 支 相交 , 只 
要 假定 4 的 半 乌 与 全 一 如 的 每 个 分 支 相 交 就 够 了 . 

8 对 如 为 全 平面 的 情况 , 通过 直接 论证 而 不 求助 于 民 ungs 定理 , 诉 四 
Mittag-Leffler 定理 . 

9 设 旨 为 单 连通 区 域 ,了 EH(52), 了 在 吕 内 漫 有 零点 , 且 8 沪 正 辑 数 ， 证 
明 存 在 一 个 镍 如 (2) ,使 得 中 一 了 

I0 设 品 汶 一 个 区 城 , JEH (0)， 且 了 基 9. 证明: 当 且 仪 当 子 在 各 内 对 年 
一 令 正 整数 有 人 金 纯 的 吕 光 方 根 时 ,了 看 日内 有 一 个 全 纯 的 对 数 . 

11 设 fE 吾 (03) tw 一 1 2,3,…) ,于 是 如 内 的 复 函 数 , 且 对 每 一 个 s€ 寻 
了 (2) 一 ]imf。tz)， 证 明 避 有 一 个 稠密 并 子 集 FP, 了 在 F 上 会 缉 提示 : 设 一 
suplf,|， 箱 用 Baire 定理 证 明 : 如 内 每 一 个 回 静 包含 一 个 在 其 上 网 为 有 界 
的 加 和 盐 ， 上 应 用 第 十 瘟 习 题 5。 《〈 在 一 盘 精 况 下 , 六 天 如 。 与 习题 3 和 4 比较 .) 
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第 十 四 章 保 形 映射 


角 的 保持 性 
14.1 定义 ”每 一 个 担 数 z 关 0 可 以 决定 一 个 从 原点 发 出 的 
方向 ,这 方向 是 由 在 单位 圆周 上 的 点 


(1) ALz] = 


确定 的 . 

假设 下 是 一 个 将 区 域 映 入 平面 内 的 喘 射 ，26E 侣 并且 z 有 
去 心 邻 成 D(zo,7)C 名 ,在 这 邻 战 里 (4) 关 f(z0), 如果 
(2) lime- “ALf (zo+re) f(a)] 。 (r>0) 


存在 并 与 无 关 , 我 们 称 了 在 zo 保 角 . 
粗略 地 说 ， 这 个 要 求 就 是 对 任意 两 条 由 ze 发 出 的 射线 和 
到, 它们 的 象 了 GD 和 了 (7) 在 fan 所 作成 的 角 与 己 和 大" 作成 
的 角 , 其 大 小 和 定向 都 一 样 . 
在 一 个 区 域内 每 一 点 保 角 这 个 性 质 ， 是 在 这 区 域内 导数 不 为 
零 的 全 纯 函 数 的 特征 . 这 是 定理 14.2 的 一 个 推论 ， 也 是 把 导数 不 
为 零 的 全 纯 国 数 称 为 保 形 贞 射 的 理由 . 
”14.2” 定理 放 二 将 一 克拉 吕 际 人 亚 面 内。 省 对 于 苇 个 


ie 


tReet hd eso RA i ee i 


这 里 像 平常 一 样 , 了 (zo0) 一 lim[ 了 f(z) 一 了 (20)1i (zs 一 20). 而 了 
在 名 的 微分 是 瑟 到 瑟 的 一 个 线性 变换 大， 使 得 记 xo= (zo gj0) 
» 28 。 


时 ， 
(1) 了 (ao tz, yo) = (v0 yg0) TL, P+ Pt) NT, 
象 在 定 浆 8. 32 中 一 样 ,这 里 当 #=0 及 gx0 时 ,7(z, 站) 一 0. 

证 明 ”为 简单 起 见 , 取 z60 一 f(z0) 一 0。， 车 产 (0) 一 4 天 0， 则 立 
即 得 到 


(2) eALF re) 启 。(>0 


于 是 了 在 0 保 角 . 反之 , 若 了 在 0 的 微分 存在 且 不 为 零 ， 则 (1) 式 
可 改写 成 这 样 的 形式 

(3) f(z) —ast+ B32+ 12lnt2) 

其 中 当 % 一 0 时 ,x{#)->0, 并 且 G 和 及 是 不 同时 为 零 的 复数 .如果 
也 在 0 保 角 , 则 


(2) lime "ALf Cre) =T eT 


存在 并 且 与 无关， 我 们 可 以 除 掉 那 此 使 (4) 臣 中 分 母 为 夫 的 多 
而 这 样 的 8 在 [0, 2x) 内 最 多 有 了 两 个 ， 对 所 有 其 他 的 6， 我 们 断定 
x+ 有 8e 7 位 于 一 条 通过 0 的 固定 的 射线 上 , 这 只 有 当 8=0 时 才 
有 可 能 ， 因 此 gc 尖 0, 从 (3) 式 就 推出 下 (0) =w. 

注 ， 没有 全 纯 函 数 能 在 其 导数 为 零 的 性 何 一 点 是 保 角 的 。 我 


们 省 去 这 个 容易 的 证 明 . 但 是 ， 一 个 变换 在 微分 为 堆 的 点 还 有 可 
能 保 角 ， 俩 如 ,了 (zx) = |5| 350 一 0 
线性 分 式 变 换 


14.3 如果,5,c 和 如 者 是 复数 ,并 且 qd 一 be 关 0, 刚 爱 射 


02+b 
(1) 2 C 信 十 姨 


Ce 


作 四 球面 侍 瞻 入 球面 哇 是 合适 的 、 例如 ， 当 e 关 0 时 ， 一 Qc 喘 
a 329 » 


为 co, 而 oo 陕 为 afe. 于 古 容 易 明 自 每 个 线 作 分 式 变换 是 “个 将 如 
映 到 3 上 的 一 一 映射 。 丽 且 ， 每 个 线性 分 式 变换 可 由 琶 加 下 列 形 
式 的 变换 得 到 ; 

(0) 平移 : > 一 > 十 五. 

{5) 旋转 : 3 一 >G2， 19| 一 1 

《5) 相似: 4 一 7?8, ?之 0. 

(9) 反 沪 : a 一 1iz。 

车 在 (1) 式 中 ,c==0, 这 时 是 很 明显 的 ， 若 2 寺 0, 可 从 位 等 式 


GZ 十 一 在 A _be—od 
(2) cesta oo cata’ 4 ce 


得 出 . 
易 知 前 三 个 变换 将 直线 变 为 直线 , 回 变 为 圆 ， 而 对 (4) 这 是 不 
成 立 的 ， 但 是 ,如 果 我 们 设 灾 是 所 有 直线 和 圆 组 成 的 族 ， 则 实 对 
(4d) 是 保持 的 。 因 此 ,我 们 得 到 一 个 重要 的 结论 ， 实 对 每 个 线性 分 
式 变换 都 是 保持 的 . [读者 可 能 会 注意 到 ， 当 把 灾 看 成 S* 的 一 个 
子 集 族 时 , 则 道 过 球 极 平面 射影 13. 1(1)， 实 由 人 上 的 所 有 加 组 
成 ; 我 们 不 打算 采用 灾 这 个 性 质 ,并 且 省 略 其 证 明 ，] 
易 证 经 过 反 演 变换 实 仍 然 保 持 , 初等 解析 几何 表明 殉 中 每 一 
元 素 是 方程 
(3) 22 十 Bz 十 撤 十 p= 二 0 
的 轨迹 ,其 中 和 是 实 常数 , 而 8 是 复 常数 ， 并 且 88>ay， 车 
“天 0, 则 (3) 式 确定 一 个 加 wa= 0 则 给 出 直线 ， 用 圭 换 z, 如 (3) 式 
变 成 
(4) ot+ Ba+B8s+ yez=0 
这 是 相同 类 型 的 方程 
设 @ 5 和。 是 不 同 的 复数 ， 我 们 构造 一 个 线性 分 式 变换 p， 
它 将 有 序 三 元 组 {9, 5,0} 映 为 {0, 1, co}, 凤 ， 
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_ (5—ce)(s—a) 
(5) (2) = (aj =e) 


这 桩 的 多 是 唯 -- 的 ， 因 为 车 多 (9) =0， 则 必定 在 分 子 中 有 
一 各 车 @(0) 二 co, 则 在 分 母 中 必定 有 z 一 如 若 同时 有 ww (6) 王 1 我 
们 就 会 得 到 (5) 式 ， 如 果 a,5,c 中 有 一 个 是 ce， 类 似 (5) 的 公式 是 
容易 写 出 的 。 如 果 我 们 在 (5) 之 后 再 作 一 个 相同 类 型 变换 的 逆 变 
换 , 便 得 到 下 面 的 结果 ; 
且 仅 有 -个 线 性 分 式 变换 将 5 映射 为 g, 脆 蓝 为 刀 ,并 且 将 6 隐 
射 为 5 

(当然 , 假定 es 天 B， 9 关 c,， 和 6, 并 且 a'， 如 和 ce!' 也 是 同样 
假设 .，) 

我 们 从 这 个 结果 可 以 得 出 结论， 每 -… 个 加 周 都 可 以 经 过 一 个 
线性 分 式 变换 映 到 任 一 个 圆周 上 . 更 有 兴趣 的 是 , 每 一 个 闻 都 能 


我 们 米 更 详尽 地 讨论 这 种 映射 中 的 一 个 , 即 
(6) v0)=I 
这 个 事 映 {一 1,0， 2} 汶 10， 1, co 上 线段 (一 1, 了 1) 映射 为 正 实 轴 , 单位 
辐 导 了 经 过 一 1 和 1， 因此 ，P( 人 TD) 是 一 条 经 过 gp( 一 1) 一 0 的 直线 . 
因为 单位 图 全 在 一 1 处 与 实 辐 成 一 直 前 , 故 pg{T} 在 0 与 实 轴 成 直 


a 


线性 分 式 变换 在 保 形 映射 理论 中 的 作用 也 在 定理 13.6 中 得 

到 很 好 的 说 明 . 
14.4 线性 分 式 变换 全 得 让 可 能 把 关于 全 纯 国 数 在 接近 直线 
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时 的 竹 态 的 定理 代 以 圆 红 前 情况 。 反 射 原理 的 非 正式 讨论 ， 将 足 
以 说 明 这 个 方法 . 

设 日 是 可 内 一 个 区 域 , 它 的 边界 有 一 部 分 是 单位 加 上 的 贺 弧 
世 f 在 从 上 连续 ,在 如 内 爹 纯 ,并 且 在 工 上 取 实 值 . 函数 


(1) A 


把 上 举 平 面 映 到 上 ， 医 9g= 了 eo¥, 则 定理 11.17 给 出 9 的 一 个 全 
纯 和 开拓, 于 是 =Go¥ 给 出 于 的 一 个 全 纯 开 拓 卫 ,满足 
(2) f(z*) = F(z) 
其 中 2* 二 1/z, 

最 后 一 个 断言 可 由 乡 的 一 个 性 质 得 出 : 若 w=(8) 入 ,二 
区 (Cz), 则 Ww 二 w*， 这 容易 通过 计算 验证 . 

习题 2 一 5 提供 这 一 技巧 的 其 它 应 用 


正规 族 


Riemann 碑 射 定理 可 以 通过 把 映射 函数 展示 为 茶 个 极 慎 问 
题 的 解 而 予以 和 证明， 这 种 解 的 存在 有 球 于 我 们 现在 要 叙述 的 某 些 
全 纯 函数 挨 的 一 个 非常 有 用 的 紧 性 . 

14.5 定义 设 对 于 区 域 虽 , 安 CCH(Q). 车 挨 字 中 性 一 序列 
包含 一 个 子 序列 , 它 在 如 的 每 一 个 紧 子 集 上 一 致 收 化 ， 则 称 族 突 
为 正规 族 ， 这 个 极限 函数 并 不 要 求 属于 于. 

《有 时 采用 一 个 比较 广泛 的 定 交 ,只 要 族 丈 中 任 一 序列 在 只 的 
每 一 紧 子 集 上 或 者 一 致 收效 ， 或 者 一 致 地 趋 于 ce， 这 对 于 讨论 亚 
纯 尔 数 是 比较 合适 的 .) | 

14.6 定理 设 族 在 区 域 虽 任 一 紧 子 集 上 一 致 有 有 界 并 且 灾 
GH(0); 则 族 灾 是 正规 族 ， 

证 明 这 个 企 设 意 岂 着 对 于 每 一 紧 集 下 己 ， 都 有 一 个 数 
» 332. 


了 (下 ) 之 co 与 之 对 应 ， 使 得 对 所 有 巧 色 及 5 于 均 有 | 克 8| 扫 
ME). 

设 {Kn 是 一 个 紧 集 序列 , 共 并 等 地 介 , 有 是 Ks 包含 在 及 sari 的 
内 部 ， 这 种 序列 在 定理 13. 3 中 由 经 构 得 过， 于 是 存在 正 数 必 
满足 
1) D(z:20.} CCE, 《2 下 

考虑 KEK， 中 两 点 和 条 ,使 得 13 一 入 1 < ， 令 ?为 圆心 在 
zl 半径 是 26, 的 正 向 圆周 并 用 Cauchy 公式 估计 |f(z') 一 
f(z")|， 因 为 


1 1 号 一 3 
一 2 一 一 
我 们 得 到 
J 站 2 一 2 fte) 
人 ff | ta 


又 因为 对 所 有 EEy*, 15 一 x | 一 26, 及 内 一 2"| 沁 6 所 以 (2) 式 给 
出 不 等 式 
(8) C2) f(a) 1 Se ee 


EE 


味 着 对 任意 e>0, 存在 6>0 对 于 所 有 fE 匀 及 所 有 z' 和 2"EK，， 
只 要 12 一 2| 5, 都 有 | f(z ) 一 了 tx") | 之 e， 当 取 


Ee 
(4) i 


时 ,略为 考察 一 下 (3) 式 就 知道 , 这 一 要 求 能 鳅 满足 . 
现在 设 ifm} 是 在 字 中 的 一 个 序列 ， 选 -一个 可 数 集 忻 己 9, 使 
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得 对 于 1 一 1 2 3，…， 五 门 五 ,在 天 ,内 稠密 ， 将 豆 的 点 排 成 序列 
{wj;}， 因 为 jm(3)} 对 任意 zE8 都 是 有 界 的 , 故 {fm} 有 一 子 序列 ， 
比如 说 人 pi 它 在 ww! 收 合 ， 由 {fm; 1} 我 们 可 选 出 一 子 序列 , 比如 
说 {fm;2), 它 也 在 ww 收 敦 ， 依 同样 方法 进行 ,我 们 得 到 在 w; 收敛 
的 序列 {fa 让, 并且 {fm i 是 tfms;_1} 的 一 个 子 序列 , 因此 “对 角 线 
序列 "(fm m) 在 吾 的 每 一 点 收 人 证 ， 

我 们 断言 了 mm} 在 每 一 个 下, 上 一 至 收效 {因而 在 名 的 每 一 个 
紧 子 集 上 一 至 收敛), 

问 定 天 ,， 国 定 : 活 0， 并 像 (4) 式 一 样 选取 5， 因 为, 是 紧 
集 , 到; 包含 属于 于 的 所 : 81, sp 使 得 网 扒 号 (zz 曲直 二 二 到 
的 并 覆盖 下 ,, 并 且 存 在 一 个 正 整 数 广 , 当 ? 盖 ,6s>Y 及 1<isz 时 ， 
‘5) Ff) — f(zi) < 

对 每 一 个 zEK,， 存 在 有 一 个 3s,， 梧 1<ip，|1z 一 ?21 | 过 5. 
因此 | 了 ,yt8) 一 了 os(z) | 不 大 于 
(6 fr(2)— fr) 十 [玉昌 一 六 区 | 十 | 六 2 一 (2 
由 我 们 所 选取 的 5 得 知 (6) 式 中 第 一 个 和 第 三 个 差 的 模 都 小 于 
如 第 二 个 差 的 模 当 了 > 六 及 8 全 让 时 也 小 于 e， 因 此 
{7) . [fert3) — faz) | <3e 
对 每 一 个 zxEEK,, 当 ?>W 及 83>W 时 成 立 . 

这 就 完成 了 证 明 ， 


Riemann 映射 定理 


14.7 保 形 等 价 性 ”我 们 称 两 个 区 域 人 ,各 :是 保 形 等 价 的 ， 
如果 存在 一 个 映射 pEHCD, ep 在 Q; 中 是 一 一 的 , 并 且 p(Q;) = 
口 ,, 换 句 话说 ,如 果 丰 在 一 个 侣 ,到 DQ。 上 的 一 一 保 形 映 身 ， 在 这 些 
条 件 下 ,9 的 逆 映 射 在 Qs 是 全 纯 的 (定理 10.33)， 央 而 是 一 个 个 
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到 吕 , 土 的 保 形 映射 . 

由 此 得 知 保 形 等 价 区 域 都 是 同 肽 的 ， 但 是 ， 保 形 等 价 区 域 之 
阿 有 一 个 更 重要 的 甘 系 : 设 史 如 上 所 述 ， 则 ffep 是 H(Q3) 到 
豆 (@ 岂 上 的 保持 和 与 匀 积 的 一 一 喘 射 , 即 它 是 由 五 699a 到 羡 (4a 由 七 
的 环 同 构 。， 如 果 晶 , 有 一 个 简单 的 结构 , 那 末 关于 (2) 的 问题 就 
能 转化 为 (221) 中 的 问题 , 并且 它 的 解 可 以 借助 于 映射 函数 Pp 返 
加 到 五 (只 。)， 这 个 问题 最 重要 的 场 食 是 基于 Riemann 上 映射 定理 
(在 那里 Os 是 单位 国 盘 忆 )， 对 于 平面 寺 任 一 个 单 连 通 真子 区 域 
09, 它 把 晴 (0) 的 研究 化 为 HCU) 的 研究 ， 当 然 , 为 了 求 出 问题 的 
显 解 , 可 能 需要 对 于 映射 函数 具有 相当 精确 的 知识 . 

14.8 “定理 平面 内 任 一 (与 平面 本 身 不 同 的 ) 单 连通 区 域名 


TT 


注 ， 根据 Liouville 定理 ， 平 面 的 情况 显然 已 被 排除 ， 闵 下 ， 
平面 不 能 保 形 等 价 子 已 ,尽管 这 两 个 区 坡 是 局 胸 的 ， 

在 证 明 中 用 到 单 连通 区 域 的 性 质 仅 仅 在 于 每 一 个 在 这 区 域 中 
疫 有 零点 的 全 纯 前 数 都 有 全 纯 药 平方 报 . 从 这 里 将 得 出 定理 13. 11 
中 “0 区 通 (Ge) "的 结论 ,并 将 完成 这 个 定理 的 证 明 . 

证 明 设 名 是 平面 内 一 个 单 连通 区 域 ， 并 设 ws 是 一 个 复数 ; 
Wo 亿 四 , 设 记 为 所 有 EBH(D) 构 成 的 国 数 族 , 其 中 攻 评 将 只 肌 人 己 
的 一 一 映射 ， 我 们 必须 证 明 有 ¥E 宇 将 人 8 映 到 UV 上 . 

我 们 先 证 王 非 空 ， 因 为 台 是 单 连通 的 ， 于 是 存在 一 个 YE 
(0), 使 得 gp? (2 二 2 一 za 在 马 岗 成立。 车 9(3 站 1) 三 oza), 则 也 有 
二 (20) 从 而 2 一 2 于 是 9 是 一 一 的 ， 阿 理 可 证 ， 人 2 中 
没有 两 点 #1 和 zz 宰 足 p(s1) 二 一 pl(#s)， 因 为 十 一 个 开 映 笑 ， 
Pt) 包含 一 个 国 盘 De 7)， 共 中 0<7< 之 |g|， 列 盘 DD( 一 9; 7), 
因此 与 史 (8) 不 相 变 , 并 且 , 寻 轩 定义 六 =7/(w 十 办， 我 们 就 会 团 
出 ¥E2, 
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第 一 步 在 于 证 时 ， 者 %E2, 而 (2 人) 不 覆 六 整个 口 , 且 才 zs8， 


EA returnereeTemaeroeareryRrormeeewrwrarirere rreroerevrvrumrrsorarom 
a 


re 


定 艾 的 函数 q。 和 将 是 方 恒 的 。 对 gEDU，gps 是 一 个 将 映射 到 上 
的 一 一 有 鼎 射 ; 它 的 逆 觅 射 是 p-.( 见 定理 12. 4). 
设 yVEZ,aqEUD 而 QC&p(D)， 网 gaoWEZ， 有 eo 在 从 内 没 . 
有 零点 ; 国 此, 存在 一 个 销 数 gt 瑟 ( 介 ), 使 得 下 一 pare 娄 ， 易 知 了 是 
一 个 一 一 鼎 射 ( 像 在 证 明 宇和 关 儿 时 一 样 ) 因此 gE2Z; 若 多, 二 ps4 
其 中 亡 一 g(z0), 便 得 上 ,EZ 记 直 二 a(w), 我 们 现在 得 到 
P=p_e 8 = 0_arse pa 
因为 轨 ,(#0) 二 0, 由 链 式 甘 则 得 
Pp Cg0) =F" (CO) Cz0) 
其 中 玉 一 poog-s，。 易 知 F(U}CU, 并 且 玉 在 如 内 不 是 一 个 一 
一 鼎 射 ， 于是， 由 Schwarz 引 理 ( 见 12.5 节 ) 得 [|r (0)| <1， 因 
曾 | 和 (#0)| 之] 交 ; (#0) |].[ 注 意 , 因为 区 在 如 内 是 一 个 一 一 映射 , 故 
笋 (20) EO. ] 
固定 #0&E 介 ,并 设 
?Sup{ly (z0) | :WES} 


映 昌 到 恕 上， 因此 ， 只 要 我 们 证 明 存 在 这 样 一 个 国 数字 定理 就 证 
明了 . 

由 于 对 所 有 EZ 及 sE8,1%(z)1 < 故 定理 14.6 表明 是 
正规 族 . 由 的 定义 知道 在 号 内 有 序列 {满足 |.(z0) |->n, 并 
且 由 马 的 正规 性 ,我 们 选取 一 个 子 序 列 ( 为 简单 起 见 , 仍 记 为 (8,})， 
3 


它 在 只 的 紧 子 集 上 一 至 收 人 第 于 一 个 极限 hE 开 ( 人 2)， 由 定理 10. 28， 
(0) | = 因为 了 产儿 ,>>0 所 以 天 不 是 常数 . 因为 gs (2)C 了 
n 二 1,2，3, …， 我 们 得 到 4( 只 ) 玫 李 但 是 开 映 射 定理 指出 确实 有 
A(OED. 

余下 的 是 要 证 明 衣 是 一 个 一 一 股 射 ， 取 定名 内 不 辐 的 两 点 
2 和 22 令 4 二 (21) 及 cs 二 (20) ,二 1,2,3,…, 并 设 万 是 驴 内 贺 
心 在 za 的 闵 圆 盘 , 使 得 z.$D, 并 且 在 六 的 边界 上 有 一 % 没有 零点 ， 
这 是 可 能 的 , 因为 一 & 的 零点 在 如 内 没有 极限 点 . 函数 gu 一 ax 在 
闷 上 一 致 收敛 于 大 一 因为 它们 都 是 一 一 映射 , 并 且 在 z; 有 零点 ， 
所 以 它们 在 圆 盘 也 内 没有 零点 ; 由 Rouche 定理 得 到 一 a 在 力 内 
没有 零点 ; 特别 天 (2a) 季 h(21). 

于 是 及 ,并 且 定 理 证 毕 ， 

另 一 个 更 富有 构造 性 的 证 明 将 略 述 于 习题 26. 

14.9 评注 前 天 的 证 明 也 指出 了 Cz6) =0. 因为 如 果 j#(zo) 
一 有 而且 关 0 则 parhE2, 并 且 


Hs) (901 一 830) C2)1=|E > I (a0)| 


广 意 到 下 面 这 一 点 是 很 有 意 因 的， 虽然 久 是 通过 对 EE 取 
1¥' (zo) 1 的 极 大 值得 出 的 ， 如 果 容 许 遍 取 由 所 有 器 到 五 内 的 全 
纯 映 射 (不 需要 是 一 一 的 ?组 成 的 类 ,无 也 是 | 产 〈zo) | 的 最 大 值 . 因 
为 , 如 果子 是 这 样 的 国 数 , 则 9g 二 fo"? 映 避 到 口内 ,于 是 | (0 1 < 
1, 当 且 仪 当 yg 是 旋转 时 等 式 才 成 立 ( 由 Schwarz 引 理 得 到 ), 这样 
由 链 式 法 则 得 到 下 述 结果 : 


EE ip ed A 


人 
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14.10 定义 多 是 由 在 中 是 一 一 的 ,并 满足 . 
(1) f(0)=0, ff" (0)=1 
的 全 体 EH(R) 组 成 的 类 ， 

这 样 , 每 一 个 大 8 都 有 寡 级 数 展开 式 


[人 f (2) =#+ Da, a {saEU) 


区 类 厅 加 法 及 乘法 下 是 不 封闭 的 , 但 它 有 许多 别 的 有 趣 性 质 . 
我 们 在 本 节 中 将 仅仅 讨论 其 中 一 小 部 分 . 在 第 二 十 章 中 证 明 Mer- 
gelyan 定理 时 将 市 到 定理 14.15., 

14.11 例 函数 


f(z) = = Sone 


是 多 类 的 一 个 元 素 . 

因为 , 若 有 (2) 二 fw)， 则 (3 一 码 贡 一 z 呈 二 5, 且 当 1z|< 之 1 和 
1w| 过 1 时 , 第 二 个 困 式 不 为 零 . 

我 们 留 给 读者 对 这 个 国 数 子 求 了 (UD). 

14.12 定理 (4) 车 fe ,Jg|=1, 六 gC2)= 于 (22), 则 ge 
(0) 敬 二 FF, 则 存 丰 一 个 ge7, 使 得 
(1) gz)=f(2:) (2ED) 

证 明 (sm) 是 显然 的 往 证 (28), 记 f(z)=zqp(a), 则 pF 
H(D), p(t0)=1, 痢 且 P 在 局 中 没有 零点 ,因为 在 0 一 {0} 内 没有 
零点 ， 因 此 存在 一 个 藻 数 AEHCU) 具有 和 (0)=1， 有 (#2) 二 gp(8)- 
仿 
(2) gz) =2h(2") {2ED) 

则 2) 二 2 让 (2) az) 二 J(2?), 于 是 得 到 (1) 式 ， 显 然 g(0) 
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= 和 8 0) 一 1， 我 们 来 证 明 -9 是 一 -映射 . 
设 # 和 wED, 并 且 9(2) 一 gtw)， 因 为 1 是 一 映射, (1) 昔 钥 
2 二 如 这样, 不 是 2 二 ww( 这 就 是 我 们 要 证 明 的 ) 就 是 x 二 一 
在 后 一 种 情形 , (2) 式 给 出 9(#) 二 一 9{w); 由 此 即 得 gC2) =9(w) 
二 0, 又 由 于 8 在 口 一 { 介 内 没有 零点 ， 我 们 得 到 8 一 如 一 站. 1 


rr re Ee 


(1) Fez)=1 4 Sz (zED) 
t= 

则 

(2) 全 an|lzssl 


这 就 是 通常 说 的 面积 定理 ， 其 理由 在 证 明 中 将 会 明 自 。 
证 明 ow 的 选取 显然 是 无 关 紧 要 的 。 因 而 假设 m0 =0. 如 ~ 

用 4F(4z)(4| 二 1) 代 替 F(z), 则 妓 不 影响 假设 也 不 影响 结论 
是 我 们 可 设 w, 是 实数 . 

设 对 于 0<? <1E7= {8: | 外 过 分, 吕 , 一 14%: |z| 二 7} 并且 设 7 
二 {4z:7<1z| 过 17, 则 FO0) 是 点 0 的 邻 域 (对 11F 应 用 于 映射 定 
理 得 出 ); 因为 是 一 一 映射 , 集 析 (0,)，FPCC,) 和 F(T} 是 不 相交 
的 ， 记 


(3) F(z) = 过 十 mst p(s) (zEU) 
F=u+ ig, 
(4) A=L +ar, Bio.r 

Pr r , 


当 = 一 re 时 ,于 是 我 们 得 到 
{5 w=Acosd+Rew 和 v=—Bsing+lmp 
在 等 式 (5) 中 分 别 除 以 4 和 B ,平方 ,然后 相 加 得 到 
» F339 + 


[5 2c0s0 Regp 2sing Imp 下 
+ 一 1 十 Rep + (3 Se) — 万 Imp +( 请 ) 


由 (3) 式 知道 ， 在 大 上 有 -前 如 果 我 们 仍 用 (4) 式 ,得 
知 在 在 9>0, 对 所 有 是 够 小 的 ” ,让 


6) 证 咎 1 十 97s {z=re''y 


这 说 明 F(O,) 在 林峰 召 , 的 内 部 ，8; 的 半 畏 是 4VTT577 及 
BMITW7", 因 此 围 成 一 所 面积 


(7) AB(1+ 9 ) =x( pur) qr) t+) 


(lt) | 
因为 FCO,) 在 B, 的 内 部 , 我们 得 到 加 CCF(0,); 轩 和 OT,) 
在 如 的 内 部 ,于 是 PF(V,) 的 面积 不 大 于 (7)。 从 Cauchy-Riemann 
方程 得 出 映射 {z, 扫 一 (ez) 的 Jacebi 行列 式 是 1 |:， 因 此 定理 
8. 26 给 出 下 述 结果 
Ut) > 
Fr 


- . 1 .En ad 
{8B) =| iai| | _ # e294 六 Ras t* -lein -ls | a 
- 于 -1 
1 mh 
=2z| (Ut Dn a 
了 1 


=#{7 1 Sin] 1 ))} 
若 在 (8) 式 两 边 除 以 <, 然后 减 去 ,我 们 得 到 


(9) > 


要 二 1 
对 所 有 是 够 小 的 7 和 所 有 正 整数 育成 立 。 在 (9) 式 中 令 7>0， 然 
后 令 和 一 20, 就 得 到 (2) 式 , 
» 340 。 


上 cp 


P(A2)=(C1/z) + az, |o|=1 这 个 在 内 的 一 一 映射 说 明 这 万 
是 最 好 的 结果 ， 
14. 14 定理 如 及 了 SEC， 并 县 


f(2)=2. + Dane 


则 (siozjs2, 及 (5)f(0)>D(0; 了 了 )》 


en 


第 二 个 结论 说 明了 (D0) 包含 所 有 包 , 这 里 | 网 I< 


证 明 由 定理 14. 12, 存在 gE, 使 得 (2) 二 fia*)。 邵 果 避 
三 1/9, 则 将 定理 14.13 应 用 于 如 ,就 得 到 (因为 
T(z) =2 (loa2 二 re) 
我 们 得 到 


9(z)=z(1+ 训 tw 二) 
G(s) = 二 (1 一 一 计时 如 十 … )= 字 一 各 a 十 … 


2 

定理 14.13 的 系 指 出 as | -<2. 

往 证 (5), 假设 w&f(U)， 定 义 

f(s) 
(FI 

则 hE 玉 (D), 记 在 口内 是 一 一 的 , 并且 

M4) = (zt ott 
因而 hE9P， 对 名 应 用 (a); 我 们 有 | (1fw)|<<2. 又 因为 |as| < 
2, 我 们 最 后 得 到 11/w| 所 4， 所 以 对 村 每 一 个 wf(D)，|w| 之 证， 


? 3 了。 


这 就 完成 了 证 明 . 
例 14.11 说 明和 全 ) 都 是 最 好 结果 ， 对 于 这 个 特别 的 函数 


ES, 点 一 村 不 在 f(D. 


i Pe 
证 明 如果 了 = 17(B 一 站 7) 则 正史 ,因此 FDC0， 了 了 )， 


于 是 在 一 wt; 的 映射 下 ,7 的 象 包 含 使 | 四 | > 和 的 所 有 世 ， 因 为 ms 
一 w; 不 在 这 个 象 内 , 我 们 有 |i 一刀 过 4 

注意 , 这 也 是 最 好 的 结果 : 车 卫 (2?) =# 十 3, 则 了 (D0) 不 包含 
点 2 和 一 2， 事 实 上 ;F(D) 在 实 轴 上 的 余 集 正好 是 区 间 [ 一 2,2J. 


在 边界 上 的 连续 性 


在 一 定 的 条 件 下 ， 每 一 个 单 连 通 区 域 马 到 忌 上 的 保 形 映射 都 
可 扩展 为 它 的 闭 包 咏 到 世上 的 同 胚 ， 在 这 里 ， 乡 的 边界 性 态 起 了 
决定 性 的 作用 . 

14.16 定义 单 过 通 平 面 区 域 介 的 边界 点 8 称 为 人 的 简单 
边界 点 ， 如 果 刀 上 其 有 下 述 性 质 : 对 于 从 内 的 每 一 个 序列 {x ， 使 
2-> oo 竺 ca 一 > 三 ,都 对 应 着 一 条 曲线 ?， 它 具 有 参数 区 癌 [0,11， 并 
呈 0 之 过 1 人 得 ypy() 一 gw， (nl, 2, 

呈 )， 并 且 当 0 所 1 时, py( 和 EQ. 

换血 话说 , 内 有 一 条 曲线 经 过 所 有 点 w 上 且 以 所 为 终点 . 

14.17 例 因为 简单 边界 点 的 例 是 很 显然 的 , 我们 来 研究 一 
些 非 简单 边界 点 . | 

如 果品 是 区 一 人 :0<2<17， 则 怠 十 单 连 通 区 域 ; 并 且 匠 0< 
"” 343 。 


有 <1, 则 及 是 只 的 一 个 边界 点 , 但 不 是 简单 边界 点 . 
为 了 举 出 更 复杂 的 例子 ， 设 2 在 以 0, 311 下 上 及 于 为 项 点 的 
焉 方形 的 内 部 .在 4 内 除去 区 间 


1 it I - 
bp 于 + 到 4 和 [| 
这 样 得 荫 的 区 域 吕 是 单 连 道 区域， 假如 0<y 专 1, 则 iy 是 边界 点 ， 
担 不 是 简单 的 ， 


Me A ee A 


Ptr ee i 


ala RE de DE 


Ne 


PE < Ci 


证 明 设 9 是 了 的 道 , 则 9E 豆 (DZ), 由 定理 10. 33，8(P = 中， 
9 是 一 一 上 映射, 且 因 为 吕 有 界 , gEH”. 

假设 (9) 不 成 立 ， 则 在 如 内 有 序 到 {an} ,满足 ws 一 月 ,as 一 
waznr1) 玉 由， 开 且 加, 关 Wwz， 按 定 尖 14,16 作 y ， 并 和 且 对 0 所 
tli T=fy(D). 对 0<r<l 人 SE,=9D00;7). WK, 
是 日 的 紧 子 集 . 因为 当 i->1 时， y (四 8B， 于 是 存在 一 个 六 <1 
(依赖 于 r ), 使 得 杂 < 之 jl1 时, y(E 千 有 KE,， 因 此 , 当 二 < 之 4<1 时 ， 
(| 之?， 这 说 明 当 1>1 时 ，| (2)| 一 1， 因 为 (ts)>w 
和 六 (bsr->tp 我 们 同时 得 到 |w,| = |wal = 工 . 

现在 得 知 , 其 并 是 了 一 (tw}U fts) 的 两 段 开 骤 中 有 一 段 
具有 如 下 性 质 : 对 于 所 的 每 一 条 端点 为 了 上 的 点 的 半径 交大 的 值 
域 于 一 个 有 一 极限 点 在 的 点 集 ， 福 意 , 当 0 所 tT 时 , y(T(2)) 
二 ?并 且 央 为 9EH", 9 在 和 上 几乎 处 处 丰 径 向 极限 ， 因 为 当 
t>1 时 ,gt -> 有 ,因此 

"343 + 


(1) limg(re0 = 有 (are 于 J ) 


对 9 一 8 应 用 定理 11. 22《1) 表明 9 是 常数 ， 但 是 9 在 0 内 荐 一 
一 的 ,于 是 得 到 蔬 盾 。 这 样 ,ww 二 ws, 即 (8) 得 证 , 

假设 (5) 不 成 立 ， 我 们 以 绝对 导 为 1 的 适当 常数 乘 了 ,使 得 到 
BA BP:. 但 有 (68)=1(Bs)== 一 1. 

因为 8. 和 Bs 者 是 2 的 简单 边 界 点 , 于 大 存在 曲线 y， 它 具 
有 参数 区 间 [0,1, 对 =1 及 2, 有 Yi([0,1))C8, 并 且 YI) 三 
Bi STAD=FYE), NTL, DD, TCD- TA1) 
= 一 1, 因 为 在 [0,1) 上 ,9( 厂 (+)) 一 wit)， 于 是 存在 一 个 红 <1， 
使 得 

lg Tt))—g(Ts 1)|>318 A,| 


(2) (Cit, i=1,2) 
并 生存 在 一 个 正 数 5>0, 使 得 D( 一 二 6) 与 三,(L0; 1*]) 或 厂 ([0; 
区 ]) 都 不 相交 - 

记 4(6)=0ND( 一 1;6)， 设 0<7<6; 从 (2) 和 6 的 选 法 可 以 
在 忆 , 的 值 域 上 找到 点 w; 使 |1+wi| =7, 且 
(3) IgCw) —g(ws)) |>3 1 pa 
但 gCw0) 一 9(ws) 是 g' 沿 着 位 于 吕 内 的 以 一 1 为 加 心 的 加 浙 从 wo 
到 w, 的 积分 ， 因 此 
(4) BBB < 7(-I+retjrag (0<r<é) 
其中 F=9(r)》 是 使 一 1+re*EU，16|<9 的 最 大 数值 ， 于 是 9< 
z/2, 并 且 ， 亲人 有 Schwarz 不 等 式 于 (4), 我 们 发 现 
(5) A er lg (~—1ltre ld (Or<6) 


(3) 的 后边 在 C0.) 上 对 7 积分 ， 其 结果 就 起 gC4(5)) 的 
。344 。 


面积 ， 它 是 有 限 的 , 因 略 gC4A())C 9, 而 0 是 有 界 的 .但 是 ,(5) 式 
左边 在 (0,5) 上 的 积分 是 oo, 除 提 二 2 
这 就 证 明了 (5). 


“证明 讼 EEC)， CO)- DU, 且 了 是 一 一 的 . 由 定理 14. 18， 

我 们 可 将 了 扩展 为 号 到 匹 内 的 一 个 映射 ， 使 得 当 {cs} 是 吕 内 的 收 
化 于 = 的 一 个 序列 时 , Fe 一 Fa)， 苦 如 内 的 序列 (zs} 收 化 于 z， 
则 存在 点 anE 吕 ,满足 les 一 zw 过 11 及 if (gs) 一 f(z5)| 之 11rn， 这 
样 ,a 一 z, 因 喷 了 (on) 下 f(z)， 这 就 证 明子 f(z,2 王 了 (2)， 

我 们 现在 已 证 明了 了 的 开拓 在 如 上 是 连续 的 .同样 有 也 己 
f(D)CU, 万 的 紧 性 董 池 着 并 号 ) 是 紧 的 ,因此 态 号 ) 一 D5. 

定理 14.18(2 证 明了 在 全 上 是 一 一 的 ， 因 为 紧 集 的 每 一 个 
连续 一 一 映射 有 一 连续 逆 映 射 ([26], 定理 4 17), 故 定理 得 证 ， 

14.20 评注 

(9) 前 过 宕 更 有 一 个 纯 折 扑 学 的 接 论 如下 而 有 办 半 通 


A re er rr 
人 i 


De 


(根据 定义 ,一 家 Tordan 曲线 就 是 单位 喇 周 的 同 胚 像 . ) 

逆 命 是 也 是 正确 的 ， 但 是 我 们 不 打算 证 明 它 :， 车 介 的 边界 是 
一 条 Jordan 曲线 , 则 如 的 每 一 个 边界 点 都 是 简单 边界 点 . 

(5》 设 了 如 在 定理 14. 19 中 一 样 ，a, 5 和 是 台 的 不 同 的 边 
界 点 ,并 且 4,B 和 C 是 名 的 不 同 的 点 ， 则 有 一 个 线性 分 式 变 换 P 
映 三 元 序 组 他 (e), 了 (5),f(e)} 为 {4,B,O; 设 {4,B, 人 0 的 定向 与 
他 C0), 了 5), 了 (e)) 相同; 则 gp(0)==0, 且 函数 9 二 pof 是 9 到 0 上 
的 同 凸 , 它 在 从 内 人 金 纯 , 并且 里 人 6,5,6} 为 原先 指定 的 {4,B,O). 从 

.345 。 


14. 3 节 得 知 9 由 这 些 要 求 唯 一 决定 

(ce) 定理 14.19 和 上 曾 的 福 (8) 都 不 难 推 广 到 Riemann 球面 
?内 所 有 边界 点 都 是 简单 边界 点 的 单 连通 区 域 人 上. 车 假定 有 
一 如 有 非 完 内 部 , 这 样 ,通过 一 个 线性 分 式 变 找 就 可 以 使 我 们 加 到 
如 是 平 画 内 一 个 有 界 区 域 的 情况 ， 类 人 地 ,全 如 , 品 可 以 用 半 平 而 
来 替换 . . 

(d) 更 一 般 地 , 若 象 在 定理 14.19 一 样 , 放 和 记分 别 映 只 ,和 
全 :到 VU 上, 则 了 二 fz'of 是 旭 ) 到 介 ， 上 的 同 胚 ， 它 在 分 内 是 全 
纯 的 . 


环 域 的 保 形 映射 


14.21 平面 内 任意 两 个 单 连通 真子 区 域 保 形 等 价 是 及 ie 
mann 了 映射 定理 的 一 个 推论 ,因为 它们 中 每 一 个 者 与 单位 圆 迭 是 保 
形 等 价 的 . 这 是 单 连通 区 域 的 一 个 非常 特殊 的 性 质 ， 自 然 会 问 ， 
是 否 可 以 推广 到 下 一 个 最 简单 的 情形 , 亦 即 , 任意 两 个 环 域 是 否 能 
保 形 等 价 f 回答 是 否定 的 . 

对 于 0 于 到 如, 记 
(3) ACr, BR)={z:7<|z| < 本 
是 具有 内 半径 > 和 外 半径 吾 的 环 域 ， 车 4>>0， 了 映射 ->4z 将 
4 五 ) 且 到 (4r 2) 上 ， 因 此 ， BR 叶 ,, Atr, 和 


Wi 


Te 


必要 的 ; 这 样 ， 在 环 起 癌 对 于 多 个 大 于 1 实 到 都 对 应 有 一 个 不 加 
的 保 形 映射 类 型 

14.22 定理 4(roB0 和 4(rx 局) 是 保 形 等 分 的 ， 当 里 仅 
当 R /r= Re/ rs . 

证 明 不 失 一 般 性 ,假定 71=7s=1， 记 
(1) Al=A(I,R), As=A(l,R,) 
+ 346* 


并 假定 存在 fEHC41), 使 得 了 是 一 一 的 , 且 f(41)=4s。， 设 五 是 加 
心 在 0 ,半径 7 二 V 铝 的 加 周 ， 内 为 广 '; 4As>4, 也 是 全 纯 的 ， 故 
请 1(K) 是 紧 的 ， 因 此 .对 基 个 。>0 有 
《2) ACT1+TEeNF (KE)=® 
于 是 ,P= 了 (4(1,1+e)) 是 4: 的 一 个 与 了 不 相交 的 迷 通 子 集 ， 因 
此 ,FC401,7) 或 VCA(r, 忆 )， 在 后 一 种 情形 , 用 Bs/f 代替 子 .这 
样 我 们 总 可 以 假定 PCACI,r). 若 1<1zs1<14e, 并 且 1zs| 闻 1 
则 f(zs)EV ,并 且 {f(z。)} 在 4s 内 无 极限 点 (因为 f' 连续 ); 于 是 
1f(zn)| >1， 同样 可 知 , 当 |ss] > 时, |f(an) | >R2 

现在 定义 


logER. 
(3) =ogE 
及 
(4) utz) =210g |f(z)| 一 2x1og|#| (zEA) 


设 3 为 Cauehy-Riemann 算 子 .因为 3f 一 0 及 强 = 站 ,由 链 式 法 
则 得 


(5) 2log|f1)=9(log (FF)=f"/f 
因此 

_ (8 & 
(6) (Qu) (2)= 2 (zEA) 


于 是 各 在 4 内 是 调和 散 数 ,由 本 证 胃 的 第 一 段 , 可 扩展 为 4， 
上 的 连续 序数 , 使 之 在 4, 的 边界 上 取 零 值 。 因 为 不 是 常数 的 调和 
冰 数 没有 局 部 最 大 值 或 局 部 暴 小 值 , 我们 推断 油 4 二 0, 于 是 


f(z) a 
《7 Fl2) 到 (C21) 


设 y=VBer( 一 x 克 1 和 x)) 设 厂 =foy， 依 定理 10. 43 
中 的 证 明 一 样 , (7) 式 给 出 


-317 * 


产 {2 
(8) cx 一 2 让 ds 一 Indr(0) 


于 是 a 是 一 个 整数 .由 (3) 式 ,4>0, 由 (7) 式 ，%#” "f(z) 在 4 的 导 
数 为 0。 于 是 fz) 二 e235， 因为 在 41 内 是 一 一 的 , 4 二 i}. 因此 
Ro— Rl. 


习 是 


1 来 出 复数 4.50 和 岳 使 线性 分 式 变换 : z 站 {az 十 四 / (cz 十 办 将 上 
半 平 而 映 到 上 半 平 面 雇 应当 谐 足 的 充分 必要 条 性 . 

2 定理 11.17 假设 的 简化 形式 是 介 CT*, 工 在 实 轴 上 ,并且 当 s 一 工时 ， 
Imf(z) >0， 试 在 下 述 假 设 之 下 , 利用 这 个 定理 嫂 立 类 似 的 反射 定理 : 

(@) QcCIt, 工 在 实 轴 上 , 当 s-> 志 时 ，| fa | 一 1， 

(BD) EU, LOT, 当 ?一 三 时 ，[ 开 (5) | -1 

(e) HCV, LETT, 当 2 一 > 了 时 ,Im 了 txz) 一 0， 

在 ( 引 的 情况 下 ， 若 了 有 一 零点 a€Q， 试 证 明了 的 开拓 在 1/5 有 一 个 极 
点 ， 在 (和 全 的 情形 下 有 什么 关羽 结 论 * 

3 ” 设 吾 是 一 个 有 理 国 数 , 使 得 当 [z|=1 时 ,|B(s) |=1， 证 明 


nw -es" 1 Es 总 


其 中 口 为 常数 , Wt 是 整数 ， 并 且 go …, os 是 满 吓 os 和 半 09 和 |e| 地 1 的 复数 ， 
注意 上 述 矢 一 个 因 式 当 |s|1=1 时 绝对 值 为 1. 
4 试 作出 在 了 上 到 正 值 的 有 理 函 数 的 类 似 描述 . 
提示 : 这 个 函数 在 口内 必定 有 相同 的 零点 数 和 极点 数 ， 考虑 形 如 
(gs— ce} (i— a 
(zs 一 各 (pz) 
的 因 式 的 乘积 ， 共 中 Tol < 和 |18|1<1， 
5 设 了 是 三 角 多 项 式 
了 (及 一 SD) ret 


和 = 一 再 
并 且 对 所 有 实 的 6， 了 (内 守 9， 证 明 存 在 一 个 多 项 式 Pls) 一 ec 十 e618 十 "十 
cngn 使 得 
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了) 一 1P(ey1* 8 是 实数 ) 
提示 ; 应 用 习题 4 于 有 更 函数 2ass+， 如 果 我 们 在 很 设 中 把 了 (9) >0 挤 
为 了 (9) 滨 0， 结 朵 是 否 仍然 真 现 ? 
6 求 出 映射 po( 见 定义 12, 3) 的 不 动 点 ， 是 否 存 在 直线 使 pa 映 这 条 二 
线 到 它 自身 ? 
?7 设 映 射 


了 
fe ltari 


求 出 所 有 复数 m 使 fa 在 内 是 一 一 的 ， 对 所 有 这 些 情况 描述 fa (7). 

8 设 六 2 一 十 人 17 人 试 描绘 出 以 0 为 中 心 的 图 和 过 0 的 射线 在 了 之 
二 映 训 的 全 贺 和 到 出 线 族 . 

9 (a) 设 和 仙 = 熏 : 一 1 < 有 Rez<<17; 求 出 一 个 从 到 口上 的 ,并 话 足 了 (0) 一 
0 和 天 (0) 守 0 的 一 一 保 形 上 陕 射 站 的 明显 公式 ， 试 计算 六 (0). 

(0) 注意 , (@ 中 所 构造 的 函数 的 到 函数 的 实 部 在 己 中 有 有 界 , 而 虞 部 无 界 ， 
试 证 明 存 在 一 个 在 世上 连续 前 实 函 数 a, 它 在 鼠 内 调和 ， 而 它 的 调和 共 斩 困 
数 v 则 在 已 内 无 界 . (vw 是 使 4 十 注 在 矿 内 全 纯 的 函数 ; 由 预先 给 定 p(D) 一 0， 
我 们 可 以 唯一 二 决定 w ) 

(6) 设 8EE CD 在 末 内 | 民 eg| < 并 且 y(0) 二 0, 证 明 

ee |< pe 

提示 : 参看 习题 10. 

{四 设 从 是 象 在 定理 12.9 中 的 带 咸 固定 妇 申 前 一 点 空 二 1 有 ， 谈 上 是 
吕 到 总 上 的 保 形 一 一 映射 , 并 且 使 < 十 褒 映 为 0， 证明 

Ja atif)|=1icosB 

10 设 了 和 9 都 是 已 到 旨 内 的 全 纯 明 数 , 并 且 子 是 一 一 的 ,了 (ID) =00, 及 

(0) =g (0)， 证 明 
8 (DID)CFLDO (Oral) 

11 设 各 是 单位 回 盘 局 的 上 半 部 分 . 试 求 保 形 映射 志和 将 怠 映 射 到 区 上 ， 
并 且 将 + 一 1,0, 直 映 为 {一 1 一 让 对 - 试 求 出 sf 车 F(e) 0. 并 求 了 (73 提 
未 : 了 一 及 so 区 基 中 币 和 条 是 线性 分 式 变换 , 而 8 (1) 一 42 

13 设 避 是 西区 城 ,了 E 旭 (0), 并 且 对 所 有 we; Ref' (x) >0， 证 明了 ff 在 
遇 内 是 一 一 映射 。 若 将 假设 减弱 成 有 Ref'(z) 庆 0 时 ,结果 是 区 改 变 ? 〈 除 掠 了 
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芒 常 数 的 平 斤 的 情况 )， 试 举 出 例子 说 明 不 能 用 * 单 连通 ”代替 “ 凹 ”. 

13 和 设 只 是 区 起 ,六 6 百人 3) 一 1 2 3 每 一 个 疡 都 是 弛 内 的 一 一 了 喘 
射 ,并且 在 吕 的 紧 子 集 上 无 一 致 收效 于 子 ， 证 明了 在 台 内 或 者 是 常数 ， 或 者 
是 一 一 映射 ， 试 说 明 庆 两 神情 说 都 可 以 出 现 . 

14 设 电 一季 十 衣 : 一 1<g< 匡 ,EGGB)，| 天 二 5， 井下 当 z-co 时 ， 
了 (x) -x0， 证 明 

limf (x+iy) =0 (—1l<y<1) 

并 且 当 # 限 制 在 区 间 [ 一 &,8],&<1 时 ,了 一 埃 地 收 人 证 于 这 个 极限 ， 提 示 : 考 
虚 谋 到 于 中 ,其中 (2) 二 十 定 闵 在 正方 形 域 ，|z|<<1, |#| 达 1 内 . 

一 个 函数 gE 在 靠近 使 9 的 径 向 极限 存在 航 立 的 边界 点 时 ， 半 于 9 的 
性 态 , 这 个 定理 能 告诉 我 们 一 些 什 么 

15 设 史 是 所 有 请 足 Ref>>0 和 了 (0) 一 1 的 函数 EH (人 ) 的 族 ， 证 明 字 
是 正规 族 . 条 件 *f(0) 一 1 能 否 去 看? 能 否 将 它 改 成 叶 (0) 去 1 了 

16 设 吕 是 满足 | 


时 eplzaraysl 


的 所 有 fEH(0) 的 类 , 同 久 是 否 是 正规 族 ? 

17 和 设 总 是 区 域 , PE ,9 一 1 2 3 在 介 的 紧 子 村 上 天 一 致 赵 于 
了 ,并 且 在 只 内 是 … -映射 ,试问 是 否 能 得 出 尘 于 和 餐 个 紧 集 下 忆 2, 都 对 应 着 
一 个 整数 如 ( 玖 )， 使 当 j> 计 (EK) 时 ,fi 在 上 上 是 一 一 映射 ? 给 以 证 明 或 举 出 
反例 . 

18 议 纪 是 单 连 通 区 域 , zof42, 并 且 了 于 和 和 9 是 台 到 已 上 的 一 一 保 形 里 射 ， 
将 za 瞻 射 为 8， 问 了 和 8 之 间 有 什么 甘 系 ? 车 对 于 基 个 otU ,Jlz0) = (80) 
一 多 试 回答 间 样 问题 . 

19” 试 求 一 个 由 如 到 如 上 的 同 凸 , 使 它 不 能 扩展 为 在 如 上 的 连续 函数 . 

20 省 开 (定义 见 14.10),%% 是 一 正 整 数 ,证 明 在 在 一 个 冰 数 9557, 使 
得 对 于 所 有 8ED，ga (8) 一 了 (an)， 

21 试 求 所 有 于 Eee 满足 ， (四 了 (DT) 二 区，( 本 于 (CD 十 到，(c) [oa| 一 2， 

22 设 F 是 一 一 保 形 归 射 ， 它 将 吕 映射 到 一 个 以 Q 为 中 心 的 正方 形 上 ， 
并 且 玫 0) 一 0 证明 (is) 二 计 (z)， 车 了 (2) =Zenz", 证 明 加 一 D 除非 束 一 1 
是 4 的 倍数 .推广 : 将 正方 撒 换 为 具有 上 族 转 对 称许 航 音 连通 区 域 ， 

233 设 忆 是 有 肛 区 左 , 宪 的 边界 由 两 个 不 相交 的 回馈 组 战 ， 试 证 在 在 一 
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个 一 一 保 形 映射 ， 它 将 名 映射 到 环 域 ，( 对 于 每 一 个 使 2- 名 恰好 有 两 个 分 
支 的 , 每 一 分 支 包 含 铬 于 一 点 的 区 域 吕 , 这 结论 仍然 是 真 的 , 但 是 这 个 一 般 情 
形 比较 难于 处理 .) 

34 试 完成 定理 14. 32 前 下 述 证 明 的 细节 ， 设 1 二 肪 二 站 并 且 了 是 将 
4 (EL BD) 映 到 4401, Rp) E 上 的 一 一 保 形 映 射 。 定 义 了 = 了 和 f= 了 了 :Jn-1， 于 是 
存在 {f+ 的 子 序列 ,站 4(1, 吕 的 紧 子 储 上 一 致 收 项 于 一 个 靖 数 9， 试 证 即 
9 的 值 域 不 包含 任何 非 空 开 集 (例如 用 三 净 定 理 ?, 再 者 , 证明 在 加 {z:|z|?= 
Ry 上 9 不 是 常数 ， 因 此 ,了 不 能 存在 , 

25 下面 是 定理 14.22 的 又 一 种 证 项 .如果 了 于 如 存 14.22 所 设 . 种 壬 
适用 反射 原理 将 了 扩 完 为 吾 函 数 , 使 得 当 |z| 一 1 时 ,1ffa 1 一 1， 这 就 可 以 推 
出 了 2) 一 Cen 其 中 laT=1, 而 ww 是 -一 整数 , 试 完 成 这 此 细 池 ， 

26 重复 运用 定理 14.8 证 朋 中 的 第 二 步 , 可 以 得 呈 Riemann 映射 定理 
的 一 个 证 明 (由 KKoebe 作出 ), 它 在 下 述 意 六 上 是 一 种 构 尘 性 的 证 其 , 即 它 并 
不 要 求 正 规 族 的 理论 . 内 而 不 依 坏 于 芝 种 未 予 宵 定 的 子 序 列 的 在 在 性 ， 洲 于 
这 证 法 的 最 后 一 淮 , 假设 避 有 定理 13,11 中 [如 的 性 筑 是 有 好 处 的 ， 因 丝 , 枉 
何 与 介 保 形 等 价 的 区 域 都 满足 (如 、 同 亿 一 下 , (了 是 然 排 出 引 ) . 

根据 定理 14,. 8 中 的 第 一 步 . 不 失 .- 般 性 , 可 以 假设 05 ,号 于 区 并 用品 
下 可 ， 设 各 二 各 。， 这 个 证 明 在 于 构造 区 刻意 1.24, 昌 s，… 和 范 数 到 ,下 ,天 
使 后 ( 和 +40) 一 如 nm 是 靖 数 冯 -40… fa 了 收效 于 一 个 人身 到 如 上 的 保 形 
映射 ， 

试 完 咸 下 述 提 纲 的 各 个 细节 . 

(的 设 人 1 已 造 出 , 令 rs 是 廊 足 记 (0; ?和 人 .1 的 最 夫 数 , 设 a 是 
史 。- 的 边界 点 , | a6| 一 rm, 选取 入 使 所 一 一 ev 并 设 

PP-arr Pp 
[记号 与 定理 14.8 证 明 中 的 相同 )， 斌 证 Ps 在 名 ,1 内 有 全 部 的 反 国 数 好, 
并 设 所 二 4,G,， 共 中 入 = 二 |e1fe 和 = 全 (0)、( 这 个 六 就 是 与 品 ，, 相 对 
应 的 Koebe 映射 ， 注 总 , 轴 是 初等 函数 , 它 只 包含 两 个 线性 分 式 变换 和 一 个 
平方 根 . ) 

(本 计算 上 太一 代 十 72A7a DT 

fc 设 久 (5 一 z 和 (2) 二 所 全 4-412)). 证 明 妆 , 是 将 昌 映 射 到 一 估 域 
,CU 上 的 一 一 映射 , 他 (D》 有 界 ， 
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站 一 1 
因而 当 站 -ceo 时 ,rs>1， 


(8) 对 zs€ 介 , 记 闻 (2) 二 2,12}， 证 明 [ 嫩 | 之 | 各 #41; 应 用 Harnack 定理 
和 第 十 一 竟 习 题 32 于 lng#s? 以 证 要 { 相 在 如 的 紧 子 集 上 一 臻 收效, 并 证 明 
Timg 是 妃 到 区 二 的 一 一 瑞 射 ， 


出 
| 


ee 


27 证明 全 ，11 一 rw?<eco， 其 中 和 于 是 习题 26 已 出 现 过 的 序列 . 
n=1. 


{J]—v rt 
271 . 
28 但 考 在 习 古 站 中 我 们 选取 eeEE 一 号 不 必 强 调 }a 一 ”rw 例如 ， 
只 要 坚持 


EA 
这 和 样 产生 的 序列 各 收 是 否 仍 收 鳅 本 所 要 求 的 映射 孙 数 ? 
29 设 四 是 有 界 区 成 , of 人 2,fEHIO) .CO, 诗 有 Lf 了 (0 = 


(9) 令 于 及 下 = 了 ef 1 语 计 算 所 (9), 并 且 推 量 |f7 {9) | 筷 1. 
{) 姑 果 玉 (一 1, 入 朋 对 所 有 26 如 ,f(z) 一 z， 提 示 . 


: 车 
并 (光一 # 十 emfs 一 国 出 十 … 
计算 天 (3) 展开 式 中 (2 一 ”的 系数 . 
(6) 车 1 (9) |=1， 试 证 下 是 一 一 映射 ,并 人 L 了 ( 人 8) 一 已. | 
提示 : 如 果 ?一 六 (四 ， 于 是 存在 整数 wu->oo. 使 得 re->I 和 所 ,一 g, 则 
9 一 1，8(4) 握 世 (用 第 十 党 习题 20)， 因 此 由 ( 丰 得 yg(z) 二 xs， 利用 g 作 
出 甘于 子 所 需要 的 结论 . 
30 刘 志 是 由 扬 有 线性 分 式 变换 组 成 的 集 . 
荐 {a, 有 , >, 全 是 不 相同 复数 的 四 元 序 组 , 它 的 交 比 定 久 为 
re By, 人 一 (CC 一 月 (p06) 


(一 且 (¥—A 
车 其 中 有 一 个 为 cp， 定义 明 电 地 接连 续 性 方式 修改 .同样 庶 用 于 当 e 与 召 
(或 六 入 相同 的 情形 . 


( 册 在 扩 (29 一 [2 oo Bp] 试 证 wd 并且 加 觅 {a 有 Bp} 为 [0,1, oo0}. 
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司 ) 证明 ;方太 [ww 9,8, 6]==[z, 4 有, YJ 可 以 按 外 二 (2 的 形式 解 出 ， 
.这 时 , gsA, 并 特 {a, ,7} 映 为 人 9, 5,6}, 

C0) 车 ged, 证明 

[9 (Co), 0) pr), P=Ea, Pp, 

{四 试 证 当 且 仪 当 这 四 点 同 在 一 辐 周 或 直 绪 上 时 [a, 8, 6] 是 实数 . 

C9) 称 2 和 a* 两 个 点 关于 经 过 a,B,y 的 圆周 (或 直线 ;0 是 对 称 的 ， 如 
果 [Ls*, a, BB,y] 是 [sa, eg, 品 ?] 的 复 共 叔 教 ， 失 局 是 单 位 加 周 , 试 求 3 和 村 之 
间 的 茄 单 几 条 关系 ， 同 样 讨 论 吕 是 直线 的 情况 ， 

了 ) 设 #2 和 zg* 关于 CQ 对称， 证 明 对 于 每 一 个 yA， (和 (2 关于 
Pt) 对称 . 

31 《证明 4( 见 习题 30) 以 复合 作为 群 的 运算 时 是 一 个 群 ， 就 是 说 . 
若 wpEA 和 EA， 证明 s9E4， 状 且 和 的 反 匿 数 -IE4，、 证明 二 不 是 交 
换 的 . 

{四 ) 试 证 4 中 每 一 元 素 ( 不 是 得 等 映射 ) 在 好 有 一 个 或 网 个 不 动 点 。 [wp 
的 不 动 点 就 是 使 加 (6) = 二 a 的 点 1 

(5) 映射 和 gEA 称 为 打 辑 , 如 果 存 在 一 个 划 EA, 使 p= 苗 ~1opo 六 . 评 
明和 钥 一 个 BE gg 有 了 叭 -… 不 动 虑 ; 册 与 揣 射 zz 十 1 洪 斩 、 证 明知 -个 ps 
,有 两 个 不 同 的 不 动 点 , 则 多 与 映射 *->Gz 韭 统 , 其 中 心 是 复数 ; 能 由 
庄 定 到 何 种 程度 ? 

(0) 设 避 是 一 复数 .证 明 对 每 一 个 以 a 为 其 唯一 不 动 点 的 PE 于 应 有 
一 个 B, 使 得 


1 -1L 
Pa)—a ZC— ath 


设 Ge 是 所 有 这 些 划 加 .| 伍 等 变换 构成 的 集 ， 试 证 明 人 是 有 4 的 子 群 , 并 且 
Ce 与 所 有 复数 构成 的 志 法 人 群 同 构 . 
(te) 设 w 和 户 是 两 个 不 同 的 复数 ， 设 G6。, s 是 所 有 以 2 和 月 为 不 动 点 的 
Ed 的 集 ， 证 明 每 一 个 pEGo, es 由 
Pla) a 名 一 如 
pp Ya 
给 出 , 其 中 是 复数 .并 证 明 Ga 是 4 的 子 寿 , 且 G4, 5g 与 所 有 非 零 复数 构 
成 的 滋 法 性 疗 构 ， 
(fg 如 在 (四 (或 (0)) 中 所 设 , 对 哪些 加 周 训 有 pCO0) 0; 这 个 回答 应 
当 由 参数 wm 所 及 ?人 确定 下 来 . 
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第 十 五 章 “全 纯 函 数 的 零点 


无 穷 羔 积 


15.1 关于 区 域 吕 内 不 是 常数 的 爹 纯 阴 数 了 的 零点 集 2[ 人 )， 
迄 令 我 们 只 见 到 一 个 结果 , 即 多 (f) 在 引 内 没有 极限 点 ， 不 入 我 们 
将 会 看 到 , 如 果 没 有 其 它 条 件 加 之 于 了 ， 半 于 2() 所 胡 说 的 也 就 
只有 这 一 点 ， 因 为 Weierstrass 定理 {定理 15. 11) 断 言 每 一 个 4 性 
外, 妆 4 在 怠 内 没有 极限 点 时 ， 一 定 有 一 个 巷 鼠 ( 马 )， 使 二 就 是 
3( 力 ， 如 果 4= tan}， 构 坦 于 的 自然 方式 是 选取 国 数 六 SEE0D)， 
使 疡 只 在 om 有 一 个 零点 ,并 且 考 虑 肥 积 

t= ffefs 

当 #->00 时 的 极限 。 我 们 必须 安排 得 使 {p,} 收 钙 于 某 个 EH(D》 
并 且 这 个 极限 函数 了 除 在 指定 的 各 点 ox 外 不 为 等 因此 ， 从 研究 
无 穷 乘积 某 些 一 般 性 质 开始 是 适宜 的 ， 

15.2 定义 设 isw} 古 一 个 复数 序列 ， 
(1) Dn = (Iu) (Tt) (1 十 ) 
并 且 PB 二 limps 存 在 , 则 我 们 记 


(2) p= E+,) 


Ps 是 无 劣 乘积 (2) 的 部 分 乘积 ， 车 序列 {p,} 收 化 ,我 们 就 说 无 穷 胰 
积 (2) 收 伊 . 

在 研究 无 穷 级 数 Zo 时， 重要 的 是 6 是否 迅 速 趋 于 0。 类 似 
地 , 在 研究 无 穷 冬 积 时 ， 我 们 感 兴趣 的 是 这 些 因 式 是 否 接近 于 1. 
"3354. 


这 说 明 当 s 接近 于 0 时 ,上述 记号 ; 1 十 后 是 接近 于 1 的 。 


a 


(1) pz=JTQtw), = TCt+lel) 
则 
(2) a | 十 …… 十 25x|) 
县 
. (3) [Py—1|<p#—1 


证 明 对 于 zf 关 0， 不 等 式 1 十 zs 委 6 可 以 由 6?* 的 稼 级 数 展开 
直接 得 到 .将 = 换 为 | ,…， lwx|, 然后 将 所 得 的 各 不 等 式 相 乘 ， 
人 恒 得 出 不 等 式 (2)， 对 于 请 =1,(3) 式 是 显然 的 。 一般 情况 可 由 归 
商法 得 出 。 对 =1,*…, N 一 1, 

Pti—1=pb(l+e)—1= Cp TIT i) Wn 
因此 , 如 果 用 去 代 趟 交 时 (3) 式 成 立 ， 则 也 有 
[peri—T Rt wl| + wr) = p41—1 
15.4 定理 设 fu) 是 集 上 的 有 界 复 函数 序列 ， 使 得 


Di 


ee 


内 三 1 


a errurorwrrorw 
pe 人 re 
re 


Md 
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为 (1) 的 前 并 项 部 分 莱 积 ,我 们 从 引 理 15. 3 知道 存在 常数 C<co， 
对 于 全 体 六 和 全 体 。 有 |9xw(s)| 委 局， 


选取 。 ，0<<e< 可 于 是 存在 W 满足 


(3) Si [ua (Ss) le (EN) 


设 ti 96, 28,"…} 是 和 {1,2,8, "的 一 个 置换 。 如 时 入 之 入 0, H 
是 够 大 , 使 得 
(4) {1,2,0, NC {RI Me "Ry 
并 且 , 如 果 gut(3) 表 示 无 穷 乘积 (2) 的 第 江 个 部 分 胡 积 , 则 
(5) dau— Ps= Pr(II(L + ) —1} 
在 (5) 中 婴 现 的 % 是 互 不 相同 的 , 拭 且 大 于 No, 因此 由 (3) 和 引 理 
15. 3 证 得 - 
{6) Igy—Px|S Py] (ee —1) S21 py| e200e 

如 果 ,一 六 二 1,2,3,), 则 gw 二 pz， 并 且 (6) 式 客 朋 {py} 
一 至 收 合 于 一 个 极限 函数 了 (6) 式 也 表明 


(7) | Ba ~— Py | 2 |x, le (MND) 
于 是 jp | 实 (1 一 28)jpx|， 因 此 
(8) lf(s) | 守 (1— 2e) py, (8)] (sES) 


这 就 证 明 当 且 仅 着 pw,(s)=0 Bf(8) 二 0, 
最 后 , (6) 式 也 内 明 gw} 与 {pw} 收 鳅 于 相 辐 的 极限 ， 
15,5 定理 设 0<<w, 之 则 当 且 仅 当 > 时， 
办 =1 


a 


HW)>0 
二 1 


证 明 ”如 果 pw 二 (1 一 wj (1 | 
此 28= 1impx 存在 ， 若 Zu << co ,定理 15. 4 赣 少 着 Pp 祷 0. 男 一 方面 ， 
*。 356 。 


下 . 
pp = [TO —u exp{ ou mo) 
也 二 1 


并 且 , 车 Zw 二 00; 则 当 %->00 时 ,上 面 表 达 式 趋 于 0. 
我 们 将 经 常 运用 定理 15. 4 的 下 一 推论 ， 


a 


ee Ee 


a < 


pe Pr Pr 


(2) fC2)= TEf.2) 


rr 


Ph A omperr 


(3) m(fz)= ST mf:s) (2E0) 
n=1 


m(f; 4)=0.] 

证 明 第 一 部 分 由 定理 15. 4 立即 得 到 ,对 于 第 二 部 分 ， 由 
(1) 式 可 以 观察 到 对 每 一 个 zsE0 存在 一 个 邻 域 F， 在 下 内 至 多 有 
有 限 个 六 有 零点 。 普 先 弃 出 这 些 因 子 。 由 定理 15. 4, 余下 的 乘积 
在 下 内 没有 零点 ,而 这 个 性 质 给 出 了 (3) 式 。 附 春 阅 一 铝 ， 我 们 也 
可 以 看 出 对 于 和 任何 给 定 的 5E 吕 ,级 数 (3) 至 多 有 限 项 为 正 。 


Weierstrass 因 式 分 解 定理 


15.7 定义 设 二 (2) 二 1 一 z, 推 是 对 于 p= 二 1, 2,3， ny 
= 337 


Ey ge? 
E,(2)={1—2)exp jz+t 委 + 人 


这 些 由 Weierstrass 引进 的 函数 有 时 称 为 基本 央 式 .它们 只 在 2 
I 有 零点 - 它们 所以 有 用 是 右 航 于 这 样 的 事实 : 明 然 吾 ,:(1) 二 0, 但 
是 当 |sj<1 和 是 够 大 时 ,它们 靠近 工 
15.8 3 引 理 对 于 |z|<1 和 p=0,1,2,"”…， 有 
|1—E,(s)| lz 


证 明 当 Z=0 时 这 显然 成 立 ， 当 了 仿 1 时 , 直接 计算 得 芭 
—E,(2)=27exp 生生 
因此 , 一 EE5(z) 在 z=0 有 加 阶 零 筷 并且 一 Es 按 z 的 逢 级 数 展 开 
式 有 非 负 的 实 系 数 。 因 为 
1 一再,( 妇 一 -| BB (ww) dw 


1 一 在 z=0 有 %+1 阶 零点 ,并 且 知 时 
lBEy(2) 


(2)= pri 
由 gs) 二 世 qnz” ,其 中 所有 6 宇 0。 因 此 车 1s| 所 1， 则 |p(2) | 所 
mp(1)=1. 这 就 续 出 于 理 的 让 六 ， 


ee A 


(1) a oo 

对 每 一 个 正 数 了 ( 黄 中 心 三 |an |) 成立 ， 则 无 穷 乘积 

(2) Plz2)= TE,,{ = 
JIew(Z) 


定义 一 个 整 亲 数 卫 ， 卫 在 每 个 4 有 零点 ， 并 且 在 平 回 内 设 有 其 它 
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零点 


更 确 切 地 识 , 如 果 & 在 序列 (z,} 中 出 现 加 次 , 则 了 在 有 名 阶 
零点 . 
例如 ， 若 p =%—1 ? 册 共和 件 (1) 总 是 能 满足 的 ， 


error pr retrrreoro 人 er 


证 明 对 于 每 个 7 ,除开 右 限 个 外 ,7, 记 27， 因 此 对 这 些 %， 
rir < 可 . 邻 1 十 和 一 加 则 (1 ) 式 成 立 . 


现在 固定 +， 如 果 1z| 志 7, 引 理 15,8 表明 


AC 三 | "< 全 1+Fn 


友人 Fn 
当 7 之 ? 时 成 立 。 但 这 对 除开 有 限 个 % 之 外 是 满足 的 . 现在 从 
{1) 式 可 以 得 到 级 数 
|) 


在 平面 内 紧 集 上 一 吾 收 敛 , 并 由 定理 15.6 得 出 所 求 的 结论 ， 

注 : 对 于 茶 些 序列 17s}，(1) 式 当 {ps} 是 常数 序 到 时 也 能 成 
立 ， 使 这 个 常数 取得 尽 可 能 小 是 有 趣 和 的; 所 得 到 的 菌 数 (2) 因此 
被 称 为 对 应 于 (2,} 的 典范 积 ， 例 如 , 邵 果 (17,)< 过 00, 我 们 取 Pr 
二 0, 如 典范 积 仅仅 是 _ 


A 


ww 


了 I(- 


如 果 之 lr =c0, 担 2173 之 00, 则 典范 积 是 

HT (2 )e 

上 典范 积 在 研究 有 限 阶 整 函数 时 是 很 有 趣 的 ，( 定 义 见 习题 2). 
我 们 现在 叙述 Weierstrass 因 式 分 解 定理 . 
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15. 10 定理 设 了 是 整 旺 数 ， 了 (CO 天 D， 并 旦 证 吕 17 S93 Ba 


ee Ep 


Cr rr Fe ee re rr, 


个 非 负 整 数 序列 {ps}, 使 


注 : (9) 和 如果 了 在 4 二 0 有 避 阶 零点 ， 那 么 前 述 结论 可 应 用 于 
f(z)12*. (5) 因 式 分 解 (1) 并 不 是 唯一 的 . 一 个 唯一 的 因 式 分 解 
可 以 对 应 于 其 零点 满 是 使 典范 积 收 敛 所 需 条 件 的 那些 

证 明 设 卫 是 定理 15.9 中 由 子 的 委 点 构成 的 习 积 , 则 fi/P 在 
平面 内 只 有 可 去 奇 点 , 因此 是 (或 扩展 为 ) 整 函数 ,同样 , ffP 没有 
零点 , 又 因为 平面 是 单 连通 区 域 , 故 jf/1P=e’, 9 是 整 函 数 ， 

定理 15. 9 的 证 明 容易 应 用 于 任意 的 开 集 : 


a ne 
Me A rpmrarvrapors rorrrarerunarurrarururaruruurerTLre rnrerrovroro Tree 
ee ee ee 


证 明 为 了 使 讨论 简化 同时 又 不 类 一 般 性 ,假设 cos 旭 ,但 o% 
&4. (若非 如 此 , 通过 一 个 线性 分 式 变换 就 可 化 为 这 种 情况 )， 则 如 
一 如 是 平面 的 一 个 非 空 紧 子 集 , 并 且 o 不 是 4 的 极限 点 ， 

如 果 44 是 有 限 的 , 则 我 们 可 到 了 为 有 理 图 数 ， 

如 果 44 是 无 限 的 , 则 和 4 是 可 数 的 {和 否 岂 女 在 如 内 有 极限 点 ). 设 
02s} 是 4 内 的 序列 ,并 且 在 序列 中 每 个 aE4 都 刚好 出 现 mg) 次 ， 
每 个 wo 对 应 一 点 BsES* 一 上 使 得 | 8, 一 | 志 1 有 8 一 as| 对 所 有 BE 
一 具 成 立 ， 因 为 翌 一 只是 紧 集 , 这 是 可 能 的 ， 于 是 当 %->w 时 ， 

lB —on| 一 0 
否则 万 就 会 有 一 个 极限 点 在 只 内 ， 我 人 断言 
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f(2) = ITz 人 人 = 各) 
具有 所 需 的 性 质 . 
记 rs 一 2 | 0 一 有 1， 设 吾 是 名 的 紧 子 集 ， 因 为 rw 一 0， 于 是 存 
在 如 ,对 所 有 s5E 忆 和 所 有 n% 空 部 13 一 包 > 各， 因此 ， 


如 一 及 < 
向 引 理 15.8, 它 让 洱 着 。 
| 一 (=h" sf ) <(3) (2EK, nN) 


并 由 定理 15. 6, 这 就 再 次 完成 了 证 明 . 
作为 一 全 推论， 我们 现在 得 到 亚 纯 函数 的 一 个 特征 〔( 见 定 义 
10. 4). 


15.12 定理 每 一 个 党 六 在 开 集 吕 内 的 亚 纯 国 数 是 99 内 两 


ET EE TT ruieeupareAroroeerereore 


个 信 纯 国 数 的 商 . 

逆 定 理 是 很 明显 的 ; 如果 9EHNCQ),hEH()， 且 在 介 的 
任何 分 支 内 不 恒 等 于 0, 则 9 名 在 昌 内 是 亚 纯 的 . 

证 明 ”假设 了 在 台 内 亚 纯 ; 设 冯 是 了 在 马 内 所 有 概 战 的 集 ; 并 
且 对 每 个 aE4, 访 m(a) 是 了 在 极点 % 的 阶 ， 归 定理 15. 11， 存 在 
一 个 8E 吾 { 台 ) ,使 六 在 每 一 个 aE4 有 1m(%) 重 露点 ,并 且 记 没有 其 
它 零 点 ， 记 89 一 其 9 在 4 的 朵 虑 是 可 尘 阁 点 ， 因 此 我 们 可 以 扩 
展 9, 使 9e8(2)， 显然 ,在 从 一 4 内 f=9/hb 


一 个 插值 问题 


Mittag-Leffler 定理 和 Weiersirass 定理 15. 11 结合 起 来 可 

以 解 焉 下 列 阿 题 : 我 们 是 否 可 以 任意 取 一 个 在 怠 内 没有 极限 点 的 
集 4C 吕 ,并 且 找 到 一 个 国 数 开辟 (2)， 在 凤 的 每 一 点 取 给 定 的 
值 ? 问答 是 衣 定 的， 事实 上 ,我 们 可 以 作出 更 好 的 结果 ,还 可 以 在 
5， 


4 的 每 一 点 永 给 定 的 有 限 阶 导 数 ， 
15. 13 定 至 扫兴 名 基 直 而 内 网 一 个 并 吉 4C2， 首 在 总 


a 
Ee a 
人 


A ret 和 wereimauarenurornureremen ouraaurerr 


证 明 ”由 定理 15. 11, 存在 一 个 质数 9EH(CD), 9 只 在 妊 肉 有 
零点 , 并且 在 每 一 个 aE4，89 有 全 (oa) 十 1 阶 零点 ， 我 们 断定 对 于 
每 一 个 Ed, 对 应 有 一 个 形 为 


lL+im te) 


(2) Ptz)= DD, col2—o) i 


4=1 


的 函数 P。 使 9P。 在 以 & 为 贺 心 的 共 个 天 载 内 有 和 轿 级 数 展开 式 
(3) Ha)Pe(R) = at) 二 十 夫 mioya(2 一 8) 十 

为 了 书写 简单 , 取 <=0 及 m(%)==m， 并 赂 去 下 标 %， 对 于 千 
近 0 的 4, 我们 有 


(4) gC2)=B2mt! 二 bgm ?二 

其 中 页 关 0， 如 果 

(5) P{s)=e.s !+ tomis "1 

出 

C6) gs)Plz)=(0n0 t+ Onzt es) Ch 二 baitbai.) 


这 些 五 已 经 给 定 了 , 我 们 希望 选取 那些 。 ,使 得 
(C7) gz) Pa) = 十 WW 十 十 志 m2 人 十 
如 果 我 们 比较 (6) 和 (7] 中 1,s ,zz 的 系数 , 因为 一 尖 9， 我 们 可 
以 依次 在 得 出 的 方程 中 解 出 cmt em ye 

按 此 种 方式 我 们 求 得 所 需 的 各 个 P,。 现 在 Mittag-Leffler 
定理 给 出 一 个 在 只 内 的 亚 纯 函 数 &， 它 的 主要 部 分 是 这 些 P。。 并 
且 如 果 我 们 令 了 一 蚊 , 便 可 得 到 具有 所 需 性 质 的 函数 

插值 问题 的 解 可 用 来 决定 环 开 ( 虽 ) 内 的 金 体 有 限 生 成 理想 . 
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15,14 定义 由 属于 五 (如) 内 的 函数 9 …， 名 生成 的 理想 
C9.，…;9s] 就 是 所 有 形 如 J.9; 的 国 数 构 成 的 集 ,其 中 f,EH(D)， 
i 二 1,，…, Rn。 一 个 主 理想 是 由 单独 一 个 函数 生成 的 理想 ， 注 意 [1 
一 五 (人 9). . . . 

如 果 fe 五 ( 介 ),%E9 ,并且 在 & 的 某 个 邻 域内 于 不 恒 等 于 0， 
在 的 零点 的 重 数 记 为 好 (六 0). 像 在 定理 15.6 中 一 样 ， 若 
fe) 0, RI mf;o) =0. 

15.15 定理 ”和 丝 二 个 吾 ( 马 ?内 的 有 限 生 成 理想 都 是 主 理想， 

这 得 哆 明白 些 ， 如 果 名,…， EH(Q)， 则 存在 函数 gf， 
EHCO ) 满 足 


9= Dfig; 及 i= hi (1 < 
.t=1 . 


证 明 我 们 将 假设 吕 是 一 个 区 域 。 这 样 微 是 为 了 避免 那样 一 
些 国 数 所 造成 的 问题 , 它们 在 吕 的 某 些 分 支 肉 重 等 于 0， 但 不 在 所 
有 各 分 到 内 恒 等 于 0 一旦 证 明了 定理 对 于 区 域 成 立 , 这 个 结果 就 
可 以 应 用 于 任 一 开 集 但 的 每 一 个 分 支 ， 并 且 整 个 定理 也 就 能 推出 
来 . 我们 将 推 证 的 细节 和 留 作 习 题 . 

设 P(n) 是 下 述 命 是 : 1 

如 果 1 … 9sEBH()， 若 没有 一 个 9; 便 针 于 0 并 县 如 果 怠 


ET 


em ee 


gr EH(N), 它们 没有 公共 零点 ， 由 Weierstrass 定理 15. 11, 
存在 gEH( 介 ) 满 足 
(1) 1 2 一 mintnefg al1ssts3 一 1)} (wD) 
函数 f= 二 9:/w(1<i<n 一 1) 均 属于 (Q) 并 量 在 介 内 没有 公共 
零点 ， 因 为 Pln 一 四 已 成 立 , [fi …, 了 1] 二 [1], 歼 
(2) [9 gn- 0d = Lo, gal 
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再 者 ; 我们 选取 的 多 表明 在 全 和 4= {aE 吕 :Po 一 0 的 每 一 点 
gr(9) 天 0 因此 由 定理 15. 13, 存在 8E 吾 (只 )} 使 
(3) ml hg 0) mp; w) (gE ) 
当 weE4 和 0<m(p}9) 时 ,这样 的 加 可 由 适当 地 选择 2a) 的 
预定 值得 到 

由 (C3), (1 一 hgn)/9 有 可 去 背后 ， 于 是 对 某 个 让 区 (8 有 
(4) 1=Rg, + fw 
由 (2) 和 (4), 1EFg,…, 9 J 

我 们 妃 证 骨 Pt 一 蕊 草 洱 P(x), 因 此 对 所 有 ,PCn) 成 立 , 

最 后 , 假设 GE 瑟 () 并 且 没 有 一 个 各 伍 等 于 0 (这 
不 会 珀 类 一 般 性 }， 再 次 应 用 定理 15. 11 得 出 pSEHCQR)， 对 所 有 
ED, mn) =minm(Gs;o) 成 并 . 令 =Gi/g, 则 9 下 (只 )， 
并 且 沼 数 9,…,g; 在 日内 没有 公共 零点 ， 册 PCn), [9 8] 一 
[1]， 因 此 [,,…,G,] 二 Lp]， 这 就 完成 了 定理 的 证 央 . 


Jensen 公式 


15.16 我 们 从 定理 15. 11 看 出 ,全 纯 函 数 在 人 内 的 零点 位 置 
除了 在 日内 没有 极限 点 这 一 条 外, 是 不 受 什么 限制 的 , 

如 果 我 们 将 囊 ( 介 》 代 之 以 它 的 由 某 些 增长 条 件 所 确定 的 子 
类 , 情况 战 大 不 相同 了 .在 那些 情况 下 ,零点 分 布 不 得 不 满足 森 些 
定量 条 件 . 这 些 定理 的 大 多 数 其 基础 是 Jensen 公式 (定理 15, 18)， 
我 们 将 把 它 应 用 于 某 些 整 般 数 业 和 五 (本 ) 的 革 些 子 业 ， 

下 面 的 引 理 给 出 了 一 个 送 用 Cauchy 定理 来 计算 定 积分 的 
机 会 . 

15.17 引 理 起 | log |1—e'*|dg =0, 


a 


证 明 设 只 一 {z:Rez<ly， 因 为 在 只 内 ,1 一 z 尖 0, 和 并且 只 是 
a SE = 


单 连 道 区 域 , 于 是 存在 一 前 数 AiE 吾 (0 六 使 得 

exp{tAa(a)} =1—2 
在 吕 肉 成立， 并 吾 如 果 我 们 要 求 站 (0) 二 0， 则 名 是 唯一 的 ,因为 
在 吕 内 ,Retl 一 弛 >0. 于 是 我 们 有 


《1》 Reafz) 一 log1IL 一 3|， IImh(z)| < 各 {zE0Q) 


对 于 很 小 的 6>>0, 设 矿 是 路 径 


(2) T(tN=e': (St<2x—6) 
并 设 ? 是 圆心 在 1 的 贺 弧 , 宅 在 如 内 径 由 ee 到 ee- 则 
(3) 去 iog11-o"1ag= Re| 款 二 | ze 于 | 


=Re [起 hz) | 
最 后 一 个 等 式 依 下 Cauchy 定理 ; 注意 (0) =0. 
?的 长 小 于 #6, 因此 (1) 式 表 朋 (3) 式 最 后 一 个 积分 的 绝对 情 
小 于 Cdlog (1/6)， 其 中 CC 是 常数 ， 如 果 在 (3) 中 令 6->0， 便 得 出 
结论 . 


A Tr 


明说 中 贡 


EF nm 


这 就 是 所 谓 的 Jensen 公开 .假设 了 (0) 关 0 这 一 点 对 于 应 用 
并 无 妨碍 , 因为 如 果 了 在 0 有 包 阶 零点 , 则 公式 可 应 用 于 fz)/ 2*. 

证 明 将 点 0 排序， 使 @1,…, en 均 在 DC0;7) 内 ， 而 [amsil 
二 "二 |&x| 二 ?7. 《当然 ,我 们 可 能 有 w= 人 太 或 各 =0.) 设 


二 一 Nn 
C2) 000) = (9 Tt I 


n=-mtl 


由 事 硬 盏 < 


则 geHCD)， 共 中 DDC0;r 二 e)。 对 某 个 e 汪 0，g 在 可 内 没有 
零点 ,因此 log 1g| 在 DD 内 是 幸 稍 数 ( 定 理 13.12), 并且 


(3) log19(0)1 = 如 legig(re'91d8 
由 (2) 式 ， 
(4) 1501=170) TE 

n=1 


和 如果 1z#1 二 7 对 于 1&w 志 mw,，《2) 式 中 的 因 式 绝对 值 为 1。 如 果 om 
二 ye 对 于 < 人 恒 有 | 


x 
(5) loglg(rei)| =loglf (re )|— D>, logll~—e' | 


n=mt]l 
因此 引 理 15. 17 表明 , 如 果 以 了 代替?9 ， 则 (3) 中 的 积分 不 变 ， 与 
(4) 比 较 即 给 出 (1). 
Jensen 公式 产生 一 个 包含 王 内 有 界 全 纯 函 数 的 边界 值 的 不 
等 式 ( 我 们 辐 忆 一 下 ,这 些 畏 数 的 类 我 们 曾 记 作 五 


Re 


DD = og lflred) de (0<r<l) 
(2) = olfrCre) ao. 

共 中 六 是 于 的 径 向 棋 限 函数 ,如 同 定理 11, 21 中 的 一 样 ， 则 
(3) 着 OSISSSL ED SLD 

(4) 妾 ?0 时 ,p> log1f(0)| 

区 且 

(5) 当 0<r<l 时 pA Sef) 


ee. 


注意 下 面 的 推论 ， 可 以 选取 7, 使 当 1#| =? 时 ,7(z)? 天 0. 这 样 
Kr( 由 就 是 有 限 的 , 并且 由 C5), ux*( 了 也 是 有 限 的 ， 于 是 log |f*|& 
» F606 * 


Ce 人 


证 明 存在 整数 Ww 这 0, 使 (2) 二 pe) ge ; 太 9(0) 才 0 
用 9 替换 了 , 应 用 Jensen 公式 15. 18(1)， 当 ? 增加 时 ， 它 的 左边 
显然 不 能 厂 少 ， 于 是 当 7 过 #8 时 ,Ar(8 扫 He 人]。 因 为 

Rr) = Hu9) + miogr 

我 们 便 证 明了 (3). 

不 失 一 般 性 , 现在 假设 |f| 扎 1， 记 玉 (Ce) 以 代 具 fo ny 
当 r 一 0 时, 太 ->F(0)， 并 且 当 盖 >1 时 方 几 乎 处 处 咎 于 产 . 
log(17| 记 1) 六 两 次 应 用 Fatou 引 理 并 (3) 式 组 合 ， 让 
和 (5). 

15.20， 整 函数 的 零点 ”假设 了 是 整 国 数 ，. 
(1) M(r)=suplftre™)| (0<r<co) 


且 n(7) 是 了 在 DD(0;7) 的 零点 数 ， 为 了 简 革 ;假定 了 (0) =1， 如 果 


tos} 是 下 的 零点 序列 ,并 接 ioi| 志 |az| 夸 … 排 列 的 话 , Jensen 公式 
就 给 出 


, ni2ry 
M(27)>expla| 让 I a 
一 机 =1l 


nirTy 


> 症 训 > 


因此 
《2) n(r)log2< log M(27) 

这 样 一 来 ,使 s%(r]) 能 够 按 之 增长 的 速度 ( 换 句 话说 ， 了 的 零点 
密度 ) 就 由 到 (7) 的 增长 率 所 控制 ， 从 更 特殊 的 情况 着 眼 ， 候 设 对 
于 很 大 的 有 
(3) M{ir)<exptAr’) 

其 中 4 和 是 给 定 的 正 数 , 则 出 (2) 式 导出 


9 S67 * 


leg 人 7) 
(4) lim 1 sup log7 E, 


例如 , 若 导 是 正 整数 ,而 


(5) f(z)=1—e” 
则 nC7) 约 为 zx- 吕 r*， -因此 

log%(r) 
(6) lim lonr logT 一 下 


这 正明 了 估计 式 (4) 不 能 改进 ， 


Blaschke 线 积 


Jensen 公式 使 我 们 有 可 能 决定 不 是 常数 的 函数 fE17” 的 零 
点 所 必须 满足 的 精确 条 件 . 
15.21 定理 如 果 人 ta 是 忆 肉 的 序列 , 满足 0%, 关 


(1) SI ) oo 


n=l 


re 


车 是 非 负 整数 ,并且 如 果 


Cr 


(2) BC)=2 "村 oe! Ce0) 


Es 


我 们 称 函 数 互 为 Blaschke 乘积 ， 注 意 ， 某 些 w 可 能 重复 ， 
此 时 BB 在 这 些 点 有 多 重 零 点 . 也 应 注意 (2) 内 每 个 因 式 在 了 上 的 
绝对 值 为 1 

当 只 有 有 限 个 因 式 时 , 仍 称 为 Blaschke 乘积 。 并 且 其 至 可 以 
没有 一 个 因 式 ,在 这 种 情况 下 , 吾 (z) 一 1.。 

证 明 级 数 
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CO Jan 
三 | 1— Gn [ee 
的 第 % 项 当 1z| 安 7 时 是 


| ts 十 [tn | 
{ 一 次。 2) 


因此 定理 15,6 表明 BEH(U)， 并 且 B 只 有 给 定 的 零点 ， 因 为 在 
(2) 中 每 一 个 因 式 在 如 内 的 绝对 值 小 于 1， 于 是 得 知 | 8(#) | 过 1， 
和 并且 完 友 了 证 明 ， 

15,22 上 述 定 理 指出 


la- lm |) FE la 1). 


(1) Da- 站 <co 


是 存在 一 个 只 有 预先 给 定 的 等 点 {a,} 的 函数 fE 五 ”的 充分 条 件 ， 
这 个 条 件 也 可 以 证 明 是 必要 的 : 如 果 fEH” 且 了 不 乙 等 于 0, 则 f 


Er re 


是 (1) 式 对 于 我 们 现在 就 要 论述 的 一 个 更 大 的 霄 数 类 也 是 必要 
条 件 . 

对 任意 实数 1， 基 tl1 定义 log1#=1og?, 又 若 1 之 1, log*? 
一 入 设 六 ( 源 于 Nevanlinna) 是 所 有 左 互 (7) 间 适 各 
ed ee 
的 函数 类 . 很 明显 HCN. 注意 当 |31 一 1 时, (2) 对 |f(z)| 的 
增长 率 作 出 了 限制 ， 然 而 , 积分 


(3) 于 人 1o8lflre') la 


的 有 界 性 却 并 未 施加 这 样 的 限制 . 例如 对 任何 9E 五 (四 ,车 f=e' 
出 (3) 与 7 无 关 ， 这 一 特点 在 于 (3) 能 保持 很 小 ,因为 log1f1 和 它 
能 取得 大 的 正 值 一 样 也 可 以 取得 大 的 负 值 , 然 而 log*| 逢 宇 0。 在 

。 369 。 


第 17 章 我 们 将 进一步 讨论 类 入. 
15.23 ”定理 委 必 jw f 在 品 内 不 恒 等 于 0, 而 glyaay as 


(1) i Dia < 


a 


《我 们 默认 了 在 己 内 有 无 穷 多 个 零点 ， 和 如果 只 是 有 限 个 尝 点 ， 
上 述 和 式 就 只 有 有 限 项 ， 因此 没有 什么 要 证 明 的 同样 ，|&。 | 专 
lus l. » 

证 明 如 果 了 了 在原 点 有 和 m 阶 零点 ， 又 gz) 二 z*f(z)， 则 
9EN, 并 且 除 原点 外 ,9 与 子 有 相同 的 零点 ， 因 此 , 不 失 一 般 性 , 我 
们 可 披 设 C0) 了 0， 设 nC7) 是 下 在 B90;7) 内 的 零点 数 ， 闫 定 丰 ， 
并 取 了 7 了 <1 使 8(7) 法， 则 由 Jensen 公式 


(2) TO 开启 Te*p 二 1 | log |f (re'™) do : 
语 推 出 

i “ + ip 
C3) wo 于 及 所 TSerp | og’ lirer) la0\ 


我 们 假设 fEN 就 是 相当 于 存在 一 个 常数 Cec, 对 于 所 有 7， 
0<r<1, 它 超过 (3) 式 的 右边 ， 这 就 得 出 


(4) erolr 


内 亚 了 


对 于 每 个 如 当 +>1 时 不 等 式 仍然 成 立 ， 关 此 
(5) Te 6c0)1:>0 


n=1 


由 定理 15. 5， 《57 蓝 油 (1 


ever Aero 


*， 370。， 


He 
rr 


多 二 古寺 电 吉 时 一人 一 各 二 c 期 对 于 所 有 ZK 0. 
例如 ， 没 有 一 个 非常 数 的 有 界 爹 纯 函 数 在 内 能 以 点 
(4 一 1)/R (各 二 1,2,3,…) 为 零点 ， 
我 们 以 一 个 定理 来 结束 本 季 . 它 描述 Blaschke 乘积 靠近 UU 
的 边界 时 的 性 态 。 回 亿 一 下 , 作为 吾 ” 的 元 素 :8B 在 全 的 几乎 所 有 
的 点 有 径 向 极限 B*(e), 


Ee en 


a 有 上 


(1) limai 


Li | 


| log | 至 (Crei | 好 BO 一 全 
证 明 极限 存在 是 因为 积分 是 ”的 单调 函数 这 个 事实 得 出 的 
推论 ， 假 设 B(2) 如 定理 15. 21 一 样 , 又 记 


(2) a 


1—&. 2 Cn 
因为 log(1B/B;|) 在 一 个 包含 人 的 开 集 内 连续 ,如果 用 By 代替 B， 
极限 (1) 不 变 ， 邵 困 我 们 应 用 定理 15. 19 于 By, 便 会 得 出 


(3) 。 log1Bw(O)1slim | logl BCre'') iae 


2 
当 太 ~>co 时 ，(3) 式 的 第 一 项 趋 于 0, 这 就 得 出 (1)， 并 且 证 明了 
|g18*1 =0. 因为 1og|B*|<0,a.e. ， 定 理 1, 39(g) 现在 莉 少 
log |B*| = 0, a.€, 


< 二 log |B* (0') ag<0 


Miintz-Szasz 定理 


15.25 贞 目 的 Weierstrass 定理 ([26], 定理 了. 24) 指 出 多 项 
式 在 CCD 中 秋 窗 ， 这 里 , CO) 是 闭 区 间 [0, 1] 上 所 有 连续 复 抄 数 
"371 


的 空间 , 赋 以 上 确 界 范 数 . 换血 话说 , 所 有 函数 
{1) i, t,t, 3, ee 
的 有 限 线性 组 合 的 集 在 CC) 中 是 秋 密 的 ， 有 时 候 用 函数 族 (1) 
张 成 O(n 的 说 法 瑟 表 示 这 一 点 ， 
这 就 提出 了 一 个 问题 ; 如 果 0< 有 < 和 ?< < 在 什么 条 件 
下 , 函数 - 
(2) 1, Bs B22, Bn, en 
能 能 张 成 OCDD)? 

所 提 的 问题 自然 联系 到 在 举 平面 (或 者 圆 盘 ; 这 两 者 保 形 等 
价 ) 内 一 个 有 异 金 纯 函 数 零点 分 布 的 问题 ， 漂 亮 得 出 奇 的 回答 是 : 
函数 乃 (2) 能 张 成 CC), 当 且 仅 当 王 174 = cc. 

实际 上 , 它 的 证 明 忒 至 给 出 了 一 个 更 加 精确 的 结论 : 

15.26 定理 假设 0<< 如 << 轴 <…，、 并 设 卫 是 CC 了 ) 肉 
函数 


1, ,tt, Fs oes 


ee 
es 


Te 


证 明 Hahn-Banach 定理 (定理 5.19) 的 一 个 推论 是 gE 
CD 但 gp$X, 当 且 仅 当 窒 在 一 个 CCI) 上 的 有 界线 性 江 函 ,在 不 
为 零 而 在 整个 互 上 为 零 . 因为 每 个 C(I) 上 的 有 界线 性 泛 函 是 由 
了 上 关于 复 Borel 测度 的 积分 给 册 , 所 以 (e)? 是 下 述 命题 的 推论 : 

如 果 之 1/4; 三 50, 又 上 是 了 上 的 复 Borel 测度 ,满足 


Ap 


(1) | smapct)=0 (n=1,2,3,..) 
则 同样 有 
2) | ant)=0 {EE=1,2,3,.) 


Ds 


如 果 这 一 点 得 证 , 前 面 的 评注 表明 下 包含 所 有 梢 数 大 ; 因为 
1EX, 于 是 所 有 的 多 项 式 都 在 互 肉 。 因 此 Weierstrass 定理 冀 涵 
=O). 

所 以 假设 (1) 式 成 立 ， 因 为 (1) 和 (2) 中 的 被 积 函 数 在 0 点 处 
为 零 ,我们 也 可 以 假设 上 和 集中 在 (0,1]， 我 们 将 上 对 应 于 一 个 函数 
(3) fC2)=| edu 人 

t>0 是 ， 由 定义 ， 术 二 exp{310g 相 我 们 断定 了 在 省 半 平面 
全 纯 . 了 的 连续 性 是 容易 验证 的 , 因此 可 应 用 Morera 定理 , 再 者 ， 
如 果 2 二 tf 十 iy, 又 如 果 # 放 0, 并 且 9<f 过 1, 则 | 癌 | = 相声 1。 于 大 
在 右 兴 平 面 有 界 ， 并 和 且 (1) 说 明 , 对 于 n=1,2,3, …, (4,) 二 0. 
定义 


(4) gs)=f(It2) (zeD) 


则 9EH* 和 g(aw) 一 0， 基 中 改 ,= 人 4 一 D/C 加 十 1)， 和 如果 114。 
二 co, 简单 的 计算 表明 (1 一 |as|) 二 coo， 因此 定理 15. 23 的 系 告 
诉 我 们 对 于 所 有 的 zEU, g(2)==0, 因此 ==0， 转 别 , 对 于 二 1,2， 
3,…, 了 (8) =0， 这 就 是 (2) 式 ， 于 是 定理 的 (6) 部 分 证 毕 . 

为 了 证 有 明 (8) 部 分 , 只 须 在 工 上 构造 一 个 测度 4 使 (3) 式 定义 
的 函数 了 在 半 平 面 Res> 一 1 全 纯 (任何 否定 将 在 这 里 作出 ) 且 在 
点 0 和 ,za, … 为 0， 在 读 半 平面 内 没有 别 的 零点 ， 于 是 由 这 个 
测度 4 导出 的 谤 男 在 瑟 上 为 0, 但 当 4 天 0 和 标 { 为 } 时 对 任何 函数 
纪 不 为 零 . 

我 们 从 构造 一 个 具有 这 些 给 定 零 点 的 函数 开始， 并 且 随 后 
将 证 明了 能 表 为 (3) 的 形式 ， 定 义 


(5) f(#)= CE TT 一 
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《5) 中 的 无 穷 来 积 在 每 一 个 不 包含 一 如 一 2 的 紧 集 上 一 致 收 化. 由 
此 得 出 了 征 整 个 平面 肉 的 .有 极点 一 2 和 一 如 一 2 的 亚 纯 函数 ,并 
且 在 0, 4 ja, … 有 零点 ， 同 时 , 若 Rez 半 一 1， 则 无 沉 莱 积 (5) 
的 每 一 个 因 式 的 绝对 值 小 于 1。 于 是 当 Res 空 一 1 时 ,| 天 3)] 安 1 
国 式 (2+ 27 保证 了 在 直线 Rez= 一 1 的 约束 属于 工 ', 

固定 2 使 Res 光一 1, 并 对 所 z) 运 用 Cauchy 公式 ， 积 分 路 径 
由 圆心 在 一 1:， 举 径 呈 >>1 十 1x| 的 半 涪 及 由 一 1 一 i 及 经 一 1 十 如 到 
一 1 二 iB， 再 加 上 由 一 1 十 斌 到 一 1 一 iB 的 区 间 组 成 ， 当 E>oo 
时 . 沿 半 圆 的 积分 趋 下 06.， 因 此 剩 下 


(6) =- a Res>-D) 


1 


wm 1+ie—g 
但 总 
1 ! Lig 
(7) tra: dt (Rez>—1) 
因此 可 将 (6) 改 写 为 
1 1 " . 一 区 
(8) f= | te) fF 1+is)e ndald 


交换 积分 次 序 是 允许 的 ; 如 果 (8) 中 被 积 函 数 取 绝对 值 ， 恒 得 到 一 
个 有 限 的 积分 . 

设 gCs) 二 f( 一 1+18), 则 (8) 式 内 部 的 积分 是 9(1og#)，$9 是 
9 的 Fourier 谈 式 . 它 是 (0,1] 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 如 时 我 们 令 
dn(t) 一 #(logt)9t， 我 们 就 得 到 以 所 需 的 形式 (3) 表示 了 了 的 测度 . 

这 就 完成 了 证 明 , 

15.27 评注 这 个 定律 著 涵 着 当 41,45,822,} 张 成 C0) 时 ， 
则 丰 的 某 个 无 穷 子 集 可 以 去 掉 而 不 会 改变 共 张 成 性 质 . 特别 GOD 
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及 包含 这 种 类 型 的 极 小 张 成 集 ， 这 表明 它 可 以 和 Hilbert 空间 中 
规范 正 交 集 的 于 述 性 质 相 比较 ， 如 果 在 一 个 规范 亚 交 集中 去 挤 任 
何 一 个 元 素 , 它 的 张 成 度 就 会 减 小 ， 同 样 ， 如 果 世 ,4,22,…} 不 
张 成 C(7), 去掉 它 的 任何 元 素 也 将 会 减 小 其 张 成 度 ， 这 可 自 定理 
15. 26(5) 得 出 ， 


习 


1 假设 {for} 和 {5 是 复数 序列 ， 满 足 了 [ow 一 | 之 5， 问 在 村 么 集 上 
委 积 


一 百 收 侣 ? 在 什么 地 方 它 定 义 一 个 爹 缉 明 数 ? 
2 假设 了 是 整 函数 ,4 是 一 个 正 数 , 并 且 不 等 式 
[站 全 eps 
对 所 有 足够 大 的 |s| 成 立 ，( 这 样 的 函数 称 为 有 限 阶 和 的， 满足 上 述 条 件 的 世 
有 不 的 最 大 下 界 就 是 了 的 院 . ) 如 果 了 (2) 二 Zonz", 证 明 不 等 式 


[gl (2)” 


于 所 有 足 况 大 的 %h 咸 立 ， 泣 虚 国 数 exXP(2) ,用 1 2, 3, … 刀 判定 上 述 1asl 
的 界 是 否 是 最 可 能 接近 的 。 

3 试 求 满足 exp (exp{z)) ==1 的 所 有 复数 x, 将 它们 作为 平面 上 的 点 把 
它 科 描 出 ,证明 没有 一 个 有 限 阶 的 整 前 数 能 以 每 一 个 这 种 点 为 雪 点 (当然 ， 
除非 了 三 史 . 

4 证 明 函 数 


和 


开 COtTS 一 下 4 一 一 一 -一 
Ti Th 


在 整数 点 有 残 数 为 1 的 一 阶 极 点 ,同样 , 证 明 对 于 函数 
oo N 
_1 22 5 1 
{2 之 一 知 Tn 


上 述 结论 也 成 站 ， 证 曲 这 疯 个 胸 数 是 周 央 荡 数 [f(z 十 1D 二 fz)]， 它 们 的 差 
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是 者 界 昌 函 数 , 因而 是 常数 , 并 证 明 这 个 常数 实际 上 为 上 ,因为 - 


=—#i 


i 
limf (i#) =—2i| TT 


这 就 给 出 了 部 分 分 式 分 解 式 
xcotmrs = 二 + as 一 


《与 第 9 洁 习 题 12 比较 ). 注意 , 如 果 (2) 二 sinns, meotrs 就 是 (8 (4) 
试 导 山 弱 积 二 未 式 


| _ 


HE EL 


全 二 了 


5 和 根 设 志 是 正 整数 , fs 几 是 满足 卫 | aa| -1<oo 的 复数 序列 , 并 且 
了 (一 上 | 到 二 
于 二) 


{ 见 定 必 15.7)。 美 于 
好 (7) 一 1n08 开 | 了 (yeie) 1 
[ 


的 增 医 率 你 能 说 些 什么 ? 

6 俐 设 了 是 整 铺 数 , 了 (0) 失 0， 当 |z| 足 钥 大 时，| 了 (zexptlz| 切 ,并 
且 {zs 是 了 的 考点 序列 ， 按 它们 的 重 数 计 算 ,证明 对 舍 个 e>>0, 瑟 1za| -7 < 
co，{( 对 照 第 12. 20 节 .) 

7 息 说 了 是 一 个 整 函数 , 对 # 一 1 2, 3 :ff 有) 一 0， 并 且 存 在 一 个 
正 数 ,对 所 有 足够 大 的 12|, 使 得 |F(z) | <exp(|z1). 若 要 对 所 有 z 有 (2) 
一 0, a 应 如 何 ? [ 演 购 sin (xs ,1 

8 ” 设 {z 必 是 不 相同 复数 的 序列 , zs 天 0， 当 天 ->00 时 ，2r>eo， 并 且说 
人 fm 村 是 正 整数 序列 ， 设 9 是 平面 内 的 亚 弛 函数, 它 以 点 za 为 具有 残 数 mu 的 
一 阶 极 点 , 并 且 它 无 另外 的 模 点 、 如 果 # 革 {za}, 充 p (2) 是 由 0 到 z 不 经 过 在 
何 zs。 的 性 意 一 条 路 径 , 并 且 定义 

fz) =expliyng (ede 

证 明了 (z) 与 y(z) 的 选择 元 关 ( 即 使 积分 本 身 并 非 如 此 ), 了 在 {5 中 的 余 集 
内 金 纯 , 了 在 每 个 点 #。 有 可 去 奇 点 ， 并 且 证 明 的 开拓 在 zs 有 ?nu 阶 零 点. 

包 合 在 定理 15.9 内 的 存在 性 定理 因此 可 由 Mittag-ELeffler 定理 推 得 . 

9 很 设 0<a<1,0<Pp<1,fEHOD,AODCU, 并 寺 f 了 0) ==a, 则 了 在 
"75." 


圆 盘 二 (0; 请 内 有 多 少 个 零点 ! 如 果 ( 四 a= 二 ， 月 = 方 ，(W) 6 一 站 
B= 地: (9 wo= 卫 ， 有 = 了 (0) e=171000 8 一 1110 时 ,结果 如 何 ? 


10 对 于 N=1, 2 3 …, 定 区 . 
_ oo aa 
0) IIt 生 ) 


证 妈 在 整 函数 钙 内 由 和 妇 ) 产 生 的 理想 不 是 主 理 想 . 

11 问 在 什么 旬 件 下 , 对 于 实数 序列 名, 瑜 在 一 个 开 的 右 半 平面 内 的 有 
界 例 纯 函 数 , 它 不 恒 为 0, 但 在 每 个 点 1 十 iy,。 有 零点 ! 特别 , 当 () 一 10gn， 
(一 时 能 否 存 在 ? 

12 假设 0<|esj<1l, 王 (1 一 | al)<oo, 并 二 BB 是 以 ea 为 零点 的 Bla~- 
schke 荚 积 ， 设 五 是 全 体 1/a。 的 点 集 , 叉 设 仙 是 刀 的 闲 包 的 余 集 ， 证 明 这 个 
乘积 确实 在 中 的 每 个 紧 子 集 上 一 和 至 和 收 艇 ， 因 此 BEH(O), 关 二 BB 在 加 的 每 一 
点 有 极点 ，( 特 别 有 趣 和 的 是 当局 是 连通 的 那些 场合 . ) 

13 对 于 #=1 2，3，…， 设 an=1 一 RW?， 设 如 是 以 这 些 点 9 为 零点 的 
Blaschke 乘积 ， 征 明 HimB(r) 一 0( 理 解 为 0<r<1.) 


更 确切 地 说 ， 如 果 ar-i<y<em, 证明 估 计 导 


NW-1 a—1 
ee xn _Hjy 
|Bir) (<I < 卫 守 各 < 


是 正确 的 ， 
14 证 明 存 在 序列 {e 几 ,0<za<1， 它 趋 于 1 如 此 迅速 ,使 得 以 cu 为 零 
点 的 Blaschke 乘积 满足 
limsup|B(r) |=1 


因而 8B 在 z==1 没有 径 应 极限 . 

15 设 g 是 线性 分 式 变换 , 它 特 加 映 到 可 上 ， 计 酝 向 zED， 定 多 地 的 如 
轨道 为 集合 ,C3)}, 共 中 po (8) 一 2 Pa(2) 二 Pn-3( 拉 7 及 二 2，2，3，…, 可 
忽略 ptz) 二 z 的 情况 ， 

(9) 对 于 哪些 w， 凌 轨道 满足 Blaschke 条 件 (1 一 | p(s) 1)<ccf 
[ 管 案 部 分 地 依赖 丁 p 的 不 动 点 的 位 置 。 可 能 有 一 不 动 点 在 UU 内， 或者 有 一 
不 动 点 在 TT 上 , 或 者 两 个 不 动 点 在 人 上， 对 于 后 两 种 情况， 可 以 把 间 题 化 为 

日 FF 


对 下 半 平 面 来 讨论 , 并 且 考 虚 那 样 一 些 变换 , 即 或 者 它 只 有 ce 是 不 动 点 , 或 者 
以 4 和 和 避 为 不 动 点 ， 这 样 散 是 很 有 尽 共 的 . ] 

(58) 对 哪些 中 存 在 在 下 不 变 竟 ， 有 妈 对 所 有 sEE 满足 关系 式 (p(x)) 
= 了 (5) 的 非常 数 耳 数 EH"? | 

16 假设 |ei| 委 |es| 科 | os 所 …< 之 1 并 设 %(7) 是 序列 {a 站 中 使 |a;| 专 
+ 的 项 数 ， 证 明 


(WL | cy|》 
j=! 
17 如 果 Bt2) ==2ess' 是 一 个 Blaschke 莱 积 ， 它 至 少 有 一 个 不 同 于 原 
虑 的 零点 ; 问 能 不 能 对 记 一 0, 1, 2, … 都 有 tp 这 0 
18 很 设 召 是 一 个 Blaschke 乘积 , 其 全 体 等 点 均 位 于 区 间 (0,1) 上 , 且 
f (#2) = (#—1)2B (a) 
证 明 于 的 导数 在 品 内 是 有 界 的 . 
19 记 了 (z)=exp[ (二 8)7(1 一 z)]， 利用 定理 15.19 的 记号 ， 证 明 尽 
管 fEH"， 己 | | 
Hm hp* OF) 
注意 与 定理 15. 24 对 比 . 
20 在 Miintz-Szasz 定理 中 , 假设 A 六 4 理 A 一 0 在 这 些 条 件 
下 , 该 定理 的 结论 如 何 ? | 
21 以 下 (站 代替 (DD 征明 Miintz-Szasz 定理 的 类 似 定理 ， 
22 记 有 (一 ii0sE<eoo3 一 0,1, 2,…), 证 明 这 些 国 数 的 全 体 有 
恨 线性 组 合 的 集 稠 密 于 工 ?(0, oo0). 提示 ; 若 %Es0，oo) 与 每 个 记 正 交 ， 
并 卫 . 
Fle) = 人 ee508Jd {Rez>0) 


则 到 在 ==1 的 所 有 导数 都 是 0， 考 虑 有 (1 十 记 )。 
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第 十 六 章 解析 延 拓 


因为 在 茶 区 域内 定义 且 全 纯 的 蜀 数 常常 能 扩展 为 在 某 个 较 大 
的 区 域内 全 纯 的 质数 , 在 本 章 中 ,我们 将 涉及 由 此 引起 的 问题 。 定 
理 10. 18 表明 这 样 的 开拓 由 所 给 的 芍 数 唯 -一 决定 。 这 个 扩展 进程 
称 为 解析 延 白 ， 一 种 很 自然 的 方法 使 我 们 宁可 考虑 定义 在 Rie- 
mann 而 上 而 不 是 在 平 而 区 域内 的 函数 . 这 种 方案 使 我 们 能 吏 用 
明 数 来 代替 “多 从 函数” 例如 平方 根 泌 数 或 对 数 函 数 ). 然而 , Rie- 
mann 面 的 系统 论述 会 使 我 们 离 题 太 远 ， 所 以 我 们 将 限制 在 平面 
区 域内 讨论 ， 


正则 点 和 奇 点 


16.1 定义 ” 令 吕 为 一 开 问答 ,假设 fE5r( 9)， 并 令 忆 为 刀 
的 一 边界 点 ， 车 存在 中 心 在 的 圆 盘 D, 及 冰 数 9EH CD,)， 使 得 
对 所 有 zEDmD ,9(s) 二 f(z), 我 们 就 称 8 为 f 的 正则 点 .DD 的 任 
何 一 个 边界 点 若 不 是 了 的 正则 点 , 就 称 为 了 的 奇 点 
从 定 文 看 来 ， 旺 然 所 有 了 的 正则 点 的 集 是 媚 的 边界 的 一 个 开 

子 集 (也 可 能 是 空 集 ). 
在 下 列 定理 中 ,不 类 一 般 性 , 我 们 将 取 单位 贺 失 可 作为 
16.2 定理 ”假设 fE 有 (U0), 上 且 宕 级 数 


ia er 


(1) f(z) = 三 ee 《3sEE7) 
的 收 促 半 径 为 1. 则 了 在 单位 贺 周 上 至 少 有 一 个 森 点 . 


Ts 


证 明 相反 地 ， 假 设 了 的 每 一 点 均 为 了 的 正则 虎 ， 卫 的 紧 性 


ss JF . 


蕴涵 着 存在 开 圆 准 P, …, D; 及 函数 gyEH(D;), 使 得 每 个 D; 的 中 
心 均 在 T 上 ,TGD4U…UDs, 并 且 对 半 To5， 在 犀 站 己 肉 有 
gi(#) =f (2). 

车 DMD; 关 BB; 且 Vi;=D;NMmMD;ND, 则 iy 关 人 @( 因 六 的 中 心 
在 TF 上 )， 且 在 Vi; 内 9;=f=9;， 由 于 Di; 几 Dj; 是 连通 前 , 由 定理 
10. 18 得 出 在 D; 几 D; 内 9;=9;， 因 此 我 们 能 用 

FL) (EU) 
(2) Mo 各 co ep 
定义 一 个 在 日 =UUDIU…UD, 内 的 函数 天 

由 于 中 二 也 县 及 是 开 集 , 存在 2: 沁 0, 使 得 圆 盘 DC0; 1 十 a)C 0. 
但 hEH(Q), h(z) 在 如 内 由 (1) 给 定 ， 现 在 定理 10.16 蕴涵 (1) 的 
收 僵 半 径 至 少 为 1+e， 这 与 我 们 的 假设 矛盾 . 

16.3 定义 车 fEH(D) 且 若 T 的 每 一 点 都 是 了 的 奇 点 , 则 研 
称 为 了 的 自然 边界 ， 在 这 种 情形 下 ， 没有 到 真正 包含 的 任何 
区 域 的 全 纯 开拓 . 

16.4 评注 很 容易 看 出 , 存在 fEHCU), 使 了 是 它 的 自然 边 
界 . 事实 上 , 车 介 为 任意 区 域 , 容易 找 出 函数 了 EH( 人 DO), 它 不 能 扩 
展 为 在 任何 较 大 区 域内 的 全 纯 函 数 . 要 看 出 这 一 点 , 令 4 为 从 内 任 
意 可 数 集 , 它 在 从 内 无 极限 点 , 但 使 得 如 的 每 个 边界 点 都 是 4 的 极 
限 点 ， 应 用 定理 15. 11 便 给 出 一 函数 花 吾 (2),， 它 在 4 的 每 一 点 
为 零 , 但 并 不 全 等 于 零 ， 车 %E 五 (9 ), 此 处 ,是 一 真正 包含 的 
区 域 , 且 营 在 介 内 9g= 了 , 则 9 的 零点 将 在 马 , 内 其 有 极限 点 .我 们 
就 得 出 了 矛盾 . 

由 


{1) f(z) = 十 (zsEU) 
n= 


提供 了 一 个 简章 明 中 的 例子 了 油 足 函数 方程 
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(2) 了 (人 7) 一 天 的 一 
由 此 得 出 (我 们 留 给 读者 详细 过 论 ), 了 在 VU 的 每 一 条 端点 在 
exp(2zi/2") 的 半径 上 都 是 无 界 的 . 此 处 大和? 都 是 正 整 数 . 这些 
点 构成 了 了 的 秋 密 子 集 , 忆 由 于 了 的 所 有 琳 点 的 集 是 闭 竟 ; 克 扯 以 
于 作为 它 的 自然 边界 ， 

这 个 例子 基 一 个 有 太 量 空隙 (也 就 是 有 许多 零 系数 ) 的 短 级 数 
这 一 点 并 非 意 外 ， 这 个 例子 只 是 定理 16. 6 的 特殊 情形 . 这 个 定 
理 是 Hadamard 作出 的 ， 我 们 将 出 Qstrowski 的 下 述 定 理 来 推 


出 它 ， 
16.5 定理 假设 4,8, 及 和 是 正 整 数 ,7 二 ;二 ps 二 …; 且 
(1) M(tl)p, (X=1,2,3,"°) 
急 设 
(2) 机 


信人 a 
人 


“ 刘 性 个 序列 (an (2 不 能 在 可 外 任何 一 点 收 级 ， 空 了 条 伯 
(1) 保 证 了 在 的 邻 域 , 因而 在 上 外 某 些 点 ， 存 在 收 八 的 子 序列 
这 种 现象 称 为 过 庆 收 合 

证 明 车 9(z)= 了 (Bz), 则 9 也 满足 空 阶 条 件 ， 因 此 ,不 失 一 
般 性 ， 我 们 可 以 假设 8=1， 于 是 了 有 到 包含 UU {由 的 一 个 区 域 
9 的 全 纯 开拓 ， 今 
(3) g(to) 一 于 (oo 二 20 


并 对 所 有 使 PE 的 加, 定 关 了 (ww) 二 (p(w))， 车 lw| 志 1, 和 但 
加 隆 1, 由 |1i 十 名 | 之 2 得 |¥Cw) | 之 1， 同时 也 有 (1)=1。 因 此 ,在 
+ 381 ， 


”在 e>0 使 得 p(D(0 THe))CO， 注意 区 域 p(D(0;14+e) 包含 
点 1。， 当 |z|<1e 时 ,级 数 


(4) Few) = 三 Baoom 
m=0 


是 收敛 的 ， 

在 Lp(w)j" 内 名 的 最 高 及 最 低 次 窟 具有 指 表 以 十 1)% 及 如 
因此 , 由 (1)， 在 [Cp GQw)J” 中 的 最 高 指数 小 于 [ptw)]j* 中 的 最 低 
指数 , 由 于 


(5) F(w) = Sat pl (lw|<1) 
n= 


现在 由 {es} 满足 的 空 际 条 件 可 推出 


(6) A 之 Bmp™ (R=1,2,3,"**) 


当 &->co, laol<I 二 es 时 ,(6) 的 右边 收 鳅 ， 因 此 ，iss,(z)} 对 壬 有 
zsEp(D(0 1+e)) 收 证， 这 就 是 所 求 的 结论 . 
注 : 实际 上 , {s5,(2)} 在 户 的 某 一 邻 域 一 致 收敛 ， 我 们 留 给 读 
者 通过 更 细心 地 考察 上 述 证 明 来 证 实 这 个 结 时 . 
16.6 定理 假设 4 是 个 正 整 数 , {p3) 是 一 个 正 整数 序列 , 使 


EE EE TT ET EA EE ee 


{1) pe>(1+ 元 )， (R=1,2, 3 
县 每 级 数 
(2) f(2) = Dera 

晤 =1 


的 收 伊 六 径 为 1 则 了 以 作为 它 的 自然 边界 . 

证 明 定理 16. 5 的 序列 {8s,} 现在 与 (2) 的 整个 的 部 分 和 序 
列 相同 〔 除 了 重复 的 之 从) 后 者 不 能 在 匹 外 和 任何 一 点 收 敏 ， 因 
4382， 


此 定理 16.5 推出 下 没有 一 个 点 能 是 子 的 正则 点 . 
16.7 例 当 n 是 2 的 千 时 , 令 mm 一 1， 其 余 情 形 令 中 =0， 令 
ma 一 expr 一 sn ), 并 定义 


(1) f(z) = Dans 
Le 

由 于 

(2) Hmsuplowisl' ”=1 


歼 (1) 的 收 化 半径 为 1 出 Hadamard 定理 ， 了 以 到 作 为 它 的 自然 
边界 ， 然 而 ,了 的 各 阶 导 数 的 第 级 数 


《3) Je 一 全 wa 一 TD) 一 8 1)on.na2" 
由 一点 


在 闲 半 位 图 盘 上 一 致 收 敏 因此 , 每 个  ) 均 在 已 上 一 致 连续 , 并 
且 上 在 和 上 的 限 拥 作为 的 图 数 是 无 穷 可 微 的 ， 而 不 管 史 是 了 的 
自然 边界 这 一 素 实 ， 

这 例子 相当 植 得 注意 地 证 明 , 在 定义 16. 1 的 窟 义 下 ， 奇 点 的 
出 现 并 不 意味 着 会 出 现 不 连续 性 或 者 (不 太 严 格 地 说 ) 出 现 光 清 性 


的 任何 缺陷 ， 
在 这 里 插入 一 个 说 明志 续 性 排除 了 奇 点 存在 的 定理 ， 看 米 是 
适宜 的 . 


16.8 定理 假设 2 是 一 区 域 ,是 一 条 直线 或 一 段 圆 弧 , 人 一 


上 


和 


证 明 如果 我 们 对 直线 工 证 明了 这 个 定理 ， 由 应 用 分 式 线性 
变换 ,一 般 场 合 也 就 可 以 得 出 了 ， 由 Morera 定理 , 只 要 证 明 对 如 
肉 每 个 三 角 彤 和 ,了 党 边界 3 人 的 积分 均 为 零 就 够 了 ，Cauchy 定 
理 推出 , 络 人 人 门 旨 | 内 或 入 站 2 内 每 一 闭 路 径 y, 玫 的 积分 为 零 .于 
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的 连续 性 表明 ,车 ?的 一 部 分 在 二 内 , 这 结 果 仍 然 正确 ,而 溢 9 信 的 
积分 最 多 是 这 种 形式 的 两 个 项 之 和 |. 


沿 曲 线 的 延 拓 

16.9 定义 ”一 个 国 数 元 素 是 一 个 序 对 (f,D)， 此 处 喇 为 一 
开 圆 盘 ， 且 臣 尼 CD)， 若 下 列 两 条 件 成 立 : 站 D1 隆 名， 且 对 所 有 
zeEDofND,, fotz) = 二 f(z)， 则 称 两 个 函数 元 素 (fo,Do) 及 (f1,D 1} 是 
0) (fo, DO~ (Fu D1) 
链 是 圆 盘 的 有 限 序列 Eh 就 是 说 害 = {Do, DD, ey DD,}, 使 得 对 
$1 Di 人 Di 关 名 ， 才 己 给 定 (f,Do)， 量 着 存 在 元 来 (ff;， 
DD,), 使 得 对 i 二 1， 二 (fi Di ~ D,), 则 Cf; 如 .小 标 (f， 


ee 


定 。 为 了 看 出 这 一 点 , 假 谈 (1) 成 立 , 并 假设 当 用 9 代 窒 有 时 (1) 
也 成 立 ， 则 在 DI 站 PD, 内 ,91== 和 二; 叉 由 DD, 是 连通 的 , 我 们 在 忆 ， 
内 有 9 二 了， 现 由 对 儿 的 项 数 使 用 归纳 法 , 便 得 出 六 的 唯一 性 . 

车 tfas Ds) 为 Cfo, Do) 沿 客 的 延 拓 ， 且 若 D, 门 Do 关 名 ， 则 (fo， 
DD)~(f, Dw) 不 一 定 成 立 ; 换 各 话说 ,关系 一 并 不 是 传递 的 ， 最 篇 
单 的 例子 由 平方 根 函 数 给 出 : 设 Do, D, 及 Ds 为 中 心 在 1 及 w， 
半径 为 I 的 圆 盘 ， 于 处 ws 一 1， 选 取 天 EH(D;)， 使 得 玉 (2)=z. 
因此 , (fo, DD ~ (fi DD), Cf PDD)~ (Fs, Ds). 在 雇 门 D; 内， 我 们 
有 户 = 一 六 去 扩 . 

称 链 多 一 {D,,…, Ds} 是 用 参数 区 间 [0, 1] 覆 差 曲线 车 存在 
数组 0 一 so<ei<…<an 一 1 使 得 ?0) 为 Ds 的 中 心 ，y(1) 为 号 
的 中 心 , 且 
(2) ps ai) 二 六 (i=1, ,4—1) 

如 果 Cfo, D0) 能 沿 这 拌 的 儿 延 拓 到 (六 DG,), 我 们 称 (f, DD， ) 为 (To 
。 38 了 。 


D) 沿 了 的 解析 延 拓 。 (唯一 性 将 在 定理 16, 11 证 明 。)(fo, Du) 因 
此 被 称 为 容 轿 一 个 沿 ? 的 解析 延 折 。 

虽然 关系 (1) 并 不 传递 ， 但 传递 性 的 一 个 局 限 形式 还 是 成 立 
的 。 它 提供 了 定理 16. 11 证 明 的 关键 


16.10 命题 假设 DD 由 Ds 多 (Dyfo)~(D,,f), 且 (D', 


Te ee ee 


es 


证 明 ”由 假设 ,在 六 ND 内 让 = 天, 在 访 们 内 天 = 天 ， 因 
起 ,在 非 宏 开 集 Do 门 Di 站 Ds 内 抽 =， 由 于 记 及 天 均 在 Do 人 nD。 
内 全 纯 , 且 成 站 Ds 为 连通 的 , 便 得 出 在 DD 门 Ds 内 fo= 了 天， 

16.11 定理 如 果 (f, 屿 是 一 峭 数 元 素 ,; 并 且 了 是 从 上 的 中 心 
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这 定理 的 断言 更 清楚 的 陈述 是 : 如 果 ? G1= {Ao A 
4 及 党: 一 1Bo Bi Bo)} 柳 盖 , 此 处 4=B= 疡 车 (记功 能 沿 

客 , 解析 延 拓 到 冰 数 元 素 (gm,4%)， 同 时 (Ff 和 罕 :, 解析 延 
拓 到 Ch,B,), 则 在 Awn 人 站 Bs 内 ,gm 一 有， 

根据 假设 , 4 及 B, 都 是 具有 相同 中 心 YL) 的 圆 栖 ， 这 人 恒 得 
出 有 及 具有 和 相同 的 2 一 p(4) 的 考级 数 展开 式 ， 并 且 我 们 同样 
能 够 用 4 及 5, 两 者 中 较 大 的 一 个 伐 枪 它们 .承认 了 这 一 点 , 最 
终 就 得 到 8o 一 天 

证 明 设 多, 及 客 , 如 上 述 ， 存 在 数组 

0=s0 Ham 1 = sme1l | 

茂 0=o6 芝 中 之 之 0 二 1 二 0%41 使 得 
1)y {Ler gms ECA ponom CB (0cicm,0cjen) 
对 0< 委 i 委 二 一 1 和 0<sJ<n 一 4 存在 基数 元 器 (85 4) 一 (ginsdit1) 
及 Ch BD 一 (hp Byt0) ,此 处 90=ABo= 了 了 

我 们 断言 ， 如 果 0 和 ?<m 和 0 志 j<n， 并 且 [s;, 8141j] 与 Lo;， 
Oj] 相交, 则 tg AD 一 (hj, B7， 

* $F 


假设 存在 数 对 (i, 办 使 这 断言 错误 。 则 它们 中 有 一 个 使 i+ 了 
最 小 ， 很 清楚 ;十 六 0 假设 si 郑 0y 则 i121， 且 出 [8;,8441j 与 
[cm oj+ ,Jj 相交, 我们 看 到 
(2) vlanEAiN ANB; 

i 十 站 的 最 小 性 表明 19， A 0 到;, By)， 叉 因为 (9 A 由 
C94 有) ;由 命题 16. 10 可 推出 (gi, 4 Ci B;)。 这 与 我 们 的 假设 
了 矛盾 . 用 相间 的 方法 可 排除 83; 志 9; 的 可 能 性 . 

于 是 我 们 的 断言 已 经 确 间 ， 特 别 , 它 对 数 对 (mr,R) 成 立 ; 并 且 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 

16.12 定义 假设 % 和 户 是 拓 冲 空间 内 的 点 ,而 是 单位 
正方 形 王 =7Tx 工 此 处 了 = [0,1]) 到 开 内 的 连续 映射 ， 使 得 对 所 有 
tieT, p(0, =a 及 (l=B, 则 称 上 由 
01) Vls) = (es, £) (CsE1, 1ET) 

我 们 现在 导出 解析 延 拓 的 一 个 十 分 重要 的 性 质 : 

16.13 定理 假设 tS 入 马 是 于 而 内 由 9 到 月 的 单 参 
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最 后 的 等 式 是 像 定理 16. 11 中 的 那样 解释 的 ; 
(gi DD ~ (qo; Do) 

且 Do,D, 是 具有 相同 的 中 心 8 的 闻 盘 . 

证 明 固定 5. 则 存在 覆盖 Y; 的 一 个 键 名 = (do 4,}， 
4 二 五， 使 得 (8 由 (让 内 名 客 延 拓 得 到 ， 并 存在 数组 0=8， 
< 一 使 得 
(1) B= pitLei, 81+11) CA, (t=0,1,.",2—1) 
这 样 就 存在 e 守 0, 它 比 任意 紧 集 百 ; 到 对 应 的 开 圆 盘 4, 的 余 集 之 
间 的 距离 都 费 小 .9 在 己 上 的 一 臻 连续 性 ( 见 定义 16. 12)? 表 明 存 
= 了 而 


在 650, 使 得 当 sE7 wEI, | 一 上 < 时 ， 
{2) [pC8) ~ pC8) | < 
假 谨 芭 议 足 这 些 条 件 , 则 (2) 表 明 鹤 覆盖 yw 因此 ,定理 416. 11 
表明 9 及 4 都 由 (f;D) 沿 相 同 的 链 宪 延 拓 得 到 ， 所 以 5,= 
这 样 , 每 个 i 了 均 被 线段 J 种 羔 , 使 得 对 所 有 wEI my 一 
因为 了 是 紧 的 , 所 以 了 被 有 限 多 个 J 覆盖 ; 又 因为 了 是 连通 
的 ,经 有 限 步 后 ,我 们 可 以 看 出 9; = 如 
下 面 定理 是 直观 上 很 明显 的 一 个 拓扑 事实 ， 
16. 了 4 定 畦 要 站 必 是 拓扑 攻 况 袜 由 的 网线 ， 其 有 公 
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证 明 令 [0, zt 为 让 及 六 | 的 参数 区 间 则 
Tols) (OSs 人 Ex) 
(1) r={ (rex2n) 
定义 了 下 内 一 条 了 团 曲 线 ， 由 于 是 单 连通 的 ,六 在 下 内 是 零花 的 ， 
因此 存在 连续 映射 吾 : [0, 2x] x [0,1] 玉 下 ,使 得 
(2) Hr(s,0) = (8), H(s,1)=eER, HO,t)=—H(n, #) 
如 果 多: 本 也 由 
.Plre)— HA,1—r) (0rl, O027) 
定义 , 则 (2) 草 活着 中 是 连续 的 ， 令 
pr{B) = 人 DA) ete '] (0<0<r, OStEl) 
由 多 (e' 人 y= 五 (0,0)== 矿 ( 办 , 便 得 出 
yO =D1)=T 0 =& [| 
yx) = 人 BD=T(r)=8 (Of 
yo =Be eT =T0D) (00an) 


和 
PD= 人 Be = 人 Be =T 2a = (0 (00hen) 
» 387 0 


这 就 完成 了 证 明 ， 


单 值 性 定理 

上 面 的 讨论 实质 上 已 经 证 明了 下 述 重要 定理 ， 

16.15 ”定理 ”假设 口 是 单 连通 区 域 , (上 总) 是 一 个 函数 元 素 : 
DPC, 日 (太田 能 沿 介 内 起 点 在 了 的 中 心 的 每 一 条 曲线 解析 延 
声 , 则 存在 YE 囊 {名 )) 使 得 对 所 有 2SD, 9(2) 三 1(%)， 

证 明 设 Po 和 Pi 是 名 内 由 忆 的 中 心 < 到 某 点 BER 的 两 
条 曲线 ， 由 定理 16.13 及 16. 14 得 出 , (f 妨 沿 ,及 三 ; 的 解析 
延 折 都 会 导致 出 相同 的 元 素 (9s, Ds)， 这 里 Ds 是 中 心 在 A 的 一 个 
天 盘 ， 车 Da 与 Ds 相交 , 则 (gs, Dr 可 以 首先 将 (小 DD) 延 本 到 局 
然后 沿 直线 由 延 拓 到 有 而 得 到 . 这 表明 在 Doi 人 Dy 内 , gp1 二 gs. 

因此 定义 

gt2) = gst2) (zEDg) 
是 相 容 的 , 并 且 给 出 了 所 求 的 f 的 全 纯 开 拓 ， 

16.16 评注 设 0 为 一 平面 区 域 , 辕 定 wDQ， 令 DD 为 0 内 
的 一 个 圆 报 . 由 于 号 是 单 连通 的 , 存在 fTECD)， 使 得 exp[f(2)] 
=# 一 吕 ， 福 意 在 号 内 了 (2) = (zs 一 ww)"!， 并 旧 后 一 函数 在 整个 间 
内 全 纯 ， 这 就 理 池 了 (所 ) 能 沿 介 内 从 也 的 中 心 出 发 的 每 一 
条 路 径 》 解析 地 延 拓 : 如 果 ? 由 a 到 月 Ds=D(p,y) CC 0， 


(1) T=74[h,z] (zsEDs) 
且 
(2) go) =| (Cw) "detf) GED) 


则 (go De 是 (让 语 9 的 解析 延 拓 ， 
注意 在 Ds 内 95(2) = 二 (2 一 加 
» F388 a 


现在 假设 存在 9E 恕 (如 ), 使 得 在 号 内 82 一 六 2)， 则 对 所 有 
ZE 有 92) 一 (5 一 如 如 果 大 是 中 内 的 闭路 径 , 异 得 出 


(3) 有 


rp 


ee 


模 函 数 的 构造 
16.17 模 群 ”这 是 形式 为 
2+b 

{1) P= Ta 
的 所 有 线性 分 式 变 横 的 集合 G. 这 里 56 及 如 是 整数 ， 且 
qd—b6=1, 

由 于 a,8,c 及 dd 是 实数 ,每 个 YEG 上 映 实 四 到 它 本 身上 (除了 
co)，gpf(i) 的 错 部 是 (十 国 六 全 0， 因此 


(2) yi) = (wpEA) 

此 处 HH'* 是 开 上 半 平 面 ， 车 Pp 由 (1) 给 出 , 出 
-1 一 再 

(3) (由 一 一 5 


于 是 VEG， 同 时, 当 pEG 和 ECG 时 ,mpoyEG. 

因此 避 是 一 个 群 , 以 复 人 台 作 为 群 运算 ， 和 根据 (2)， 习 惯 上 把 G 
需 作 互 ” 上 的 变换 群 . 

变换 2 一 2 十 1 人 一 5==4=1， =0) 和 z 一 一 17123 (4=2=0, 
5 一 一 1 一 1 属于 如 事实 上 ,它们 生成 上 (也 就 是 ， 没 甩 的 真 
子 群 包含 这 两 个 变换 )， 这 能 用 定理 16. 19(e) 所 采用 的 同样 方法 . 
证 明 . 

一 个 模 国 数 是 如" 于 的 全 纯 { 或 亚 纯 ) 国 数 也 六 下 了 在 下 或 
至 少 在 算 的 某 个 非 平凡 子 群 太 下 是 不 变 的 . 这 总 思 是 说, 对 竺 个 
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peD, fop=f. 
16, 18 一 个 子 群 ”我 们 将 取 由 o 和 + 华 成 的 群 为 六， 此 处 


(1} (2D)= 区 十 和 fr) 一 5 十 2 


我 们 的 一 个 目前 是 构造 在 居 下 不 变 的 某 个 国 数 如 且 南 它 引导 出 
Picard 定理 的 一 个 快速 的 证 明和 确实， 在 证 明 中 ， 重 要 前 是 4 的 
爱 射 性 质 , 而 不 是 它 的 不 变性 ， 而 卫 也 能 较 快 地 给 出 4 的 锡 造 { 适 
当地 用 Riemann 党 理 及 反射 贤 理 )， 但 是 ， 用 刀 何 的 语言 来 研究 
了 在 + 土 的 作用 是 很 有 教 益 的 ， 我 们 将 锐 着 这 条 路 子 来 处 理 ， 

设 妨 是 满足 下 列 四 个 人生 件 的 所 有 8 的 集 含 ， 这 里 三 和 十 1 
(2) yg>0, —1&%<1, |22+1|>1, |2z—1|>1 


@ 界 于 垂直 线 x 一 一 1 及 w=1 之 间 , 并 且 以 中 心 在 一 雪 及 去 ， 


半径 为 二 的 两 个 半 贺 周 作为 下 界 ，Q 包含 了 位 于 开 * 中 左 半 的 那 


些 边界 点 ，@ 不 含 实 轴 上 的 点 . 
我 们 断言 8 是 全 的 基 术 区域， 这 意 恩 是 指 下 列 定理 的 陈述 
(ga) 及 (5) 是 真确 的 . 
16.19 定理 ” 设 三 和 恕 如 上 述 ， 


Ed [二 pp MY pV) N90) 一作。 
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(8) 日 (= 下 


{oT 包含 形式 为 
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(1) 到 (人 一 
的 所 有 变换 pSG, 其 中 6 和 了 是 奇数 , 和 5 是 偶数 , 


证 明 设 广 ,为 (c) 中 所 述 的 所 有 wsSG 的 集 . 容易 验证 本 
是 辟 的 子 群 ,由 cE 站 及 rte 站 ,可 得 昌 太 CT 六 ,, 为 要 证 明 个 = 了 |， 
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也 就 是 机 证 本 (ec)， 只 需 证 如 (a 和 (5) 成 立 就 够 了 .这 里 (e) 
是 由 (9) 以 二 代替 夏 而 得 到 的 命题 。 央 为 , 如 果 (q) 及 ( 怒 成 立 ， 
很 清楚 , 厂 就 不 能 是 站 的 真 了 集 . 

我 们 将 需要 关系 式 


(2) Imw (2z) = 


此 式 对 由 (1) 给 出 的 每 个 pSG 都 正确 . (2) 的 证 明 是 用 直接 计算 
的 方法 , 且 依 赖 于 甘 系 式 cd 一 be 一 1. 

我 们 现在 证 明 (a). 假设 wi 及 2E7 的 关 pa， 且 定 义 缚 二 
91 oz. 和 如果 zEPLOD 间 Pz2 08), 则 p (Cz) EQ 人 Np(9). 因 此 只 须 证 
明 , 车 pS 站 ,, 且 不 是 人 恒 等 变 找 , 则 
(3) Np@)=% 

(3) 的 证 明 分 为 三 种 情形 . 

车 在 (1) 中 c=0, 则 e838=1, 由 于 4 和 a 是 整数 ， 我 们 有 a= 更 
一 土 1， 因 此 , 对 某 个 整数 % 取 0, 9 (3) 二 z 十 2%, 而 日 的 描述 明显 地 
使 (3) 上 成 立 ， 

车 c=2d, 则 c= 土 2 有 d= 土 1( 由 od 一 Bc=1). 因 此， (2) 


二 go(z) 十 2m，m 为 一 整数 ， 由 0 (0) CHB 到 ) (3) 成 立 ， 
车 6 关 0, 且 ce 关 29， 我 们 断定 , 对 所 有 zEQ@， jez 二 本 1， 如 
若 不 然 , 回 盘 (一 41c;1/161) 与 8 相交 .的 描述 内 明 , 车 < 尖 一 去 


为 一 实数 , 旦 五 (a; ?) 与 如 相交 , 则 点 一 1, 0, 1 中 至 少 有 一 点 含 于 
D(e; ?7) 内 , 因此 对 w= 一 1 或 0 或 1，|ewtd|<1 “但 对 这 些 节 
cw 十 d 是 一 奇数 , 它 的 绝对 值 不 能 小 于 1， 于 是 1cz2+Q| >1. 现在 
四 (2) 可 得 出 , 对 每 个 aE@, Img(z)<Imz. 如 果 对 某 个 xEQ, 9p(2) 
€&8 是 真确 的 话 , 相同 的 论证 就 可 应 用 于 ', 并 且 就 能 证 明 
(4) Imz=Imeg (gp (2)) Imop ts) 

理光 


这 了 矛盾 表明 (3) 式 成 立 . 

因此 (e) 得 到 了 证 明 ， 

要 证 明 (B), 令 了 为 集 qt@) 对 wE 态 取 的 并 . 很 请 想 , ZCITT. 
同时 , 对 于 # 一 0 土 1, 十 2, …, 三 也 和 包含 集 立 (全 )， 此 处 下 (#2) = 二 4 
十 228， 由 于 o 映 圆周 |2z 十 1| = 二 1 到 圆周 |2# 一 1|==1 上 , 我 们 看 到 
三 包含 使 所 有 不 街 式 
(5) |2z— (2m+1) | 守 1 (m= 二 0, 土 1, 士 2, …) 

都 能 满足 的 每 一 个 2E1", 

固定 zpE 到 + 由 Imw>0, 仅 有 有 限 对 整数 6 及 dd 使 得 |sw 十 芯 
小 于 任意 给 定 的 界限 , 并 且 我 们 能 选取 poe 本， 使 得 cw 二 d1 取 到 
最 小 ， 由 (2), 这 表示 


(6) Implw) <Impolw) (er 

令 + 二 qo(w), 则 (6) 变 为 

(7) Img (2) Ime (rET) 

应 用 (7) 式 于 p=or" 和 =o 'r "因为 

《8) (or (一 天 2 全，(oir (一 一 攻 二 和 
由 (2) 和 (7) 得 出 


{9) |2s—4nt1l>1, 22 一 4 一 1 之 1 (n=0, 士 1, +2, …) 
这 样 # 福 是 (5), 因此 zEZ; 叉 因 为 w 二 po:(#) 和 po 1E 人 站 ， 我 们 
有 we 

这 就 完 虑 了 证 明 ， 

下 列 定 理 概 插 了 在 16. 18 节 提 到 的 模范 数 4 的 某 些 性 质 ， 
将 用 于 定理 16. 22. 

16. 20 定理 如 时 7 和 名 均 如 16.18 节 所 述 ， 则 存在 一 个 


Me orerorawryurerourororermor 
A 


rr 
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(5) 和 4 在意 一同 


ee 
a 


(9) 4 以 实 辆 作为 它 的 自然 边界 时 
证 明 令 负 为 妨 的 右边 一 兴 ， 更 明确 地 说 ,Qo 由 sE 蕊 +， 并 
诺 足 
1} ORezs<1, |2#—1|»>1 
的 所 有 * 组 成 ， 由 定理 14.19( 及 评注 14 20)， 存 在 上 的 连续 
函数 它 在 上 是 一 一 的 ,在 内 是 全 纯 的 , 并 使 得 (90) 一 再 +， 
RCO0)=0, M1)=1, 有 A(%) =00, 反射 原理 (定理 11. 1) 者 明 ， 
公式 
(2) Bh(—s+ iy)=R(z+iy) 
把 六 扩展 为 如 的 闵 色 人 纺 上 的 连续 函数 . 这 函数 是 @ 的 内 部 到 除 掉 
非 负 实 轴 的 复 平面 上 的 保 形 映 射 ， 我 们 同时 看 出 在 日 上 是 一 一 
的 , 且 KG) 是 (中 所 描述 的 区 域 只 , 并 有 
《3) Ml1+ig)=A(4iy) 一 有 区 一 1] 十 小 )) (0<y<00) 


(4) 克 一 寺 + 豆 o5) 一 克 寺 + 到 ee ) 
=&(o(- 诗 + 去 <")) (0<O<) 
由 于 在 意 的 边界 上 闫 是 实 的 , 由 (2) 以 及 和 = 的 定义 恒 得 出 (3) 
和 (4). 
我 们 现在 定 史 函数 4 
(5) AC2)=h(p C2)) (gEP(Y), ger) 
由 定理 16. 19， 每 个 ze 本 +， 有 一 个 且 仪 有 一 个 gE 厂 ， 使 # 属于 


人 P( 外 )、 这 样 , 对 xs 有 5) 定 交 了 4Cz)， 并 且 我 们 立刻 可 以 看 出 
人 于 号 了 


4 共有 性 质 {c)? 到 (ce) 网 时 4 在 组 一 个 集 p(9) 的 内 部 是 全 纯 的 . 
出 C3) 及 (4) 得 出 4 在 | 
QU TO) Uo 0) 

上 连续, 从 而 在 包含 昌 的 一 个 开 集 下 上 和 连续， 定理 16. 8 现在 鹤 明 
4 在 广内 是 全 纯 的 .由 于 如 * 被 集 pg(7), epE 太 的 并 所 窗 浅 , 且 由 

hog 二 ,我 们 最 终 得 出 XEHCH'). 

最 后 ,所 有 数 p(t0) 二 518 的 集 在 实 轴 上 是 稠密 的 。 芳 4 能 解 
析 延 丘 到 一 个 真正 包 食 卫 + 的 区 域 ，4 的 零点 将 在 这 区 域内 有 极 
限 点 .也 由 于 4 不 是 常数 , 这 样 是 不 可 能 的 ， 


Picard 定理 

16, 21 所 谓 的 “小 Picard 定理 "断言 每 一 个 非常 数 整 函数 可 
以 或 到 每 一 个 慢 ， 除 了 有 一 个 值 可 能 例外 .这 就 是 下 面 要 证 明 的 
定理 .有 一 个 强 些 的 说 法 ， 每 一 个 不 是 多 项 式 的 整 函 数 可 以 取得 
每 一 个 值 无限 多 次 ， 但 仍然 除了 有 一 个 值 可 能 例外 .这 一 个 例外 
的 值 确 能 出 现 , 可 由 了 (#) =e? 说 明 ， 它 删除 了 零 秆 后 面 的 定理 


rr 


NA A eruraroryre rr 


点 . 这 个 所 谓 前 “天 Picard 定理 ?是 Weierstrass 定理 (定型 10. 21) 
值得 注意 的 加 强 。 后 者 仅仅 断言 , 当 了 在 sz 有 本 性 琳 蜡 点 时 ， 


Dp 


A 


(f 一 四 /8 一 a) 人 代替 则 了 旺 平 而 到 定理 16. 20 所 述 的 区 域 器 肉 . 

对 每 个 圆 盘 斑竹 人 ,对 应 有 -区域 FiC (其 实 ， 有 无 穷 多 
个 这 样 的 FF 对 每 个 gE 六 孝 有 一 个 )， 使 得 4 在 F 上 是 一 一 的 ， 
二 F394 


且 48 一 已 。、 每 个 这 样 的 玉 最 多 与 区 域 p(@) 的 两 个 相交 。 对 
应 于 六 的 每 一 种 选取 ， 存 在 国 数 BSEH(D1)， 对 所 有 #E8， 有 
PACz)) = a, 

车 Da 是 日 内 另 一 贺 盘 , 且 若 DD 个 Ds 去 乡 , 则 我 们 能 选取 一 个 
对 应 的 Ps, 使 得 Pi 站 Ps: 天 好 .因此 函数 元素 (9 DiD) 和 (go Ds) 就 
将 是 签 此 的 直接 解析 延 拓 ， 注 意 冯 ;CDi)CH'， 

由 于 了 的 值 域 位 于 日 内 ， 艾 存在 中 心 在 零 的 辐 盘 4o 使 得 

-了 C4) 全 于 口内 一 圆 盘 Ds 中 ， 选 取 WoEH(CDo)， 如 上 记述 ， 对 
2 扎 相 1 令 g(2) 二 po(f(3)), 并 今 为 平面 内 超 点 在 零 的 尾 章 有 曲线. 
foy 的 慎 域 是 名 的 紧 子 集 ， 因 此 ，» 能 被 一 个 加 瘟 链 4, …, 4, 所 
杆 盖 , 使 得 每 一 个 (4;) 包 含 于 介 内 的 一 个 回 盘 D; 中， 并 且 我 们 
能 选取 #, EH(D,), 使 得 对 二 1,…,%， 人 外, 太 是 (人 ;-4Di-1) 的 
直接 解析 延 拓 .这 样 就 给 出 了 函数 元 素 (9, 40o) 沿 链 {4o,…, A，} 
的 一 个 解析 延 折 。 注意 % of 具有 正 的 虑 部 . 

由 于 (9, 40) 能 沿 平面 内 每 一 条 曲线 解析 延 拓 ， 耐 平面 是 单 连 
通 的 , 所 以 由 单 值 性 定理 推出 9 能 扩展 成 一 个 整 函 数 . 同时 ,yg 的 慎 
域 是 在 且 * 内 ， 因 此 ,(g 一 i)/(9 二 让 是 有 界 的 , 又 由 Liouville 定 
理 , 因而 是 常数 ， 这 也 就 表明 了 9 是 常数 ,并 且 , 由 于 Yo 在 (40) 
上 是 一 一 的 ,和 而 4 是 非 空 开 集 , 所 以 我 们 最 终 得 出 了 是 常数 ， 

习 题 

1 假设 f(z) 一 20,z*"，qs 这 0, 且 这 级 数 的 收 化 半径 为 I 证 明了 在 z= 
1 有 奇 点 ， 提 未: 招展 为 (2 一 也 ) 的 震级 数 , 若 1 为 /的 正则 点 , 则 新 级 数 在 
某 个 42>1 处 收 敏 ， 对 原来 的 级 数 这 将 窒 味 着 什么 ? 

2 假设 和, 刀 ) 及 (9, 下 都 是 用 数 元 素 , 了 是 两 个 变量 的 多 项 式 ， 有 在 思 

内 , P(f, 四 二 0 最 说 子 和 9 能 沿 一 曲线 解析 延 招 到 记 和 gz， 证明 产 (全 ) 

一 0， 试 把 这 个 结果 推广 到 两 个 国教 以 上 、 有 没有 关于 一 个 比 多 项 式 燃 天 -一 
些 的 随 数 类 王 的 这 样 的 定理 

了 3。 


3 报 设 马 为 一 单 锯 通 区 域 , 且 为 介 内 的 实 调和 函数 、 证 明 存 在 的 数 
《有 (从 )， 使 得 w= 及时 ， 证 明 对 每 一 个 非 单 连通 的 区 域 ， 这 个 结论 是 不 成 
立 的 . 

4 惯 设 了 为 平面 内 团 单位 正方 形 ,于 巧 疼 上 的 连续 复 银 数 ， 且 玫 在 芋 内 
无 香 点 ， 征 明 存 在 世上 的 连续 国 数 9 使 得 了 一 et。， 对 哪 一 类 空 邮 半 《不 国 于 
上 面 的 正方 形 ), 这 个 结果 也 真确 ? 

5 证 明 变 换 *->s 十 1 和 *> 一 二 从 成 整个 模 群 G， 设 由 满足 jz|< 


部 9>0 及 1z| 之 ! 的 所 有 z= 十 评 理 加 上 它们 的 有 z<0 的 那些 极限 点 组 


成 ， 证 明 吾 是 妃 的 基本 区 城 ， 

6 证 明 恕 也 由 变换 史 和 音符 成 ,此 处 
s—1 
区 


信 【81 一 2 Bs 


证 期 具有 周期 2, 妆 具 有 同期 3. 

了 ” 找 出 线性 分 式 变换 的 复合 与 卸 阵 乘法 之 闭 的 关 累 ， 试 用 这 种 关系 作 
出 定理 16,1916) 的 -个 代数 证 阴 或 习题 5 的 第 -- 部 分 的 证明 . 

8 设 吾 为 实 轴 上 的 有 正 Lebesgus 测度 的 紫 集 ， 吕 为 百 相 对 于 半 面 的 
余 舍 , 并 定 闵 


f=| EE (2E0) 


癌 答 下 到 问题 : 
(0) 于是 蔡 是 常数 ? 
(bp) 拖 能 扩展 为 整 国 数 吗 * 
(e) 当 名 斑 09 时 , msf (32) 存在 四 ? 芳 存 在 , 是 什么 ? 
(QO) 了 于 在 避 内 有 没有 全 她 的 平方 根 ? 
ce) 在 蝇 内 ,了 的 实 部 是 否 有 界 ? 
(ff) 在 包 内 , 了 的 虚 部 是 符 有 有 界 ? 
[车 fe) 或 (用 答复 是 有 界 , 则 给 出 一 个 界 , ] 


(g) 如果 为 以 召 为 它 的 内 部 的 正 向 区 周 , 则 | fcz)gs 是 什么 ? 


{ 和 在 台风 ,是 否 友 在 非常 数 的 入 界 全 纯 玫 数 外 ? 
9 针对 
9 也 3 和 


加 一 [一 1,1] 
的 特殊 场合 验证 你 在 习题 8 中 的 敬 案 ， 

10 ”车 在 平面 内 的 紧 集 百 的 余 集 上 不 存在 非常 数 的 有 界 全 纯 函 数 , 则 称 
集 互 为 可 去 的 

{q) 证明 每 一 个 可 数 紧 集 是 可 去 的 . 

(8) 车 妞 为 实 轴 的 紧 子 集 , 且 丝 ( 吾 ) 一 0。 证 时 召 是 可 去 的 。 扣 头 : 至 能 
被 总 长 度 任 意 小 的 曲线 所 环绕 ， 如 在 第 十 章 习 题 中 那样 应 用 Cauchy 
公式 . 

{ce) 候 设 吾 是 可 去 的 , 他 是 一 区 域 , 吾 一 中, fH (CD 一 转 , 且 了 有 界 ,证 
明子 能 扩展 为 名 内 的 全 纯 函 数 . 

( 国 。 对 下 一 定 在 实 轴 上 的 集 吾 , 叙述 并 证 明 与 ( 丰 部 分 相 类 似 的 结论 ， 

(8) 证 昌平 面 上 的 ( 验 于 一 点 } 紧 连通 地 集 投 有 一 个 是 可 去 的 . 

11 对 每 一 个 正 数 &r, 令 厂 s 为 共和 参数 区 间 (一 se, ce) 的 路 和 翁 , 由 

—i—n to 


大 (站 = ate (一 CA 二 由 


+ri (rf) 
定义 ， 没 各 6 为 的 余 集 的 包含 原点 的 分 支 , 六 定 电 
1 rexpr{e"y 
fa (2) ot | (tt2 0) 


Ta 


证 明 若 & < 总 , 则 六 是 六 的 解析 延 拓 ， 证 贡 因 此 存在 -个 整 随 数 , 它 在 急 。 
的 限制 是 fe， 证 明 对 每 个 ef 地]， 
limf trei?) =0 
(如 通常 一 样 ,这 里 为 正 数 , 8 为 实数 . ) 证 明了 不 是 常数 ，[ 提 示 :， 观 赂 
了 {7)]， 如 果 
g=fexp(—f) 
证 明 对 每 个 ev 
limg re) =0 
证 明 在 在 一 个 整 函 数 外 ,使 入 


- 1 当 *= 一 0 
jimbcna = 
[2 [0 当 E 二 0 


* 39F 


12 假设 


六 三 1 


mw 2 
f= (Se) = E02" 
B=} 
找 出 一 个 区 域 , 在 这 区 上 咸 内 这 两 个 级 数 收 敏 , 指出 这 个 傅 子 说 明了 定理 16. 5, 
找 出 景 接近 于 原点 的 了 的 奇 点 ， 
18 设 2= 2: 寺 <lzt< 中 对 m 一 1 2, 3, …, 设 下 ,是 所 有 的 gEH(0) 
的 nn 阶 导 隐 数 ECO) 的 集 ，[ 换 句 话说 ,让 ,是 以 五 ( 介 ) 为 定义 天 的 微分 算 
子 D* 的 值 城 , ] 
a) 证明 当 且 仅 当 | 了 (2)dz 一 0, 这 里 是 下 向 单位 回 周 时 fi 


对》 证明 对 第 一 个 #n， 当 且 仅 当 于 能 扩展 为 DC0;2) 内 的 全 纯 函 数 时 
fEX,, | 
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第 十 七 章 7”- 室 间 


这 一 章 致 力 于 研究 由 一 定 的 增长 条 件 所 确定 的 五 (D0) 的 某 些 
子 空间 ; 事实 上 , 它们 金 都 包含 在 第 十 五 章 所 定义 的 类 访 肉 ， 这些 
所 谓 五 ?- 空 间 ( 由 G.H. Hardy 命名 ) 具 有 大 量 的 与 因 式 分 解 ， 边 
界 值 以 及 用 品 的 边界 上 的 测度 表达 的 Cauchy 型 表示 有 关 的 有 趣 
的 性 质 . 我 们 只 打算 给 出 一 些 最 重要 的 结果 , 比如 , 对 所 有 的 <0 
Fourier 系数 上 (2 为 0 的 测度 4 的 F.Riesz 和 M.Riesz 定理 ， 
玉 ? 的 不 变 子 空间 的 Beutling 分 类 ,以 及 关于 共 辆 图 数 的 M. Riesz 
定理 . 

解决 这 个 问题 的 一 个 廊 征 的 方法 是 运用 次 调和 前 数 ， 我 们 从 
简要 地 列 述 它 们 的 性 质 开 始 ， 


次 调和 号 数 

17.1 定义 ”定义 在 平面 内 开 集 人 上 的 一 个 函数 吕 称 为 次 调 
和 国 数 , 如 果 它 具有 下 列 外 个 性 质 ; 

(9) 一 OW(3) 之 0 对 所 有 的 zE 人 成 立 . 

(5) 名 在 人 内 是 上 平 述 续 的 . 

(ce) 当 D(a;7)C 时 ,有 


1 [i . 
u(r) < wrt+re')ad 


(a)、《0) 中 的 积分 没有 一 个 是 一 00. 
注意 (c) 中 的 积分 永远 存在 , 并 且 不 是 十 ec, 因为 四 和 (可 昔 滴 
着 4 在 每 一 个 紧 集 玉生 8 上 是 上 有 界 的 ，[ 证 明 ; 车 下 是 所 有 
* S99 


的 使 得 xt2) 守 % 的 5E 下 的 集 , 则 瑟 二 天 一 丽 s 一 …, 所 以 或 者 是 对 
某 一 个 8, 区 ,二 名 ,或 者 是 门下 ,= 依 。 在 后 一 种 情况 下 , 必 有 某 一 
个 乓 五 ,23 一 co。、] 因 此 (保证 (ec 中 的 被 积 函数 属于 元 :77 
每 一 个 实 的 调和 函数 显然 是 次 调和 孙 数 . 
17.2 定理 各 要。 扑 忆 四 的 次 河和 靖 狼 。 FP 是 BR! 上 的 单调 增 


A er 


Ei pi 


[为 全 got 在 如 的 所 有 点 上 有 定 久 ,我 们 令 gp( 一 9) 二 limp(2)， 
邯 当 *> 一 co 时 的 极限 ，2 

证 明 首先 ， 因为 w 是 递增 如 连续 的 ， 所 以 pex 是 上 半 连 续 
的 。 其 次 , 车 万 (es 7) 握 吕 , 则 有 


vo) p(B etre da < vu(atre'))de 


因为 加 是 递增 的 而 是 次 调和 的 , 这 些 不 等 式 中 的 前 一 个 成 立 ; 从 
有 的 同性 根据 定理 3. 3 慨 得 出 后 一 个 不 等 式 . 

17.3 定理 。 如 果 避 是 一 个 区 域 , 天 及 (2)， 并 且 /不 恒 等 
于 0， 则 log 1f| 是 如 内 的 次 调和 函数 ， 从 而 log*| 天 和 |f1? 
《0<p<<co) 同 样 阳 是 次 调和 的 ， 

证 明 如 果 ftz)=0 时 ， 我 们 理解 log |f(z)| 一 一 oo， 则 
log |f| 是 在 介 内 上 半 连 线 的 , 并 且 定 理 15. 19 草 涵 着 log | 了 | 是 次 
调和 的 . 

我 们 和 如果 在 定理 17.2 中 ,以 log | 了 | 代替 ww 而 

pt}=maxtd, 1 和 pt) =en 


应 用 这 个 定理 , 则 得 出 人 


Ee Re a 
ER nt pp 一 
me ee a ee 


bE ep RE re 


这 个 定理 解释 了 “次 调和 ”这 一 名 词 的 含义 ， 这 里 和 的 连续 性 
不 是 必须 的 , 但 是 我 们 将 不 需要 这 个 一 般 情形 , 并 呈 留 它 作 为 一 个 
练习 . 

证 明 令 4=4 一 轧 为 了 得 出 矛盾 ,假设 对 基 一 个 2EF ,wi(2) 祈 
0 成 立 ， 因 为 2 在 关上 是 连续 的 ,2 在 关上 过 到 它 的 最 大 值 mw; 因 
为 在 下 的 边界 上 0 成 立 , 集 盏 = {eE 开 ;as 一 做 } 是 一 个 严 的 
非 空 紧 子 集 ， 设 zo 是 加 的 一 个 迪 界 点 . 则 对 于 某 一 个 *>>0 有 
局 (soi7)CF, 但 琵 瑟 (so 7) 的 边界 的 某 一 恨 子 红 位 于 吾 的 余 集 内 。 
因此 


wi so) =m> 守 -| gge+ re ) dg 
Ti 


这 就 意味 着 % 在 上 内 不 是 次 调和 的 。 但 是 若 苹 是 次 调和 的 , 根据 
2 全 玫 的 者 伟 性 质 一 也 巷 次 调和 的 ， 得 出 蔬 盾 ， 


rr TN 


TT a 


证 明 是 总 (0;7s) 上 的 连续 函数 , 它 在 六 C0; re) 的 边界 上 
与 一 致 ， 本 D(0; 7) 内 是 调和 的 , 根据 定理 17. 4, 在 D(C0; ya) 
内 < 成立， 因此 


mms2| hirei do=8(0) = 下 | Mee) = mh(7,) 


豆 * 空间 和 N 空间 
17.6 定理 如 果 fEH(D), 且 


nr 


,401 。 


1 上 站 = 人 frer) ao} C0<p<00) 


a a a rereerrerore nroeeroorrroroe 


亚 He 
证 明 | 对 于 4 各 于 ,， 这 是 定理 17.3 和 17.， 5 的 直接 推论 . 
对 于 于, 它 可 以 其 最 大 模 定理 得 出 , 
这 就 提示 了 下 列 的 定 交 
17.7 定义 对 任 一 了 EO) 和 对 0p 所 00, 我 们 令 
fl,= lim sf; 7) 


这 里 于 ,(f;*) 与 定理 17.6 中 的 一 样 . 

对 于 0<3< 委 co， 类 豆 ? 定义 为 四 所 有 使 得 11,<co 的 那些 
fEE(D) 组 成 ， 注 意 这 和 我 们 在 2 一 oo 情况 下 原先 引出 的 术语 是 
一 致 的 . 

业 太 是 由 所 有 | 刑 o<ce 的 那些 fEH(D) 组 成 . 

洪 0<s<p<<o0, 显 热 有 HCIPCHCN. 

17.8 评注 ”对 于 1 专 7 志 0,1 满足 三 角 不 等 式 , 所 以 隔 是 
一 个 赋 范 线 人 性 空间 ， 为 了 看 出 这 点 ,对 必 x( 方 7) 应 用 Minkowski 
不 等 式 : 

(1) Mf or Mr + Mg 7) (Or<1) 
当 7~>1 肘 , 我们 获得 
(2) f+ gs 
完备 性 ， 假 定 {f,} 是 H? 内 的 Cauchy 序列 ，|s| <r<8<1， 对 
f 一 fw 洲 荐 举 径 为 训 的 辐 周 积分 ;应 用 Cauchy 公式 ,这 屿 导出 不 
等 式 
CR—r) ifs)—fntz) | SM (Ff; RB) 
Mf — fn; BB) SH fl 
"402 ， 


于 是 我 们 得 虽 {f:)} 在 局 的 紧 子 集 上 一 到 收 做 于 一 个 钞 数 fEECD). 
给 定 e>0, 则 存在 一 个 坝 , 使 得 对 所 有 的 >m,1f, 一 fm|ls<e， 因 
此 对 鲜 一 个 ?+<1， 

Moffns?) = limM( fn; r) Se 


这 就 给 出 当 加 一 ce 时， 地 一 和 和 一 0. 

对 于 <1,B? 仍然 是 一 个 向 量 室 间 ， 但 1, 不 再 满足 三 角 不 
等 式 . 

我 们 曾 在 定理 15. 23 看 到 过 : 性 一 fEN 的 霉 点 满足 Blaschke 
条 件 过 (1 一 [ay<co 因此 ， 对 每 个 H?， 结 论 仍然 真确 ， 有 趣 
的 是 : 任 一 fEH? 的 零点 在 不 增加 范 数 的 情况 下 诅 人 驶 被 除去 ， 

17.9 定理 假定 JEN，f 竺 0.B 是 由 了 的 零点 所 构成 的 
了 laschke 乘 积 ， 令 g=f/B.。 则 gE, 且 folo=4, 

进而 言 之 ,车 7EH?, 则 gEH?, 且 N91s==|f1,0<p 和 00). 

证 明 首先 注意 到 : 

(1) [8983 六 | f(z)] (zED) 
事实 上 ,对 每 一 个 zED, 严格 的 不 等 号 能 成 立 ， 除非 了 在 内 不 存 
在 零点 ,在 这 种 情况 下 , B= 二 1 和 9= 下 

荐 8 和 是 非 负 实数 ,不 等 式 
《2 log + {st)<Elog*s+ log+*#¥ 
成 立 ， 因 为 如 果 si<1 (2) 式 的 左边 为 0 如 果 81 半 1，t2) 式 的 站 
边 为 logs 十 logt， 因 为 191 二 |f1/1B1,(2) 给 出 


《3) log*|g| <<log*|f|+1og 面 


根据 定理 15. 24,(3) 曾 酒 着 |glo 所 上 ls, 并 且 因 为 (1) 成 立 , 我 们 实 

际 上 有 gl 二 人 fs. 
现在 假定 对 某 个 B0， 巷 配 ， 设 BB 是 由 于 的 前 % 个 零点 所 
构成 的 有 限 Blaschke 鳞 积 ( 拒 重 根 计 算 在 内 ， 我 们 依 茶 一般 序 排 
。 403 » 


列 这 些 零 点 ), 对 每 一 个 z 令 8 = 7 Bo 当 r> 工 时 ,1BoCre 1] 
一 致 地 成 立 ， 因 此 和 | 一 1， 当 5 一品 时 ,1 有 | 增加 到 | 人 外， 所 
以 ,根据 单调 收敛 定理 ,对 所 有 的 7 二 1, 有 

(4) Mplg; 7) = lms( gs +) (Or<l) 


(4) 的 右边 至 多 是 [中 .车 我 们 令 ”一 1， 便 得 到 19 ;<1f1s。 象 前 
面 一 样 ,现在 从 (1) 得 出 等 式 ， 


五 : 空间 

HH! 的 特殊 重要 性 是 由 子 它 是 一 个 Hitbert 空间 , 而 且 很 容易 
地 把 它 和 瑚 (2 的 沫 一 个 子 空 间 等 同 起 来 , 这 里 让 是 单位 回 周 . 我 
们 回顾 一 下 , 任意 一 个 9EZ2(2 的 范 数 是 


io 二 | gc) aed” 
并 且 每 一 个 9EZkm 有 Fourier 系数 
8 一 让 gteDe iedg (n=0, +1, 2,") 


下 的 基本 性 质 概括 在 下 列 定理 中 . 
17. 10 定理 
(9) 形 奶 


(1) | i 1 = ee (2ED) 


的 一 个 畏 数 (0) 澡 且 仪 当 之 lgs1 态 O 时 是 玉 中 的 国 数 .在 


(2) fl -会 [ol 1 


Lo Re dy 


人 rr 


第 有 个 Fourier 系数 为 0; 芽 2- - 带 近 


GE ea. 


(3) 中 | |f*Ce') —f ren) a0 =0 


i Ee 


AT 


(4) ap P.(0— Df* (edt 
和 
(5) f=-ar) Fae 

这 里 二 是正 向 单位 图 周 


TT ororervrerereroervrereeerer 


Ee EA ET rarevraropurenrevryreveoe oem 


”证 明 “直接 计算 CParseval 定理 ) 指 出 ， 
(6) wp- (0<r< 
这 便 证 明了 (a)， 
现在 假定 fs 对 0<s<<1 用 下 式 在 中 上 定义 函数 也 ， 
(7) feiD =f (se') = oorer 


因为 之 jen|3<oo，Riesz-Fiseher 定理 保证 因数 9EE2 人 ED) 的 在 在 
性 , 使 得 RR 守 0 时, $n) 一 ca，9<0 时, 06) 二 0，g 一 了 的 Fourier 
系数 当 azz0 时 是 人 1 一 sen， 所 以 再 一 次 应 用 Parseval 定理 指出 
了 


(8) lg 一 人 = 六 (ss 
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当 >1 革 ,(8) 的 右边 趋 于 0, 我 们 得 到 了 
(9) lim lg—f,ls =0 

对 任 一 辕 定 的 se(0,1) ,f(z) 在 DD (0; 二) 内 是 仿 纯 函数 因 
此 ,如果 zE0 和 > 一 re 我们 有 


(10) je 人 = 二 | Pr(O— fe 
和 
《11) f(sz) = pr es fe) Edt 


考虑 这 些 积分 和 用 代替 妨 时 所 对 应 的 积分 之 间 的 差 ， 
Schwarz 不 等 式 和 (9) 结合 在 一 起 , 便 给 出 了 用 9 代替 f# 的 (4) 式 
和 (5) 式 ， 所 以 了 是 9 的 Poisson 积分 ; 并 且 因 为 9EL'(T)， 定理 
11. 12 的 推论 指出 子 的 径 向 极限 存在 ,并 且 在 了 上 a.e- 赵 于 9 这 
就 证 明了 (5). 

从 (3) 可 得 出 |*|s 一 |1s。 (区 的 证 明 指 出 ,对 于 s<0， 产 的 
所 有 的 Fourier 系数 均 为 0， 为 了 完成 fo) 的 证 明 , 假定 gE12C7) 
和 对 所 有 的 s<<0, 8(n) =0、 并 且 邻 


(12) f(2) = 100) 2" 
必 


则 根据 人) ,ffEH?, (5) 的 证 明 窒 出 了 *=g, 

17.11 评注 假定 对 某 个 p>0,fEH?,B 是 由 了 的 等 点 所 构 
成 的 Blaschke 乘积 ，9 ==f/B， 定 理 17.9 指出 9eW?， 黄 至 指出 
1gjs= 上 hs， 国 为 8g 在 品 内 不 存在 零点 ,并 且 U 是 单 连通 的 , 因而 
存在 qeEHQ) ,使 得 exp (Pp) 一 9{ 定 理 13.11). 令 =exp (pp/2). 
则 有 EHC), 并且 18|: 二 191?, 因 此 hEB?, 事实 .上 =| 上 gs, 

于 是 了 具有 下 列 形式 的 因 式 分 解 
= 406。 


(1) 一 
这 里 hEH: 并且 在 内 不 存在 零点 、 这 使 得 在 诡 多 情况 下 ， 把 
可 "空间 的 结果 应 用 于 任 一 如 空间 的 困 数 成 为 可 能 ， 以 后 的 证 明 
用 到 这 个 技巧 . 

17.12 定理 和 如果 feH!, 则 


(1) 六 (人 =limf (re'’) 
在 多 的 几乎 所 有 点 上 在 在， 并且 
(2) lm 二 | f(D) f(re") ld0 =0 


-A 


证 明 从 定理 11. 19 的 系 得 出 极限 t1)a.e, 存在 . 若 B 是 由 于 
的 零点 所 构成 的 Blaschke 羔 积 , 上面 的 评注 指出 : 存在 一 个 hE 
使 得 天 =f/B 和 l= 和 fl,， 令 9=Bh， 出 gE?，|gb= 和 本。， 
并 且 了 =9%， 我 们 已 经 分 解 了 为 两 个 展 于 ?的 函数 的 乘积 ， 

在 T 上 用 ff.(e) 二 J(re') 定 久 f,， 并 用 同样 的 方式 定义 厂 
和 加 ， 因 为 启 =9*h*a. 6. ;我们 有 
(3) f*—fr=g* (RR*—h) + hg*—g) 
根据 定理 17. 10, 当 7->1 时 , 14* 一 ,1->0 和 |g* 一 gr|a->0. 
同时 


(4) 二 了 下 
以 及 
(5) Ia lss al = 


如 果 我 们 把 Schwarz 不 等 式 应 用 到 (3) 式 有 边 两 项 莱 积 的 每 一 个 
乘积 上 , 我 们 便 得 出 当 ?> 工时 | 产 一 六 由 一 0. 
系 如果 EFH!, 则 了 是 jf 的 Poisson 积分 和 Cauchy 积 


Se ee ET we 


证 明 如 果 呈 <1 和 9(2) = 了 (R#)， 则 9EBH(D), 这 里 D= 
1 
D(o 吉 ) 因此 ,对 sc 
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(Rs) ys {Re 2 gt 
了 (Ba = pr 了 dt 


现在 周 定 aE0, 让 B->1, 并 运用 (2) 式 ， 2 Cauchy 表示 
式 ， 同 样 的 方式 可 获得 Poisson 表示 式 ， 


F. Riesz 和 MERiesz 定理 
17.13 定理 ”如果 上 站 是 单位 圆周 了 上 的 复 Berel 测 度 , 并 且 


TT 


(1) | ewan) =0 (n=—1,—2,—3,.) 


PE 


ee 


证 明 对 于 z&D,， 定义 


(2) 1G -| a 

车 5 一 re 则 

(3) Qa) = Boren 
并 且 因 为 

(4) P,(0—D = Drmene 
(11) 说明; 了 也 被 Poisson 积分 (5) 所 给 出 

(5) f(7) =| PO0— ant) 
因此 ， 


(0) Mn) {alata PO- Dde=hal 
所 以 feH'， 然 而 从 定理 17, 12 得 出 
(7) fG = 二 P.O— Df* (eas 


这 里 f*EL'(T)， 根 据 定理 11. 19, 比较 (5) 和 (7) 产 生 
,408 * 


(8) dp(D=f* (eat 


这 便 给 出 了 所 要 求 的 结论 ， 

这 个 定理 的 值得 注音 的 特征 是 : 从 一 个 表面 上 无 闫 的 条 件 
( 即 , 它 的 Fourier 系数 的 一 半 为 信 ， 导 出 了 测度 的 绝对 连续 . 近 
年 来 , 这 个 定理 已 经 推广 到 各 种 其 它 场合 ， 


因 式 分 解 定理 


从 定理 17.9 我 们 已 经 知 遵 : 每 一 个 JE 到 (除去 于 一 站 ， 能 分 
解 为 Blaschke 乘积 和 一 个 在 刀 内 没有 零点 的 画 数 9EH?， 同时 
也 存在 一 个 更 为 精巧 的 9 的 因 式 分 解 ， 粗 略 地 说 它 与 9 灌 着 某 些 
半径 总 于 0 的 速度 有 美 . 

17. 14 定义 一 个 内 函数 是 指 一 个 函数 MEH", 关 于 这 个 戏 ， 
| 型 *| 二 la. ce. 于 于 上 成 立 ( 象 通常 一 样 ， M+* 表示 并 的 径 向 极限 )。 . 

如 果 史 是 于 上 的 正 的 可 浏 函数 ， 使 得 logPpE2CT)， 并 且 对 
2EU 


(1) Q(z) =c-6xp 对 |「 e+ logp (oid di | 


i 
则 @ 称 为 一 个 外 函数 , 这里。 是 一 个 常数 , 1c|=1 
定理 15. 24 指出 每 一 个 Blaschke 乘积 是 一 个 内 函数 , 但 也 存 
在 另外 一 些 内 泌 数 ， 它 们 可 以 描述 如 下 . 
17.15 定理 假定 cc 是 一 个 常数 ,|c| 一 1, BB 是 一 个 Blaschke 


ee en 


EE EE EE TE ET eT RT ea pee 


() Ms)=eB(s)exp (| Sisan)! (ED) 


证 明 如果 全 ) 成 立 旺 9g= 开 /1B, 则 1og14| 是 一 di 的 Poisson 
* F009 » 


积分 ,因此 log | 外 委 0 所 以 9EH"， 并 且 EB" 同样 是 正 请 的 . 
同时 , 因为 & 是 奇异 的 , D4 二 0 a.e. 成 立 ( 定 理 8.6), 因 此 log 19| 的 
径 向 极限 均 是 0a. e, (定理 11. 12). 因为 |B*| =1a.e., 我 们 看 出 
形 是 一 个 内 畏 数 . 

反之 , 设 妃 是 由 给 定 的 内 函数 亚 的 著 点 所 构成 的 Blaschke 莱 
积 , 并 且 令 9 二 媒 /B. 则 1og19| 在 上 内 是 调和 的 , 定理 15. 24 和 定理 
17.9 指出 : 在 品 内 19 所 1, 而 在 TT 上 |9*| 二 1 a. 6. 于 是 log |9|<0, 
我 们 从 定理 11. 19 得 出 ,对 下 上 的 某 个 正 测 度 ,Jog 9 是 一 Fu 的 
Poisson 积分 . 因为 ,在 T 上 log|g*|=04.e. ,我 们 有 Du=0a. 6 
于 了, 所 以 & 是 琳 异 的 .最 后 log19| 是 函数 


h(n) =—| Ssdnt) 


的 实 部 .这 就 草 洒 着 对 于 某 个 常数 c, |c| 一 1 9 一 cexp (和 成立， 
于 是 型 是 形 如 (1) 式 的 函数 ， 
这 就 完成 了 证 明 . 
不 古 Blaschke 莱 积 的 内 消 数 的 最 简单 的 一 个 例子 如 下 ; 取 
c 二 1 和 B=1, 设 & 是 集中 于 t=0 的 单位 质量 ， 则 
M(z)= exp :2 


这 个 函数 疝 着 端点 在 # 二 1 的 于 从 很 快 地 趋 于 0. 


人 Te ee ee or 


关 的 外 孙 数 则 


(9G) log | 总 :是 logp 的 Poisson 积分 . 


me 


TRL 


SH? 当 且 仪 当 gSL? (TD), 这 时 |81s=1ple 


证 明 ”根据 视 赛 ， 四 是 明显 的 并且 (a) 益 演 着 入 上 log 1 | 
的 径 向 极限 a. e. 等 于 logP, 这 就 证 明了 (5)， 车 QEH? ,Fatou 引 
。 了 IT0 。 


理 蔓 涵 若 |9*|; 志 1981s， 所 以 根据 (3)，|els 志 1H8i;， 反 之 ， 著 
ppEL? (于 )， 则 入 据 几何 平均 植 与 算术 于 均 征 之 疗 的 不 等 式 ( 定 理 
3.3), 有 


[Q(tre') |? -expf 志 | P00— Dlogp? CD 
< 遍 | P,(0—t) pr (el 人 
如 果 将 后 一 个 不 等 式 对 0 积分 , 我 们 发 现 当 pp 天 cc 时 你 |.<1P|. 
丽 当 ?=c 时 ,结论 是 明显 的 . 


17.17 定理 假定 0<p 所 0, 了 EH?， 并 且 了 不 恒 等 于 0， 则 
log [|f* EL CD, 外 图 数 


(1) (2)= exp| | 名 log jr Cer) ll 
在 印 内 ,并 且 存 在 一 个 内 函数 于 is 使得 

(2) {= MW; 

进而 有 

(3) log |f (0) | < og lf* (ei) Las 


当 甩 仅 当 如; 为 常数 加 (3) 式 内 的 等 号 成 立 . 

消 数 班 ! 和 太 分 别称 为 了 的 内 因 式 和 了 的 外 因 式 ;@r 仅 依 回 
于 | 下 的 边界 值 . 

证 明 ”我 们 首先 假定 fe 如 果 五 是 由 了 的 零点 所 构 臣 的 
Blaschke 乘积 , 日 9 一 记号 则 定理 17.9 指出 gEHi; 并 且 因为 在 
下 上 [9 一 1 节 1a.e.， 所 以 只 须 用 9 代替 子 来 证 明定 理 的 结论 就 
足够 了 了 . 

这 样 , 让 我 们 假定 了 在 忌 内 不 存在 零点 ， 并 且 假 定 (0)=1, 
则 log1f1 在 内 是 调和 的 ，1log i 了 (0)| 一 0。 又 因为 log 一 log* 
一 lo 全, 故 调 和 函数 的 平 询 值 性 质 莉 酒 着 

IT 。 


(4) p= log If(red a= log’ [f(re’®)|add 


二 上 flo 

对 0<r<1 成立 ， 从 Faton 引 理 现在 得 旨 1og!*1f*| 和 1og | 了 *l 
二 省 都 在 (TD) 内， 因此 log|j 产 | 也 在 太子 ) 内 ， 

这 俐 证 明了 定义 (1) 是 有 总 义 的 。 要 据 定理 17. 16， QEH', 同 
时 ,因为 log| 产 |EZACT), 所 以 [人 | 二 17*| 才 0a.e. .如果 我 们 能 
证 明 
(5) |f(a)| QC) (zEU) 
得了 8i 将 是 一 个 内 尔 数 ,并且 我 们 获得 因 式 分 解 (2), 

因为 ，1og 18rl 是 log | 产 | 的 Poisson 积分 ,， (5) 式 等 价 于 不 
等 式 1 
(6) log |f|<P[Llog lf*|] 
这 就 是 我 们 现在 要 证 明 的 ， 我 们 的 记号 如 同 第 十 一 价 里 一 样 ; 
王 [ 友 是 函数 ELIT) 的 Poisson 积分 ， 

对 于 1s| 夺 1 和 0<R<1, 令 fa(?) 二 A(Bz)， 固 定 zEU, 则 
(7) log|fa(zs)|=Pllog’:|fal](z)—P[llog |fal](2) 
因为 对 所 有 的 实数 和 5 |1log Tw 一 log 和 交 | 所]| 久 一 成立， 又 因为 
当 ->1 时 |fs 一 了 上 >0( 定 理 17. 12)， 当 R 祖 1 时 ，(7) 式 的 第 一 
个 Poisson 积分 收 敏 于 PL[log?*|f*1]， 因 此 Fatou 引 理 给 出 
{8)PLlog” (FlJsliminf Pllog™ {fslj=P[llog tf*ij—log|f| 


这 个 不 等 式 是 与 (6) 相 同 的 ， 

我 们 现在 已 经 建 并 了 因 式 分 解 (2)， 若 我 们 在 (5) 式 中 令 有 
二 0, 我 们 便 得 济 (3) 式 ; 当 且 仅 当 1C0)| 二 181C0)|, 即 : 当 且 仅 当 
1MA0)| 二 1 时 在 (3) 式 里 航 等 号 戌 立 ; 因为 | 可 种 二 1， 所 以 这 只 
有 当 于 是 常数 时 才 可 能 , 

这 就 完成 了 对 了 ==1 时 的 证 明 . 
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如 革 1<p 迄 00; 则 五 ?C 吾 1, 因 起 镜 下 来 要 证 明 的 只 是 BrEH? 
但 是 如 果 JEZ?, 根据 Fateou 引 | 理 ， 则 ||]ELXT); 因此 根据 定理 
17, 16€¢6), QEH?. 

车 了 <1， 我们 能 够 运用 第 17. 11 节 所 描述 的 技巧 . 留 下 这 些 
细节 作为 练习 . 

log| 产 JEZI2) 这 一 事实 有 一 个 推论 ， 我 们 在 证 明 中 已 经 用 
到 过 , 但 是 它 的 重要 性 足以 分 开 来 叙述 它 ， 

“17.18 定理 如 果 0<p 所 co,fEH?, HH 了 不 恒 等 于 中, 则 在 全 


a 


a 


证 明 车 产 =0 则 log|f*| 二 一 oo， 如果 在 一 个 正 测度 集 上 
发 征 这 种 情况 , 则 
| 10glf*Ce') ldi=—o 


注意 到 定理 17.18 对 于 fEH? 的 径 向 极限 的 零点 的 位 置 加 上 
了 一 个 定量 的 限制 ， 在 可 内 的 零点 也 被 Blaschke 条 件 定量 地 限 
制 了 . 

象 通常 一 样 ， 我 们 能 够 把 上 上 面 革 于 零点 的 结果 重 述 为 一 个 唯 
一 性 定理 : 

如 时 人 9 且 在 严 的 某 个 Lebesgue 测度 是 正 的 子 集 


CE i 


ee 


17.19 让 我 们 浏览 一 下 类 六， 目的 是 看 看 在 那里 定理 17. 17 
和 完 理 17. 18 还 有 多 少 东 西 保 持 正确 ， 如 果 EN， 了 直 0， 我 们 能 
用 Blaschke 履 积 除 f, 得 到 一 个 商 多 它 在 万 内 不 存在 零点 ,并 且 
它 属 于 不 (定理 17.9)， 这 时 log 19| 是 调和 的 , 又 因为 


《1) [ieg191 =21og | 亿 一 log19| 
和 
(2) 庆 人 leglgtre1a0=tgl9Co| 
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我 们 看 出 log 19 满足 定理 11. 19 的 假定 ,因此 log 19| 是 一 个 实测 
度 上 的 Poisson 积分 ， 于 是 


(3) 1(z)=eB(a)exrp || Sisdpce)) 


这 至 是 一 个 常数 , 16]= 二 1, 8B 是 Blaschke 乘积 ， 

注意 , 1og*19| 的 积分 是 有 界 的 { 它 是 191 不 本 靠近 cc 的 说 法 的 
定 基 表达) 这 一 假定 是 如 何 昔 涵 log -19 | 的 积分 的 有 异性 ( 它 是 说 
19 | 不 会 在 太 多 的 地 方太 赂 近 0 的 ). 

若是 一 个 负 测 度 , 在 (3) 式 中 的 指数 因 式 是 在 召 " 内 .应 用 
Tan 分 解 于 这 证 


dl, pp re 


es 


因为 如 了 关 0 a. e.， 所 以 Ja.6. 具 有 有 限 的 径 向 极限 ， 同 时 六 
0 a. 8., 

log |f*|EL() 成 立 码 ? 是 的 , 并 且 其 证 明 与 定理 17.17 中 给 
出 的 证 明 是 一 样 的 . 

然而 , 定理 17. 17 的 不 等 式 (3), 不 再 戌 立 。 比 如 ,车 
(4) 1(2)= erp 二 
则 flo=e, 17f*1=1ae 并且 
(5) log If(0)1 =1>0= 吉 -| log If*(e') |as 


移 位 算 子 


17- 20， 不 变 子 空间 ”考虑 Banach 宗 间 互 上 的 有 界线 性 算 子 
号; 即 是 说 , 5S 是 互 到 天 内 的 有 界线 性 变换 ， 如 果 垃 的 闭 子 空间 工 
具有 (TD7CGT 前 性 质 ,我 们 称 了 为 8- 不 变 子 空间 ， 王 是 互 的 号- 
不 变 子 空间 恰好 是 出 总 把 自身 映 和 自身 的 那些 子 空间 ， 
“AIf。 


一 个 算 子 号 的 不 变 子 空间 的 知识 有 助 于 我 们 想象 出 它 的 作 
用 . (这 是 一 个 非常 一 般 的 ,因而 也 是 比较 含混 的 原则 : 在 研究 任何 
一 类 变换 中 , 了 解 该 变换 把 什么 东西 保持 不 动 . ) 比 如 , 车 六 是 % 维 
向 量 空 间 关 上 线性 算 子 ,如 果 写 有 个 线性 独立 的 特征 向 量 x,…， 
go 由 这 些 ri 中 的 任何 一 个 所 张 成 的 一 维 空 间 是 仿 - 不 变 的 ， 如 果 
我 们 到 {Y,,*…, zw} 作为 了 的 一 个 基 , 我 们 就 得 到 仿 的 一 个 非常 简单 
的 描述 . 

我 们 将 描述 2 上 的 称 为 “ 移 位 算 子 "3 的 不 变 子 空间 ， 这 里 
?是 所 有 复 序 列 
(1) T= {to0, En, Ens +} 
的 空间 , 对 于 这 些 复 序列 


(2) lzl- 人 1 < 
习 亚 避 


并 且 坊 是 把 (1) 式 中 给 定 的 元 素 zE 关 变 为 
(3) Sz= {0, 0, €1, ""} 
的 变换 ， 显 然 妨 是 一 个 上 的 有 界线 性 算 子 , 并 生 人 | = 1 

一 些 号 -不 变 子 空间 可 以 立即 看 出 :如果 五 是 所 有 前 天 个 娃 
标 均 为 0 的 zE1 的 集 , 则 了 是 上 -不 变 的 

为 了 找到 务 外 一 些 不 变 子 空间 ， 我 们 利用 下 和 吉之 间 的 
Hilbert 空间 前 同 构 , 把 移 位 算 子 态 化 为 H? 上 的 乘法 算 子 ， 癌 题 
在 于 梁 法 算 和 子 要 比 原来 的 序列 空间 i 的 场合 容易 分 析 一 些 ( 因 为 
作为 全 纯 函数 的 空间 HH? 具有 比较 丰富 的 构造 ). 

我 们 对 (1) 式 给 定 的 每 一 个 xE 联系 一 个 函数 


(4) j= Dé (ED) 


根据 定理 17.10， 它 定义 了 一 个 站 到 下 的 线性 一 一 上 映射 . 
如 果 
。 415。 


(5) 3 一 {nn}, FC2)= D2" 


n= 


并 有 如果 中 的 内 积 定义 为 
(6) (FD)=| fe 


则 Parseval 定理 指出 (f,9) = (x, 扩 .于 是 我 们 获得 一 个 世 到 豆 ” 
上 的 Hilbert 空间 的 同 构 , 并 且 移 位 算 子 驴 转 化 为 五 * 上 的 乘法 算 
子 (我们 继续 用 点 记 它 ) 
(7) (SFIC2)=af(z) (fFEHS, sEU) 

上 面 提 及 的 不 变 子 空间 了 现在 可 看 出 由 所 有 的 这 些 fEH? 
所 组 成 , 这 些 了 在 原点 至 少 具有 名 阶 零点 ， 这 就 给 出 一 个 线索 : 对 
于 任何 有 限 集 {@1,…, gi}CU， 所 有 使 得 90) 二 == 了 (ew)=0 的 
那些 了 EH? 的 空间 了 是 -不 变 的 .如 果 B 是 以 ,as 为 零点 
的 有 限 Blaschke 乘积 则 当 且 促 当 了 /BEH* 时 feEY, 于 是 了 
=BH:. 

这 就 联想 到 无 限 的 Blaschke 乘积 也 可 能 导致 SS- 不 变 子 空间 ， 
中 加 一 般 地 ，HBlaschke 乘积 可 能 用 任意 的 内 阴 数 2 代替 不 难看 
出 每 一 个 8 下 是 豆 的 闭 态 -不 变 于 空间 ， 但 是 严 的 每 一 个 闭 的 
人 -不 变 子 空间 都 是 这 种 形式 的 空间 , 则 是 一 个 比较 深入 的 结果 , 

17.21 Beurling 定理 

(9) 对 每 一 个 内 函数 ， 空 间 


(1) oH'= {gf:fEH") 


re ee ore 


ee 


CT PE rs ee Rp 


A 


Cp 


证 明 万 ? 是 了 ilpert 空间 , 它 的 范 数 为 
(2) Wal" 


如 果 史 是 一 个 再 国 数 ， 则 18*|[ 王 1a.e ， 上 映射 广 >97 因此 是 
于 :到 豆 * 内 的 一 个 等 距 ; 因为 是 等 距 的 ， 它 的 值 域 8g 本 是 ?的 
丽 子 空间 . [证 明 : 如 果 在 可 内 pfs>9， 则 {pf} 是 一 个 Cauchy 
序列 ， 因 此 { 记 } 也 是 Cauehy 序列 从 而 JE， 所 以 
二 PfEpHY. ] 因 为 2.9pf 一 y'sf，gH? 的 态 - 不 变性 也 是 显而易见 
的 ， 因 此 (9q) 成 立 ， 

如 果 gp1 吾 *:= gpsH?, 则 对 某 个 fEH3,gp1= sf. 因此 pf pH 
类 伺 地 , ps/p1EH?， 夺 p=/pa 和 = 十 (119)， 则 用 8H?, 因 
为 在 TT 上 |p*|=18e.,h* 在 人 上 几乎 处 处 是 实 的 ， 因 此 训 是 楷 
的 Poisson 积分 。 这 便 得 出 在 口内 是 实 的 ， 因 此 加 是 常数 ， 这 
时 听 必 须 尼 常数，( 如 得 证 。 

(c) 的 证 朋 将 用 到 由 Helson 和 Lowdenslager 开创 的 一 个 
方法 。 假 定 了 是 HH? 的 一 个 闲 的 号 -不 变 子 空间 ， 它 不 是 音 独 由 0 
组 成 ， 虽 存在 一 个 最 小 整数 下， 使 得 工 包 含 一 个 下 列 形式 的 国 
数 子 


(3) f= Be or-l 


这 时 旋 2 了 了， 时 处 我 们 把 形 如 9(z) = af(z), fEY 的 所 有 的 9 
的 集 记 作 了， 这 就 得 出 z 了 是 一 个 了 的 真 亲子 空间 , [用 在 (9) 的 
证 明 中 用 过 的 论证 得 出 前 性 . ] 记 以 了 包含 一 个 正 交 于 好 的 非 零 
向 量 ( 定 理 4. 11), 

所 以 存在 一 个 pE 了 , 使 得 1p|s=1 以 及 p 上 z 了 , 因此 gp |x" 
对 ?=1，2，3, … 茅 立 ， 根 据 三 中 的 内 积 的 定义 [ 犯 17, 20(6)]，- 
这 意味 着 
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(4) 支 | |p*(e) le "d=0 (n=1,2,3,..) 


如 果 我 们 对 这 些 方程 的 左边 用 它们 的 复 共 轿 代 替 ， 即 ， 若 我 们 用 
一 代 医 %, 这 些 方 程 保持 不 变 ， 于 是 |p*1 EDCT) 的 金 体 Fouri- 
tr 系数 除了 对 应 于 %=0 的 那个 等 于 1 以外， 其 余 都 是 0 因为 
世 !- 精 数 是 由 它们 的 Fourier 系数 所 确定 的 (定理 5.15), 这 就 得 
出 在 TT 上 |yp*| 二 1a.8. .但 是 pEH?, 所 以 和 是 %* 的 Poisson 积 
分 , 因此 lgi 所 1， 我 们 得 出 了 多 是 一 个 内 孙 数 . 

因为 pSY, 并且 了 是 仿 - 不 变 的 , 对 于 所 有 3% 宇 0 有 pa*EF, 因 
此 对 每 一 个 多 项 式 王 有 ypPE7， 而 这 些 多 项 式 是 在 五 : 内 称 密 的 
( 报 据 Parseval 定理 , 任 一 fEH? 的 需 级 数 的 部 分 和 使 吾 " 的 范 数 
驳 仇 十 万, 又 因为 了 是 闭 的 ,并 且 |9| 志 1, 这 就 得 出 gH*CY， 我 
们 必须 证 明 这 个 包含 关系 不 是 真正 的 包含 。 因 为 gH? 是 闭 的 , 所 
以 只 须 证 明 hE 了 和 上 | pH? 的 假定 草 涵 着 罗 =0 即 可 . 

如 果真 上 9 五" 则 对 n= 二 0,1,2,*…" 入 上 gz", 或 者 


(5) 喜 ] jx fen)B5C2nJ end 0 (n=0,1,2,.) 
如 果 ETF，n 一 1 2, 3 …， 则 z*AEz 了 ， 我 们 对 器 的 选取 表明 

a" 凡 | ,或 者 

(6) 站 ht(e pr(e ed=0 (n=—1,—2, 


— 3,+*) 
于 是 如 gp* 的 所 有 的 Fourier 系数 均 为 0 因此 在 T 上 hp 
二 0a.6.; 又 因为 |wp*| 一 1 a.¢. 成 并 ;我们 有 一 04,8.. 所 以 
=0. 证 明 完 毕 . 

17.22 评注 ”如果 我 们 把 定理 17.15 和 定理 17, 21 结合 起 
来 , 就 可 以 看 出 : 五? 的 心 -不 变 子 空间 可 用 下 列 两 组 数据 刻 划 :; 一 
个 复数 序 到 {on} (可 能 基 有 限 的 ， 基 至 是 空 集 ), 使 得 [as|<1 和 
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三 员 一 |gr|) 之 eo, 以 及 全 上 的 一 个 正 的 Borel 袖 度 上 &, 它 关于 Lebes- 
gue 测度 是 奇异 的 (所 以 Dh 一 0 a. e.)， 找 出 用 {zs} 和 的 语言 投 
述 的 条 伞 ， 以 保证 H? 的 一 个 5- 不 变 子 空间 包含 舅 一 个 六 -不 变 
子 空 间 ， 这 是 不 难 的 {我 们 把 它 禄 作 练 习 )， 这 样 看 得 出 所 有 的 六 - 
不 变 子 空间 的 半 序 集 具 有 极其 复杂 的 构造 , 它 比 从 上 的 称 位 算 
子 的 简单 定义 中 所 能 料想 到 的 要 复杂 得 多 ， 

我 们 用 定理 17,21 的 一 个 浅 易 的 推论 结束 这 一 节 ， 这 个 推论 
信赖 于 定理 17.17 中 所 描述 的 为 式 分 解 . 

17.23 ”定理 假定 WY 是 fEBH? 的 内 因 式 ,了 是 包含 了 的 H? 


A ee ee 


CD 和 7= MH 
特别 ， 当 且 仅 当 于 是 一 外 隐 数 时 了 了 =? 

证 明 ” 设 7 二 2rg@r 是 分 解 了 为 它 的 内 因 式 和 外 因 式 之 积 的 
分 解 式 ， 显 然 fe 了 HiH”》 又 因为 于 7 下 是 闭 的 和 8- 不 变 的 ， 我 们 
有 YCMIH. 

另 一 方面 , 定理 17.21 指出, 存在 一 个 内 阔 数 vw, 使 得 了 
二 pH?， 因 为 fEY, 存在 一 个 尺 = ,QEHi, 使 得 
(2) Hiei = pM 
因为 内 函数 的 绝对 值 在 全 上 a.e, 为 1，(2) 荔 渭 着 /一 态 ， 因 此 
并 ;二 PMEY, 因而 了 必须 包含 景 小 的 含有 于; 的 S- 不 变 闲 子 空 
间 . 于 是 NCC 了， 这 就 完成 了 证 明 . 

用 两 个 问题 小 结 这 些 结果 可 能 是 有 趣 的 ， 这 些 结果 将 提供 问 
题 的 答案 . 

如 果 feEH?， 什 么 样 的 函数 gEH? 龙 够 用 形 如 fP 的 函数 依 
HH? 的 范 数 逼近 r 这 里 呈 跑 遍 所 有 的 多 项 式 ， 答 案 ， 挫 好 是 使 
9/ EH? 的 这 些 9 

对 于 什么 样 的 括 正 ， 集 他 在 五 "内 稠密 是 正 移 的 ? 答案 : 
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从 好 是 那些 满足 
log lf (0 1 =| loglf*(e') 1d 


的 函数 地 


共 印 函数 

17.24 ”问题 的 叙述 ”在 单位 回 盘 芯 内 的 每 一 个 实 的 调和 盖 
数 & 是 一 个 而 且 仅 是 一 个 使 得 00) 一 %0 的 故 豆 GD) 的 实 部 . 如果 
二 # 十 弗 , 了 0) 二 ww(0) 这 一 要 求 也 可 以 表示 为 9(0) 二 0 的 形式 .这 
个 函数 9 叫做 % 的 调和 共 轿 函数 或 4 的 共 罗 函 数 . 

. 象 定理 17.6 一 样 ,定妆 了 (时 全 (用 2 我 趟 力 , 因为 jxl 是 次 

调和 的 , 定理 17.6 应 用 于 于,( 吗 7), 因 此 车 ?1 
{1) lim M, (2 ?) = sup Ms (us 全 
我 们 将 用 lss 记 这 个 东 同 的 值 . 

项 在 提 间 了 下 列 问 题 ，jw|s 的 有 限 性 能 蓝 肖 jes 的 有 限 
性 吗 ? 

这 个 问题 等 价 于 下 面 的 问题 ， 若 |z|s 志 co, 必定 有 臣下 玛 7 

这 个 问 古 还 有 另 一 个 表达 形式 , 它 包 含 在 习题 25 中 ， 

如 并 1<2<ce， 这 个 答案 是 肯定 的 (由 M. Riesz 给 出 ). (对 
了 二 1 和 了 一 5 ,这 个 答 党 是 否定 的 ; 多 习题 24.》 在 定理 17. 26 中 
将 给 出 精确 的 叙述 . 

17.25 引 理 假定 1<8<2, 则 存在 一 个 仅 依赖 于 p 的 正 的 党 
数 B， 使 得 


(1) (1+4+B)(BeosB)?— Beosth>1 (<<< 


证 明 令 B= (cos0) 1, 这 里 6 这 样 地 磷 取 使 (1 十 P76=x, 则 
<xi2, 所 以 B>0 并 上 且 cosp6 = 一 cosd, 
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如 果 0<<18|<<6, 则 BeosB3 了 Beos6= 工 .所 以 ,(1) 的 左边 至 少 
是 民 十 下 一 至 一 1 
训 果 6<18| 生 YA2 则 006<9 有 pe/2sm, 所 以 
C08 朋 月 < evapd= —1/B 
因此 . 一 至 cosg8>1 《1L) 式 再 一 次 成 立 ， 
17.28 定理 对 满足 1<p<ce 的 每 个 各 对 应 有 二 个 当归 
扫 ,， 使 得 不 等 式 


函数 . 

证 明 我们 首先 假定 1<p<2, 并 且 令 f= 十 纪 . 

引 理 解决 了 在 内 tt>0 舶 情况 ， 由 于 了 让 口内 不 存在 零点 ， 
又 因为 0 是 单 连 通 的 , 帮 序 在 一 个 9E 惠 (D0), 使 得 f=e', 9 一 
十 让 (所 以 a 和 户 都 是 调和 的 ), 并且 有 (0) =0， 央 为 wi>0, 故 在 
品 内 有 1B81<<#/2， 因 为 


{2) w=e"cospB= | 了 | eosB 
引 理 17. 25 指出 
(3) 上 (1 十 五 )BPaz — BIfl?cospp 


注 党 到 |f1?cosp6 是 exp(p9) 的 实 部 ,因而 它 也 是 调和 的 。 所 以 


(| lflre') soos [pp(rer)la0= |F(0)]?>0 


(0<r<1) 
因此 (3) 的 积分 导致 
(5) 有 :<Clal， 
这 里 C=({1+B)Y?B. 
这 是 证 明 的 关键 .余下 的 上 只是 例 行 手续 并 且 能 以 不 同 的 方式 
处 理 ， 


了 3 


巷 在 如 内 uw 守 0, 在 D0 上 是 连续 的 ， 则 (5) 式 可 写成 下 天 形式 
(8) iu<c( 到 | er“ 


现在 假定 羡 在 光 上 违 续 , 在 立 内 是 实 的 和 调和 的 , 并且 对 zEU 
定义 
-| tw (oa ms) + do (a) 


用 代替 wt 以 同样 的 方式 定义 天 =w。+ i0s， 然 后 , 以 了, ww 和 玫 , ua 
代替 (6) 式 中 的 了 ,如 应 用 (6) 式 , 在 了 上 我 们 有 w==w' 声 |x|， 在 D 
上 ,% 二 WW 一 Ws， 在 避 内 了 三 站 一 fo， 这 就 得 出 一 对 了 满足 以 2C 民 
替 忆 的 (6) 式 ， 因 此 ,假定 % 是 在 世上 和 连续 , (1) 式 对 4,: 20 成 立 . 
在 一 般 情况 下 , 选取 鼠 <-1， 并 且 对 zED 令 Fas(z)= PCBz)， 将 
上 面 的 结果 应 用 于 fs, 因此 ws1s 志 1wls, 我 们 得 到 
(8) Ifals Aslun! ss Al ul; 
对 每 一 个 五 <1 成 立 ， 因 为 19| 志 | 站 ,这 就 给 出 了 (1)， 
我 们 现在 已 经 证 明 在 1<<p 志 2 时 定理 的 结论 成 立 . 
为 完成 这 个 证 明 , 假定 2<g<oo, 并 设 p 是 共 斩 于 的 指数 ， 
设 # 和 ?如 定理 所 述 , 令 f 了 一 ww 十， 并 且 刘 y(z) 二 a(z) 十 88 
(2) 是 一 个 多 项 式 , 使 9 (0) 是 实数 ， 我 们 要 证 


(9) 去 | u(reis) (em) dg= -a7| v(reir)a(ei) dg 


对 0<7<<1 成 立 。 为 看 出 这 点 ,注意 到 8 十 so 是 调和 的 ， 它 是 提 
的 虚 部 。 因 此 


(10) 去 | [utrei) Ble v(trei ate'') a0 


=u0 (0+ oO a0) 


因为 8 (0)=0 和 2()=0, 栽 们 得 到 (9)，Hélder 不 等 式 给 泪 
。3422 。 


61) 去 [ ptrei9atei 可 | < lull pl < hsAs lol; 


因为 实 的 三 角 多 项 式 % 的 类 在 T 上 的 所 有 实 的 5?- 函 数 空间 里 是 
秽 密 的 。(11) 和 定理 8 16 指出 
jvle A ll . 
我 们 现在 已 经 证 明了 对 2<9<cc 时 的 定理 并 且 我 们 看 到 4 所 
4;， 如 果 我 们 对 4 和 4 取 最 小 的 允许 值 ， 最 后 一 道 计算 可 以 反 
过 来 , 我 们 就 会 发 现 4*=4 


习 题 

1 于 了 竹 上 半 连 续 的 次 调和 消 数 ,证 明定 理 17.4 和 定理 17. 5. 

2 假设 了 HCO), 证 明 1og (1 十 | 了 |) 是 在 全 内 次 调和 的 . 

3 假定 0 过 3 扫 o 和 JEH(U)， 证 明 EH? 当 且 仅 当 在 U0 内 存在 一 个 
调和 函数 &, 使 得 对 所 有 的 2 IC 17 所 utz)。， 证 明 壤 存在 弛 |? 的 这 样 一 
个 调和 的 做 函数 则 存在 一 个 最 小 的 这 社 的 函数 ， 记 作 wr (说 明星 一 点 ， 
Iflr<<wi 且 wy 基调 和 的 ; 车 | 了 lssa 且 是 调和 的 , 则 和 岂 志 w.】 证 明天 ,= 
Wt0)19， 提 示 : 对 如 <<] 考 碟 在 五 (0: RR} 上 的 具有 边 异 值 ]f|? 的 调和 函数 ， 
并 且 令 fx1. 

4 绍 梯 地 证 明 当 且 仅 当 log*|fi 在 内 有 调和 的 优 范 数 时 fEN. 
5 假定 了 Hs, PEE(D) ,以 及 p(t0O)cEU， 能 能 得 出 fogpEHs 吗 ? 用 入 
代替 Ht 回答 同样 的 向 题 . 

6 如果 0<r<e 二 oo, 证 用 是 Fr 的 真子 类 ， 

7 ”证明 万 " 是 p<co 时 诈 有 如 "的 交 的 真子 类 . 

8 如果 JEH! 并 且 了 ELr(TD), 证明 于 于 7. 

9 ”假定 f(D 和 了 (0) 在 平 硬 内 不 是 笠 密 的 ， 证 明了 在 下 的 几乎 时 
有 的 点 上 其 育 有 限 的 从 向 极限 . : 

10 固定 gt. 证明 上 映射 -> 了 la) 是 五 : 上 的 有 有 界线 性 泛 亢 ， 因 为 地 1 
是 Hilbert 空间 , 这 个 省 函 能 表示 为 和 某 个 gEH 的 内 积 ， 找 出 这 个 § 

11 固定 st 著 用 天 :1，| 六 fa)1 能 她 有 密 大 ?7 找 出 极 值 函数 .对 
了 (Ce 同样 地 做 ， 


= 23。 


13 假定 8 空 1,fEH5, 并 且 产 在 下 上 几乎 处 处 是 实 的 ， 证 明了 是 常数 . 
指出 这 个 结果 调和 毒 一 个 3<1 不 成 立 . 
13 ”假定 fE 玉 (UV) 和 假定 存在 一 个 型 <<eo， 使 得 了 将 每 一 个 半径 r<1 
中 心 为 0 的 癌 周 里 到 长 度 至 多 是 型 的 -条 曲线 jy 上 ， 证 明了 具有 到 了 上 的 
连续 开拓 , 并 且 子 在 严 上 拘 限 乔 是 绝对 偿 续 的 . 
14 慨 定 & 是 了 上 的 复 Borel 测 座 ,使 得 
| ean(t)—0 (n=1, 2, 3, ***) 


证 明 或 者 ==0, 或 者 上 的 支 集 是 整个 了， 

13 概 定 是 单位 加 周 了 的 真 紧 子 集 ， 证明 下 上 的 每 … 个 连续 函数 在 
AK 上 能 够 用 多 株式 一 致 巡 近 ， 提 示 : 应 用 习题 14. 

16 完成 定理 17.17 对 于 0 二 p<] 时 的 证 蜗 , 

17 设 p 是 非常 数 的 内 函数 , 它 在 内 没有 零点 . 

《ay 证 明 者 p>0 则 1 /pkH?, 

(5)》 证 明 至 少 存在 一 个 eeET, 使 得 limp (re') 一 0 

提示 : log [pi 是 一 个 非 负 的 调和 函数 . 

18 概 定 g 是 一 个 非常 数 的 内 函数 ，|az|< 过 1 和 ap) 证 明 

limptret)} =o 

至 少 对 一 个 efeem 成 立 . 

19 很 定 巷 豆 : 和 17 了 ER ， 证 明了 是 一 个 外 函数 ， 

20 概 定 了 及 ! 以 及 对 所 有 xEB, ReTf(z)]>0、 证 明了 是 一 个 外 国 数 . 

21 证明 JEN 当 且 仅 当 f=9/%， 共 中 9g 和 天 HH"?， 志 在 内 不 存在 登 
点 . 

22 证 明 下 面 的 定理 15, 24 前 道 定理 : 

和 如果 了 EH 有 


(9 lim| ”hoglfcee11eg=0 
则 了 是 一 个 Blaschke 乘积 ， 提 示 :; (*) 益 洗 着 
lim| ”iog*lfGeto1ag=0 
因为 log*+| 玫 | 实 0, 从 定理 17. 3 和 定理 17, 5 得 出 log* 上 了 ] =0， 所 以 if| 才 1. 


现在 了 =By,g 不 存在 零点 , lg| 扎 1， 用 47g 代替 下 ( 生 仍 成 立 ， 根 据 前 面 的 
论证 , |1/g| 志 1, 因此 19| = 1. : 


,424， 


33 ”抽出 在 17. 22 节 里 所 提 到 的 条 件 . 
24 UU 到 一 个 生 直 带 上 的 保 形 跌 射 说 明 关 于 并 印 函 数 的 M. Riesz 定理 
不 能 推广 到 2 一 co 药 情 况 ， 试 推 证 出 它 也 不 能 推广 到 3 一 1 的 情况， 
25 人 崩 定 1 瑟 提 <oo, 将 每 一 个 ffL?{ 人 TD) 对 应 于 它 的 Fourier 系数 
Fn) -地 fe emat (nn 二 0, 士 1, 二 2, 1*) 


试 从 定理 17.26 推 导 下 列 结 沦 ; 

(6) 对 于 每 一 个 JELr(T), 对 应 有 一 个 EPE ， 使 得 对 220 时 9800 一 
了 (ma ,但 当 a<0 里 ( 友 一 0。 事 实 上 ,存在 -个 仅 俯冲 于 加 的 常数 口 , 使得 

1 用 过 妇 | 人。 

于 是 鼎 射 了 gg 是 研 ?(2) 到 三 ?人 2) 内 的 有 界线 性 射影 ”从 于 的 Fourier 级 数 
中 删 去 sw<c0 的 那些 项 就 获得 9 的 Fourier 级 数 . 

() 如 果 我 们 删 去 < 的 那些 项 , 这 里 天 是 任意 给 定 的 正 整数 , 证 明 同 
祥 的 结论 是 正确 的 ， 

(e) 从 必 ) 推 导出 ， 任 一 fEL2 CD 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 84 构成 Lr(T) 
内 的 一 全 有 界 序列 ， 我们 进 耐 获得， 实际 二 省 

limllf — s,s=0 


(人 ) 车 fEL#(T), 卫 


Plz) = Df (mn) g™ 


=0 
则 PEH?, 并 且 短 一 个 FEH? 都 能 这 样 得 出 ， 于 是 (四 时 记述 及 的 射影 可 以 看 
成 一 全 Ze 到 He 上 上 的 映射 
26 ”证明 当 了 一 2 时 定理 17. 26 存在 一 个 很 简单 的 证 明 , 并 且 找 出 4 的 
最 好 值 ， | 


27 ”要 定 在 可 内 了 (2z) 二 光 0,2" 并 且 王 |o,| <oo。 证 明 
各 


| [FCrew) [dr<ioo 


对 所 有 的 日 成 立 . 
28 ”证 其 下列 命 其 是 正确 的 ， 如 玉 好 是 一 个 很 快 地 赵 闻 十 co 的 正 整 
数 序列 , 若 设 


su 学 35 。 


则 对 所 有 的 使 得 
1 一 小 <|zl<1 一 起 - 
成 立 的 那 杰 = ,有 有 | 天 (2)| 半 1 10 和) 成 立 ， 因 此 ,虽然 对 几乎 所 有 的 8 
lm fF reer 
存在 (并 且 是 有 限 的 )。 但 是 对 每 一 个 8 
lf Cre) lar=o0 
用 器 的 半 答 在 了 之 下 的 象 的 长 度 对 此 作出 几何 解 琶 ， 
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第 十 八 章 ”Banach 代数 的 初等 理论 


引言 


18.1 定义 复 代数 是 一 个 复数 域 上 的 向 量 空间 4， 其 中 定 
义 了 一 个 可 结合 和 可 分 配 的 莱 共 运算 , 即 
(1) Zz{y2) = (Ky)s, (TEI A= 2 ys, Ry 3) = Ry wa 
对 z 9 5E4 成 立 , 并 且 与 纯 量 莱 法 的 尖 系 是 对 4, ys4 和 纯 量 % 有 
《2) cry) = sy) = (up) y | 

如 果 在 万 中 定义 了 一 个 范 数 , 使 和 4 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 , 并 
且 满 足 乘 车 不 等 式 
(3) 下 < 和 (2, EA 
则 4 是 一 个 研 范 的 复 代 数 . 如 果 再 加 上 4 关于 这 一 范 数 而 言 是 完 
备 度量 空间 ， 即 着 4 是 Banach 空 间 ， 那 末 我 们 就 称 刀 为 Banach 
代数 . 

- 不等式 (3) 使 梯 法 成 为 一 个 连 标 运算 ， 这 意味 着 : 如果 一 x 
和 > 则 2 一 2 这 可 以 从 (3) 及 恒等式 
(4) 2ngr TY (Tn mn 十 人 (ga 一 细 ) 
得 出 . 

注意 , 我 们 未 曾 要 求 4 是 交换 的 , 即 对 所 有 ?和 yeEA, zy 二 yx 
并 且 除 非 明 显 地 厚 了 出 来 , 以 后 也 将 不 要 求 是 交换 的 . 

不 过 ,我 们 将 假定 4 有 个 单位 元 ， 这 是 一 个 元 素 6 , 它 使 得 
5) . 从 8 二 Ew 二 省 (xEA) 
成 立 ， 容 易 看 出 ， 至 多 存在 一 个 这 样 的 e (Ce'=e'e=e)， 并 县 由 
《3), 上 el 之 1， 我 们 将 作出 一 个 附带 的 假设 

27 


(6) lef =1 

元 素 zE4 称 为 可 道 的 , 如 果 z 在 4 中 有 一 个 逆 元 , 就 是 说 ， 如 
果 存 在 一 个 元 素 zriE4 使 得 
C7) Tim=xs !—=2 
再 者 , 容易 看 出 没有 一 个 zxE4 能 有 多 于 一 个 逆 元 . 

如 果 z 和 在 4 中 都 是 可 逆 的 , 则 27! 和 zy 亦 然 , 因为 (z 扩 ”: 
一 扩 1-1， 因 此 , 可 首 元 对 于 乘 藻 构成 一 个 群 . 

一 个 元 素 ze4 的 谱 是 使 > 一 ie 不 可 道 的 全 体 复数 4 组 成 的 
集 ， 我 们 用 0 (z) 表 示 ;的 谱 . 

18.2 Banach 代数 的 理论 包含 着 以 代数 性 质 为 一 方 和 以 拖 
扑 性 质 为 另 一 方 之 间 的 大 量 的 相互 影响 ， 在 定理 9. 21 中 我 们 已 经 
看 到 这 方面 的 一 个 倪 子 , 并 且 还 将 会 看 到 别 的 例子 ， 在 Banach 代 
数 和 全 纯 函 数 之 间 也 有 着 密切 的 关系 : 0 (2z) 决 不 会 是 空 集 这 一 
基本 事实 的 最 简易 的 证 明 有 赖 于 关于 整 务 数 的 Liouville 定 理 ,而 
谱 半 径 公式 则 自然 由 关于 罕 级 数 的 定理 得 到 ， 这 就 是 我 们 着 意 订 
论 复 Banach 代数 的 原因 之 一 ， 实 Banach 代数 的 理论 (其 定义 应 
当 是 很 明显 的 , 从 略 ) 是 不 奢 么 合适 的 。 


可 逆 元 

在 本 节 中 , 4 是 具有 单位 元 e 的 复 Banach 代数 ,而 G6 是 4 内 
的 全 体 可 道 元 的 集 . 

18.3 定理 如 果 zE4 而 1s] <1, 则 e+zeG 


ee 


(1) (eto) = DDD"w" 
| 
革 
-1 [Ey 


证 明 ”乘法 不 等 式 18. 1(3) 表 明 lz"1<<jzsl"， 车 
(3) Sy=e—w1wt — .et (—1) "rs 
便 得 知 {S,} 是 4 中 的 Cauchy 序列 ， 因 此 , (1) 中 的 级 数 ( 关 于 4 的 
范 数 ) 政 敛 于 一 个 元 素 9E4， 因 为 乘法 运算 是 连续 的 , 且 
(4) (etm) By=et(—1) "i= Sy(ete) 
可 见 (e+2)y 二 ey(e 十 x)， 这 就 给 出 了 (1), 而 (2) 可 从 


<Die <P -吉林 


(5) SD)'e 


得 出 , 
18.4 定理 假设 7EG, jc- 中 二 17 hEA, 且 丰 三 8<e 则 
zhsG, 且 
2 
(1) wt ww lena 


ee 


证 明 |] 虽 有 委 有 /ae<1， 由 定理 18.3，e 十 人 WEG; 又 由 于 
二 为 ==w(etw 1 玉 ), 有 ww 十 EG, 且 
(2) (xt 十 们 1= (exh) rl! 
(3) {w+ -ww hr =[(etw A) etw hs! 
在 定理 18.3 中 以 2 声 代 区 zx 恒 得 不 畦 趟 (1). 

系 1 G 是 开 集 ,并 且 喘 射 9>x-' 是 G 到 G 上 的 网 有 

因为 , 若 %EG 且 和 天 | 一 0 则 51) 吾 池 着 | (% 十 间 一 x 一. 因 
此 zz 是 连续 的 ;显然 它 映 人 如 到 G 上 .并 且 田 于 它 本 身 就 是 它 
的 道 映射 , 所 以 它 是 一 个 同 胚 ， 

系 2 中 竹 Cm 是 可 和 的 它 在 任 一 2$EG 的 微分 是 将 hE4 


TE EE EE TE Fe EP Pe ee A rp ere 


bi hr 


这 也 可 潍 从 《1 看 出 来 ， 广 意 变 换 的 微分 这 一 概念 并 不 象 定 
义 8.22 那 样 仅 在 BR 中 , 而 是 在 任意 赋 范 线性 空间 中 都 有 意义 ， 如 
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时 4 是 交换 的 , 上 述 微分 将 天 变 为 一 2 8， 这 和 全 纯 畏 数 生 : 的 导 
数 是 一 *: 这 一 事实 是 相 一 致 的 ; 

系 3 对 每 个 x54,o(7) 是 紧 的 ， 并 且 当 450(7) 暑 ,| 针 款 
lzl. 

因为 ， 若 14 el, 由 定理 18.3，e 一 A4-'!wEG， 对 于 x 一 he 二 
一 4(e 一 4 2) 结 论 也 同样 真确 ; 所 以 语 z(z)， 欲 证 efz) 是 闭 的 ， 
注意, (9) MEa(z) 当 且 仅 当 z 一 he 和 Bi (8) 由 系 1, 如 的 条 集 是 友 
的 闲 子 集 ; (e》 了 映射 4->2 一 4 是 复 平面 到 4 内 的 连续 喘 射 . 

18.5 定理 设 罗 是 4 上 的 有 界线 性 泛 函 ,固定 xS54, 并 定义 
(1) Se MASE) 


证 明 固定 ic 在 定理 8.14 中 用 zx 一 4e 代 夫 mr (4 一 AD)e 
代替 闫 ,可 以 看 出 存在 一 个 依赖 于 和 处 的 常数 ,使 得 
(2) 人 一 上 一 人 一 46) 二 人 4 一 站 (mAe) EO 4A) 
对 所 有 充分 塘 近 4 的 中 成 立 ， 因 此 当 5 一 4 时 


(3) ea)? 
并 且 , 敬 我 们 将 古人 作用 于 (3) 两 迪 ， 则 多 的 连续 性 和 线性 表明 
(4) HY rw 40) ~ 


于 是 了 是 可 微 的 , 从 而 在 0 (2#) 之 外 是 金 纯 的 ， 最 后 , 当 人 >co 时 ， 
由 如 中 逆 映 射 的 迷 续 性 , 有 | 


(5) en 


证 明 我 们 已 经 知道 了 了 7 是 紧 的 . 因 定 ze4， 并 固定 
hka(z)， 则 (一 加 9 天 洲 Hahn-Banach 定理 理 请 着 存在 一 个 
4 上 的 有 界线 性 沦落 劝 , 使 得 Go 夭 0, 此 处 了 如 定理 18.5 中 所 定 

。430。 


多 ， 训 果 g (rz) 是 空 的 , 由 定理 18. 5 就 会 推出 了 是 一 个 在 ce 处 趋 于 
0 的 整 尔 数 . 因 此， 由 Liouville 定理 , 对 每 个 4 了 0) =0, 这 和 
fh0) 兴 0 对 盾 ， 所 以 ,0 (x) 是 不 空 的 ， 

18.7 定理 (Gelfand-Mazur) 如 果 A4 是 具有 单位 元 的 复 Ba- 


TT TT 


每 个 非 零 元 都 是 可 六 的 代数 称 为 可 除 代数 ， 注 意 ， 4 前 交换 
福 并 不 是 假设 的 -部 分 ; 它 是 结论 的 一 部 分 . 

证 明 车 zE4 且 4 天 1 和， 则 2 一 4e 和 ww 一 he 必定 有 一 个 是 
可 逆 的 , 因为 它们 不 能 同时 为 零 ， 现 在 由 定理 18.6 得 知 对 每 个 
xzE4, o(z) 刚 好 由 一 个 点 组 成 ， 记 它 为 4(z)， 由 于 一共 z)e 不 可 
道 , 它 一 定 是 0, 因此 x=X2)e. 映射 s 一 A(z) 因此 是 4 到 复数 域 
上 的 同 构 。 因 为 对 所 有 xE4, 14(z)| 二 上 4Cx)el 二 zl, 所 以 它 也 是 
一 个 等 距 . 

18.8 ”定义 ”对 任意 xzE4,z 的 谱 半 径 p(z) 是 包含 o (xz) 的 、 
中 心 在 原点 的 最 小 闭 罗 盘 的 半径 (有 了 时 也 称 为 > 的 谱 范 数 ; 参看 习 
题 14): 

pz):=sup{ ll: AEcCr)) 

18,9 定理 ( 谱 半径 公式 ) 对 每 个 54， 

(1) 2 


Sl bi 


证 明 固定 xE4， 设 #% 是 一 个 正 整 数 ， 4 是 复数 .并 假定 
hk (om)， 我 们 有 
(2) (Cede)= (Ae) (Co 十 Mr 2 二 十 各 19 
以 (一 如 6 "1! 梁 (2) 两 边 ,就 证 明了 zx 一 4e 是 可 逆 的 ， 因 毕 
ASg(r). 
这 样 -来 , 若 4soCz), 则 各 Etz") 对 ma 一 1 2, 3 … 成 立 . 定 
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理 18.4 的 系 3 指 出 了 | 她 [| 委 和 | 因此 | 让 二 本 于”， 这 就 给 出 
《3) RCI)Slim intlz 人 ” 


现在 , 若 141>izj, 容易 验证 
(4) des) Men=e 
n= 


上 述 级 数 因 此 就 是 一 (4 一 4e) -1， 变 是 4 上 的 有 界线 福 江 函 并 
如 定理 18.5 中 一 样 定义 了 由 (4》, 展开 趟 
(5) fW=— TP A 


n= 
对 所 有 使 得 14| > 上 3b 的 都 成 立 ， 由 定理 18.5, 了 在 (z) 外 , 因 
此 亿 在 党 14: | 外 > p(x)) 中 是 全 纯 的 ， 干 是 得 出 若 1#| 守 2p(z), 则 
筑 级 数 (5) 收 化 .特别 对 妹 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 双 ， 
(6) suplD dA) em {A> pt2) 


4 中 任意 一 个 元 素 的 范 数 与 它 作为 4 的 对 侦 空间 上 的 线性 泛 
函 的 范 数 相同 ， 这 一 点 是 Hahn-Banach 定理 (第 5.21 节 ) 的 推 
论 . 因为 (6) 对 每 个 中 成 立 , 现在 我 们 可 以 应 用 Banach-Steinhaus 
定理 并 作出 结论 : 对 每 个 使 14| 半 pt7)》 的 4 都 对 应 有 一 个 实数 
(使 
{7) Ane Cd) {R=1, 2,3, .=) 
以 141" 飞 (7) 并 取 m 次 根 , 车 14> pz2 则 可 给 出 
{8) le*P "ml =1,2,3,) . 
国 时 
(9) imsupjiz" "< pts) 


从 (3) 和 (9) 即 得 本 定理 , 

18. 10 评注 . 

(9) 4 的 一 个 元 素 是 否 在 4 中 可 省 ， 纯 粹 是 一 种 代数 性 质 . 
。f32 。 


所 以 z 的 谱 及 诸如 谱 半 径 之 类 是 用 4 的 代数 结构 来 定 光 的 ， 没 有 
涉及 到 任 售 度 重 (或 拓 挤 ) 方 面 的 考虑 ， 田 一 方面 , 定理 138. 9 的 陈 
述 中 的 极限 则 依赖 于 万 的 庶 量 性 质 ， 这 是 该 定理 引 人 人 注意 的 特色 
之 一 : 它 断 言 了 党 全 由 不 同 的 途径 提出 来 的 两 企 数量 的 相等 . 

全》 我 们 所 考 虚 的 代数 也 可 能 是 一 个 较 大 的 Banach 代数 B 
的 也 代数 〈 一 个 例子 见 后 )， 因 此 很 可 能 出 现 这 样 的 情况 ， 某 个 
zEd, 在 4 中 不 是 可 道 的 ， 但 在 百 中 是 可 道 的 ， 因 此 z 的 谱 与 代数 
有 其 ; 利用 很 明显 的 记号 ， 有 ca4z) 忆 esfz) 并 且 可 以 是 真正 的 
包含 关系 ， 但 是 , x 的 谦 半径 却 不 受 此 影响 , 因为 定理 18. 9 指出 它 
可 以 用 z 的 需 的 度量 性 质 表 示 出 来 ， 而 它们 却 与 4 之 外 所 发 生 的 
尾 何 事情 无 关 . 

18.11 例 设 C(D) 是 单位 加 周全 上 的 全体 复 连续 函数 (关于 
点 态 加 法 、 冬 法 及 上 确 界 范 数 ) 的 代数 ，4 是 所 有 fECLT) 的 集 ， 
而 这 些 了 可 以 开拓 为 单位 圆 盘 芯 的 团 包 上 的 连续 国 数 部 ， 并 使 三 
在 UU 中 是 全 纯 的 ， 容 易 看 出 4 是 COT) 的 子 代 数 ， 训 果 记 S4 并 且 
{fo} 在 全 上 一 致 收 合 , 那 末 景 大 模 定 理 保 证 了 相应 的 序列 {F,} 在 
如 的 名 包 上 一 臻 收 伍 .这 表明 4 是 如 (四 的 闭 子 代数 , 从 而 4 本 身 
也 是 Banach 民 数 ， 

由 fole')=e"* 定义 吉 ， 则 F(z) 三 5。 轴 作 为 和 的 元 素 ， 它 
的 谱 由 闭 单 位 圆 盘 组 成 对 于 CD ,六 的 谱 仅 由 单位 天 组 成 ， 报 
据 定 理 18. 9, 这 两 个 谱 半 径 是 相同 的 ，- 


理想 与 同 态 
只 理 在 起 我 们 只 讨论 交换 代数 . 
18.12 定 义 “ 交 换 的 复 代数 4 的 子 集 了 称 为 理想 , 如 果 : (a) 
I 是 4 的 子 空 闻 ( 在 向 量 空间 的 意义 下 )， 并 且 (5) 当 zE4 yEI 时， 
zgEST， 若 FSs4, 了 就 称 为 真理 想 ， 极 大 理想 是 一 个 不 能 窒 任 一 更 
* FF 


大 的 真理 想 所 包含 的 真理 想 ， 福 意 ， 没 有 一 个 真理 想 能 包含 可 
逆 元 . 

如 果 吾 是 另 一 个 复 慌 数 , 和 4 到 上 的 映射 名称 为 同 态 , 若 它 是 一 
个 线性 映射 , 同时 也 保持 乘法 运算 : 对 所 有 ,gyE4, pl(7)p (9) = 
人 (四 7 的 核 (或 堆 空 间 ) 是 全 体 使 g(x)=0 的 XE4 的 集 。 验证 一 
个 同 态 核 是 理想 是 极 容易 的 ， 其 但 命题 请 参看 18. 14 节 ， 

18.13 定理 如 果 和 4 是 其 有 单位 元 的 交换 复 代 数 , 则 万 的 每 


TE neroreorra raw Terraroe rrrrmere 
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证 明 ”第 一 部 分 几乎 大 Hausdorff 极 大 原理 的 一 个 直接 排 
论 . 《并 且 在 任何 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 中 都 成 立 , ) 将 所 有 人 包 
含 了 的 4 的 真 丈 辑 组 成 的 族 狗 半 序 化 (根据 集 的 包含 关系 )， 设 好 
是 完 的 某 个 极 大 线性 序 子 族 邓 中 诸 理 想 之 并 ， 因 为 多 的 任何 成 员 
都 不 包含 单位 元 ， 喜 对 是 一 个 理想 (因为 它 是 理想 的 线性 序 族 之 
并 ), TCM 且 召 了 去 4， 最 的 极 大 性 可 推出 下 是 4 的 极 大 开 想 . 

车 4 是 Banach 代数 , 则 寻 的 六 包 六 仍 是 一 个 理想 (这 一 命题 
的 证 明细 节 留 络 读 者 )， 因 为 形 不 包含 4 的 可 闭 元 , 并 且 金 体 可 区 
元 的 柴 是 升 的 , 鼓 弄 关 4， 于 是 型 的 极 大 手指 出 型 一 形 . 

18.14 商 空 间 和 商 代数 ”假定 J 是 向 量 空间 4 的 子 空 闻 ， 大 
且 对 每 个 xE4, 对 应 一 个 陪 集 
(1) PLE)T=RT T= yd} 
车 zw 一 wsEJ, 则 (o) = pg2), 若 z1 x Wp) Np (ra) = 
J 的 陪 集 的 全 体 用 4/J 表示 ， 如 果 我 们 对 任意 2 gE4 和 纯 量 4 
定义 
《2》 PTITPD =PETD, Ap(T)= (Ar) 
如 41J 是 一 个 向 量 空间 ， 出 于 J 是 向 量 空 间 ， 运 算 (2) 是 完全 确 
定 的 ， 这 就 是 说 , 若 pC(2) 一 px) 和 0) 二 p(y), 则 
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(3) PEI PD =P) + pr), Ap(7)=Ap (2") 
显然 , 史 也 是 一 个 由 4 到 4/ 上 的 线性 映射 ; 441J 的 零 元 素 就 是 
pO = 

下 一 步 假 设 4 不 仅 是 一 个 向 量 空间 而 二 是 一 个 交换 代数 .J 
是 4 的 一 个 真理 想 ， 若 x' 一 xEJ 且 y' 一 yeJ 则 异 等 式 
(4) my —ry= (2 一 多久 十 2 人 六 一 多 
表明 wy 一 zySJ， 因 此 在 41Y 中 的 乘 壮 可 以 用 一 种 协调 的 方式 
了 予以 定义: 
‘5) pr) = pL) (x 和 gEA) 
容易 验证 4/v 是 一 个 和 代数， 并 且 % 是 4 到 4/J 上 的 同志 ， 其 棱 
是 了 . 

若 4 有 单位 元 e ， 则 w(e) 是 417 的 单位 元 ， 而 且 当 且 仅 当 
汪 臣 极 大 理想 时 ，4/J 是 一 个 域 . 

为 看 出 这 点 , 假设 we4 而 性 J 并 今 
《67 I={lgrty: ocA, ye } 
山 了 是 和 4 的 一 个 理 想 ， 因 为 2EI， 故 了 真正 包含 了 。 当 J 是 极 大 
时 ,了 一 4， 因 此 对 某 个 ao€4 和 EJ 有 ax 十 #g 一 e、 因 此 9p (9) p(7) 
二 gte); 而 这 就 是 说 , 4/J 的 每 个 非 零 元 都 是 可 逆 的 , 于 是 4/7 是 
域 ， 若 J 不 是 极 大 的 ,我们 可 以 象 上 述 一 样 选择 x, 使 zs4， 因 此 
eT, 从 而 p(X) 在 4/J 中 不 是 可 逆 的 ， 

“18.15 商 范 数 ”假设 4 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 了 是 4 的 闭 子 

空间 , 且 如 上 所 述 , p(X) 二 w 十 J， 定 浆 
(1)- Ips) =inf (st gh: ye 
广 意 12(z 吕 是 陪 集 p(z) 中 请 元 素 的 范 数 的 最 大 下 界 ; 这 就 与 队 z 
到 J 的 拭 离 相同 、 称 4/7 中 由 (1) 定 义 的 范 数 为 4/7 的 高 范 数 ， 它 
有 下 列 性 质 ， 

(9g) 4/J 是 赋 范 线性 空间 ， 
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(7) 者 4 大 Same 党 同 |， 天 4 人 Y 杰 纹 


ne 
人 从 DECI 人 NN 入 有 炬 ， 下 


和 的 : 
若 x&J, 则 lrg(z 和 =0, 车 zs 岂 则 了 闭 这 一 事实 草 通 着 ez) 
汪 >0. 显然 |4pCz 半 =|4l1gpCz). 若 zw, 和 wo&4 且 e>>0, 则 存在 纺 


和 sc 了 使 得 

(2) | 十 久生 < 二 es。 i=1,2) 
因此 

(3) ho Cr tw) lr r+ y+ yl 


<|p(te) |+ileg(rs) |+2e 

它 给 出 了 三 角 不 等 式 并 证 明了 (中. 

假如 和 4 是 完备 的 且 {p {xe)} 是 4/J 中 的 Cauchy 序列 则 存在 

序列 使 得 
(4) lpr) — p(s, 2" 人 一 1 2,3, 
并 存在 元 素 2: 使 ai 一 ZniEw， 且 13; 一 2;411< 之 2， 这 样 ，{2;} 是 4 
内 的 一 个 Cauchy 序 到 ; 由 于 4 是 完备 的 , 存在 2 全 4 使 |z; 一 z| 一 0. 
由 此 得 出 在 4/J 中 ，gp (%s,) 收 仑 于 p(z). 但 是 一 个 Cauchy 序列 
车 有 收 伍 子 序列 则 整个 序列 收 悉 .因此 4/7 是 完备 的 ， 并 县 证 明 
了 (本 . 

为 证 明 (ce), 选择 2 和 waE4 以 下 8>>0, 并 选择 如, ES7 了 7 使 (2) 
成 立 ， 注 意 人 :十 扩 ) (3 十 ) Evi%s 十 J 所 以 
(5) oera) ety Crat go) lz ty |e + gt 
现在 (2) 草 活着 
(6) AC EAC | 

最 后 , 如 果 。 是 4 的 章 位 元 , 在 (6) 中 让 zi 了 7 及 za=e, 就 给 出 
pce[ 宇 1 但 eEqp(te)， 商 范 数 的 定义 表明 Hp (Ce) 雪上 el==1。 所 以 
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jpCe}1==1, 证 明 完 毕 . 

18.16 在 论述 了 这 些 预 备 知识 后 , 现在 我 们 就 能 够 导出 有 关 
交换 Banach 代 数 的 一 些 关键 性 事实 了 ， 

如 前 一 - 样 ,假设 和 4 起 一 个 右 单位 元 的 交换 的 复 Banach 代 数 , 对 
于 4, 我 们 证 它 对 应 于 4 的 全体 复 同 态 的 集 A; 这 些 同 态 是 熏 到 复 
数 域 上 的 同 态 , 或 者 用 不 同 的 术语 , 是 4 上 的 不 伍 等 于 零 的 滋 法 线 
性 泛 国 . 如 前 一 样 , w(zZ) 表 示 元 素 zE4 的 谱 而 PKz) 是 z 的 谱 半 径 ， 

那 来 , 下 述 关 系 成 立 ; 
18,17 定理 
(a) 4 的 每 个 极 大 理想 都 是 某 个 hEA 的 核 。 


ET A 
ed i pe 
i i ES a nt 
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证 明 如果 如 是 和 4 的 极 大 理想 , 则 72 是 城 困 为 于 是 财 的 
(定理 18. 13), 47 型 是 Banach 和 代数 ， 由 定 到 18. 7， 存 在 A/WY 到 复 
数 域 上 的 局 构 人 若 训 = jeg, 这 里 ?是 4 到 4 上 的 风 态 ， 其 核 
为 于 , 则 EA 而 的 核 是 娃 ，(&) 就 得 证 ， 

如 AEalz)， 则 zw 一 Ae 是 不 可 逆 的 ; 因此 , 对 所 有 gE4， 元 素 
(一 42) 站 的 集 是 和 4 的 一 个 真理 想 .， (四 定理 18.13) 它 位 于 一 个 极 
大 理想 之 内 ， (oj 表明 存在 8&EA 使 (zx 一 4e) 一 0. 因为 h(e)==1， 
即 给 出 成 了) 一 下 

男 一 方面 ， 如 果 答 o(z) 则 对 要 个 yE4 有 (2 一 一 4e)g 二 *, 由 此 
得 知 对 每 个 hEA， h(t 一 Ae)( 扩 二 1, 所 以 (x 一 4e) 关 0 或 者 有 (7x) 
天 4 《及 式 得 证 ， 

因为 当量 仪 当 Oo(z) 时 ,x 是 本道 的 , 故 由 (本 可 得 (e). 

最 后 , ( 和 (8) 都 是 (如 的 直接 推论 . 

* 过 了 


注意, (6) 益 涵 着 作为 线性 泛 函 其 范 数 至 多 是 1 ， 转 别 每 个 
REA 是 过 续 的 ， 这 已 经 在 旱 些 时 候 证 明 过 了 (定理 9. 21) . 

应 用 

坝 在 给 出 一 些 定理 的 例 于 ， 这 些 定理 的 陈述 并 不 包含 代数 的 
概念 , 然而 却 可 以 通过 I Banach 代数 的 按 写 来 证 明 。 


并 也 上 生体 入 绒 


站 上 人 了 人。 ,下 是 
44(0) 的 元 案 , 使 得 

(1) [fo) + | (8) |>0 

对 经 个 250 成 立 ， 则 存在 ,9s54(0) 合 得 

(2) Df)g9.(2) =1 (zsEU) 

或 冰 | 


证 明 由 证 全 纯 国 数 的 和 、 积 以 及 一 致 极限 是 全 纯 的 ， 故 
400) 赋 以 上 确 界 范 数 时 是 Banach 代数 .对 4(z) 的 任意 元 球 9 
后 有 形 如 了 开户 8, 的 国 数组 成 的 集 了 是 4 的 一 个 理想 ， 我 们 必须 
证 明 包含 4(0) 的 单位 元 1， 由 定理 18,13， 当 和 且 仅 当 不 包含 
于 4) 的 最 大 理想 时 才 会 出 现 这 情况 ， 由 定理 18. 17 (a}， 只 需 
证 明 不 存在 4(0) 到 复数 域 上 的 同志 加 使 得 及 (fi) = 0 对 每 个 if1 扫 
ina) 成 立 就 够 了 . 

在 确定 这 些 辐 志 之 前 , 先 要 注意 到 多 项 式 构 成 4(z) 的 稠密 子 
集 ， 为 看 出 这 一 点 , 设 f4() 和 e>0， 国 为了 在 所 上 一 致 韦 续 ， 
存在 r<<1 使 |f(%) 一 f(r2z)1<e 对 所 有 的 5E 芝 成立 . 当 | rz 一 1 时 ， 
frz) 关于 z 的 稳 级 数 展开 式 是 收敛 的 ， 因 此 它 对 于 sE 及 一致 收 
鳅 于 f(rz)， 这 就 给 出 了 所 豆 的 逼近 ， 

现在 设 训 是 4 可) 的 一 个 复 同 态 ， 邻 f(8) =s, 则 E40DD)， 
+ 438« 


很 明显 o (fo) = 区 由 定理 18. 17(), 存在 QED 使 得 和 (0) = 一 wx, 因 
此 (Cf) 二 gr 二 开 (0), 对 wn 二 1,2,3,.… 成 立 . 于 是 , 对 每 个 多 项 式 
P,h(P) 二 P(a)， 国 为 hh 连续 而 多 项 式 物 密 于 4(U)， 由 此 得 知 对 
每 个 了 EA(D) 有 (7) = 了 (om). 

我 们 的 假设 (1) 奖池 着 至 少 有 一 个 指标 - i in) 使 得 
[ft}y1 汪 0， 因此 有 (Ff1) 才 00 

我 们 已 经 证 明 对 每 个 hEA 都 至 少 对 应 有 一 个 给 定 的 函数 fs, 
使 得 天 (及 ) 二 0， 而 这 一 点 ,正如 上 面 曾 福 疙 到 的 一 样 , 是 以 证 明 本 
定理 ， | i 
注 : 根据 前 述 证 明 ， 我 们 已 经 确定 了 4 人 0) 所 有 的 极 大 理想 ， 
因为 其 中 每 -- 个 都 是 某 个 hEA 的 核 : 如 果 ac 区 外 型 , 是 所 有 使 得 


i Ee 


人 企 何 岂 ,、 


4(C7) 通常 被 称 为 图 盘 代数 ， 

18.19 4(C) 的 元 素 在 单位 回 周 生 上 的 限制 构成 了 一 个 C(Z) 
的 闭 子 代数 ， 这 就 是 在 例 18. 11 中 讨论 过 的 代数 4， 事实 上 4 是 
CT) 的 一 个 极 大 子 代数 ， 说 得 更 明确 些 ,车 4ACBCO(T)， 且 BB 
是 C(T) 的 《关于 上 确 界 范 数 而 吉 的 ) 闭 子 代数 ， 则 B=4 或 8 


EE ET TT EE EE TA A a Pe ee ee ee ee 


从 定理 11.31 得 知 4 恰好 由 使 得 
(1) fo -二 | fle't)e-ing0=0 
他 一 一 1 —2, —3,.) 
成 立 的 那些 fE0(T) 组 咸 ， 因 此 上 面 提 到 的 极 大 性 定理 可 以 作为 
一 个 逼近 定理 来 叙述 ; 
18. 20 定理 假设 9EC1I， 而 对 某 个 RS 8 天 0， 则 对 


gt li 


i ee | st ed 


mnt 


(1) P(e ) = Dame? (R=0,", N) 
hb=D 


Ww 
(2) If(e) — PP (eg le ) | ce (erET) 
nt 


证 明 设 B 是 记 有 形 如 
(3) ZoPs9" 

的 孟 数 的 集 在 C=O(T) 中 的 闭 包 ， 这 时 定理 断言 B=Q， 现 在 个 
定 BBC, 

所 有 形 如 (3) 的 函数 的 集 (注意 不 是 固定 的 ) 构成 一 个 复 伐 
数 . 它 的 亲 包 是 Banach 代数 , 它 包含 了 钞 数 放 , 这 里 六 (et 一 6 
BzC 的 假定 昔 活 着 11fukB、 如 老 不 然 ， 对 全 休整 数 8 就 会 
包含 凡 ， 因 而 全 体 三 角 多 项 式 都 属于 B, 但 由 于 三 角 多 项 式 在 0 中 
稳 密 (定理 4. 25) 就 应 当 有 B=C. 

于 是 加 在 吾 中 是 不 可 递 的 ， 由 定理 18.47， 存 在 发 的 复 同 坊 
&, 使 (fo)=0， 每 个 到 复数 域 上 的 同 术 都 灌 足 以 1)=1; 而 因为 
h(fo) 一 D, 故 也 有 
(4) hfI) =LEfOP=0 (n=1,2, 3,.°) 

我 们 知道 及 是 BB 上 的 线性 泛 函 ， 其 范 数 至 多 是 1，Hahn-Ba- 
nach 定理 可 将 六 开拓 为 CO 上 具有 租 同 范 数 的 线性 兴 鹃 ( 仍 忆 久 记 
之 )， 因 为 术 1)=1 而 凡 | 扎 1, 5,22 节 所 用 的 论证 表明 是 C 上 的 
正 线 性 活 函 ， 特 别 , 对 于 实 的 用 h( 轧 是 实 的 ;因此 (0) = 及 用 ,由 
于 所 "是 则 的 共 思 复 数 ,得 知 (4) 对 8 二 一 1, 一 2， 一 3, … 也 成 立 . 
这 样 
(5) 5 =} 


+ 44 。 


1 车 %=0 
0 车 00 


由 于 三 角 多 项 式 稠 王 C, 故 如上 只 有 一 个 满足 (8) 的 有 曾 线 性 
泛 欧 。 二 此 衣 由 公式 


(6) hPa) Fe (fcO) 
给 出 ， 

现在 当 是 正 整数 时 ,gf8EB; 由 于 玉 在 B 上 是 可 乘 的 以 及 要 
据 (5) 式 , (6) 给 出 


(人 7) 9 | 9 emda(9f) 
=h(9) -hf) =0. 
这 就 与 定理 的 假设 矛盾 
我 们 用 Wiener 所 作出 的 一 个 定理 结束 . 
18.21 定理 假设 
(1) f(e')= Bener, Sl < 


es 


且 对 每 一 个 实 的 日 ,了 (e 0 关 0， 则 


二 


en 


证 明 设 万 为 折 有 在 单位 回 周 上 满 是 (1) 的 复 函 数 的 空间 , 赋 
以 范 数 


(8) f= Sle, 


显然 4 是 一 个 Banach 空间 ， 事 实 上 , 4 等 中 同 构 于 4, 即 整数 集 
上 的 关于 计数 测度 可 积 的 全 体 复 函数 的 空间 .但 4 对 于 点 坟 乘 活 
而 吉 也 是 一 个 交换 Banach 代 数 . 因为 ,车 9Ed 曾 8fer] 二 bein, 
则 

。 了 441 。 


(4) fle's)g(e'™) -(> oem 
并 因 之 有 | 
(5) Hf => iD esd SD 0 esl 


一 十 站 

闻 样 , 范 数 1 是 4 的 单位 元 , 且 |1 世 三 1 

令 丰 (ee =e 如 前 则 用 Ed 17jnsd, 且 对 2 =0, 士 1 士 2 
1f31=1， 若 六 是 4 的 任意 一 个 复 同 态 且 六 (fo) 一 4， 则 信和 1 的 
事实 莹 衣着 | | 
(68) I |= 3) | f=1 (2 一 0, 土 1, 土 2,*…) 
因此 141= 1 换言之 , 对 每 个 各 都 对 应 有 一 个 点 e"ET, 使 (fo》 
一 6 于 是 . | 
{7) h(tfi) =e™= fi(e') (nr 二 0, 土 1, 十 2,…) 

如 果子 由 (1) 给 出 , 则 了 = Zes 训 这 个 级 数 在 和 4 中 收 钱 ; 由 于 
是 4 上 的 连续 线性 泛 阔 , 从 (7) 可 得 出 结论 
(8) h(f) =f (ee) (fEA) 

因此 上 役 有 一 个 点 能 使 了 变 为 0 这 一 假设 说 明了 了 不 能 属 
于 4 的 任何 一 个 复 同 态 的 核 ， 现 在 ， 定 理 18.17 曹 活着 了 在 4 中 
是 可 逆 的 .而 这 恰好 是 本 定理 所 断言 的 . 


习 题 
1 假设 B{X) 是 Banach 空间 XX 上 爹 体 有 界线 性 算 子 的 代数 ， 当 和 Al 
和 起 EB( 蕊 ) 时 ,在 
[二 2 tf 二 用人) A 
nA4xl 
lal “uP Tal 
证 明 BtX) 基 Banacn 代数 . 
， 442 。 


2 : 设 # 是 一 个 正 整 数 ， 世 是 全 体 吕 元 复数 序 组 的 空间 {用 任 一 种 方式 
冉 范 , 只 要 能 满足 典范 线 考 空间 的 公理 ), 而 设 BLX) 如 习题 1. 证 明 如 (X) 中 
每 一 个 元 案 的 谱 至 多 由 + 个 复数 组 成 ， 它 们 是 些 什么 ? 

3 取信 一 22( 一 co, eo), 假设 gELA~ co, ec), 并 设 下 是 一 个 乘法 竺 子 ， 
它 将 FE 天 变 为 gf 证 明 焉 是 并 上 有 界线 性 算 子 并 且 避 的 庶 竺 于 9 的 本 手 
什 域 (第 三 章 习 题 19)， 

4 “1z 上 的 移 位 等 于 的 谱 是 什么 ? 【关于 定义 请 参看 定理 17. 20. ) 

5 证 网 Banach 代数 中 的 理 本 的 阴 包 仍 是 一 个 纽 想 . 

6 ”车 发 是 紧 Hausdorff 空间 , 找 出 CCX) 中 的 全 体 极 大 理想 

7 “人 想 恋 4 是 一 个 具 右 单位 元 的 交换 Banach 代数 , 它 由 单个 元 素 = 生 
成 . 这 就 是 说 冯 的 多 项 式 在 4 中 稠密 . 证 明 o Cz) 的 余 集 是 平面 上 的 一 个 连通 
子 集 ， 提示: 背 Agc(a, 则 存在 多 项 式 P, 使 得 在 4 中 Ps (> C8 一 46) 
证 明 对 于 zo(z)， Pa(2) 玉 (2 一 A4e) -1 一 臻 地 成 立 。 


8 眼 疫 人 ,jco|<co，F(z) 一 全 cazn， 对 每 个 zE 了 5 [f(z)|>>0， 且 
0 0 


1 一 症 ,ma 证 明 仿 jos 一 oo. 
0 在 


9 证 明 Banach 代数 工人 ED7 见 和 19 节 ) 的 闭 线 性 子 空间 当 且 仅 当 它 
是 一 个 理想 时 ， 是 平移 不 变 的 . 
10 证明 五 (7) 的 习 法 接 
dr) (= 1 —a)0ls)ds 


定义 时 是 一 个 (没有 闪 位 天 的) 实 夫 Benaeh 代数。 如 定理 8.3 一 样 ， 扫 出 
LD) 的 人 金 体 复 同 态 ， 如 果 吾 是 一 个 整数 集 Is 是 对 所 有 的 wnt， 了 (nm) = 
全 人 fe) 和 .电厂 的 和 1 后 
想 都 可 按 这 一 方式 得 出 . 

11 具有 单位 元 的 Banach 代数 中 的 元 素 z 的 预 解 式 玉 (4 的 定义 为 - 

BRIA2) 一 【Be 一 富 
它 对 所 有 使 这 个 洲 元 尝 存 在 的 复数 4 定义， 证明 恒 等 式 
R{A, x} Rli2) =tH~— A RA, a Rn, 2) 
并 用 它 给 峡 定 理 18.5 的 易 一 种 证 明 ， 
。A43 。 


12 设 4 是 具有 单位 元 的 交换 Banach 代数 .4 的 根 式 定义 为 4 的 全 体 
援 天 理想 之 变 ， 十 明 关 于 元 素 %4 的 下 述 三 个 命题 是 移 价 的 . 

(9) x 属于 4 的 根 式 , 

(5) limlzo 有 "一 9， 

(6) 对 于 44 的 每 个 复 同 态 入 和 (x) 一 0. 

13 在 Banach 代数 4 中 , 找 出 一 个 元 如 x ( 俏 如 ，Hilbert 空间 上 的 一 
个 有 昼 线性 算 子 ) 使 得 对 所 有 9%> 0 x" 关 0 但 Himllen 人 hh" 一 0， 

14 如 18.16 二 一 样 , 根 莽 4 是 具有 音 位 元 的 交接 Banach 代数 ， 而 各 
是 4 的 全 体 复 同 态 的 集 ， 对 每 个 mxE4, 由 公式 
从 (让 ) 一 Cr) (hEAY 
对 应 有 点 土 的 国 数 妈 公称 为 了 的 已 elfand 变 式 . 

证 盟 映 射 * 一 全 是 4 到 A 上 的 敌 甸 数 所 组 成 的 关于 点 坊 乘 法 适 算 的 代 获 


及 上 的 一 个 同 坊 ， 在 关于 4 的 什么 条 件 下 ， 这 个 司 态 是 一 个 局 移 ! 〔 估 着 习 


题 12, ) 
证 明 谱 半径 Ptw) 竺 于 
I, =sup{l2 th) | :天 CA 

证 明 杀 的 值 域 愉 好 是 谱 ofz). 

15 如 果 4 是 一 个 没有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ， 设 4, 是 所 有 序 对 
x, 1) (这 里 xE4, 4 是 揽 数 ; 的 代数 , 共 加 法 和 乘法 按 "明显 的 "方式 定义 ， 且 
和 im, 二) 直 一 十 人 4 机 证明 及 是 具有 单位 元 的 交换 Banach 代数 ， 并 且 冉 
射 z>(z,0) 是 4 到 4 的 一 个 极 大 理想 上 的 等 距 同 构 ， 这 是 一 个 没有 单位 
元 的 代数 到 一 个 具有 单位 元 的 代数 的 标准 的 媒人 . 

16 证 明 龙 " 对 子 上 确 界 范 数 及 点 坊 的 加 法 和 先 苇 是 一 个 交换 Banach 
代数 映射 -> 了 la) 当 |a[<-1 时 是 吾 ” 的 一 个 复 同 态 ， 证 明 一 定 还 有 其 他 
的 复 司 态 . | 

17 证 明 所 有 稍 数 (z 一 巧 的 集 是 及 ”内 的 一 个 非 半 的 理想 ， 这 里 
fEH"， 提 示 : 当 )z|<1, >0 时 . 

[01— sz}3{(1f em—2) -i— (1— gs)i<ie 

18 假设 多 是 一 个 内 函数 ， 证 明 { 冰 f8*} 是 百 ” 的 闲 理 想 ， 换 言 之 ， 

证 明 如 果 DH” 的 序列 他》, 使 得 pj。>9 在 如 上 -- 致 成 立 , 则 9g/ PE 
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mm, 


第 十 九 章 ”全 纯 Foarier 变 式 


引言 

19.1 在 第 九 章 , R' 上 的 函数 下 的 Fourier 变 式 定义 为 局 上 
的 一 个 函数 闻 通常 了 能 开拓 为 在 平面 上 菜 区 域内 全 纯 的 函数 . 例 
如 ,着 T(E)=e- 1 则 了 (2z)= (+z9-!， 是 一 个 有 理 函数 ， 这 并 
不 会 太 奇 怪 ， 因 为 对 每 个 实数 二 核 6 是 4 的 整 西 数 ， 于 是 人 如 
自然 期 望 在 了 满足 某 些 条 件 下 ,将 在 某 个 区 域内 全 纯 . 

我 们 将 拭 述 用 这 种 方 甘 引 出 的 两 类 全 纯 函 数 ， 

对 于 第 一 类 ， 设 是 (一 oo, oo) 的 任意 一 个 函数 ， 它 在 
(1) fo)=| Ferds (sel') 
此 处 囊 ! 为 失 > 了 的、 所 有 # 一 十 洁 的 集 . 若 zENT', 则 |e'"|=e 
这 表明 积分 (1) 作 为 Lebesgue 积分 存在 

如 果 Imz>60 Ims>t6 昌 zu 一 5 则 控制 收 区 定理 吉明 

lim{ lexpi 1z) 一 exp(zte)128t 一 0 


因为 被 积 国 数 以 六- 范 数 4exp( 一 26 蚊 为 办 ,并 且 对 每 个 这 0 它 
是 趋 于 0 的 . 因此 由 Schwarz 不 筹 式 推出 了 在 获 ' 内 连续 . Fubini 


定 带 和 Cauchy 定理 表明 ,对 如 :内 每 一 条 闲 路 径 ?，| 7(a)as 一 0 
由 Morera 定理 , TEH (I*), 

让 我 们 改写 C1) 为 如 下 形式 
(C2) fr iy) =| Fe reseat 


,45 。 


把 y 和 看 作 固 定 的 ， 并 应 用 Plancherel 定理 ， 对 每 个 #>0， 我 们 
得 到 
1 


(3) 地 | Ifetin ld - 


=| IF le mate| DIE 

0 0 . 
[注意 , 我 们 现在 的 符号 与 第 九 章 的 不 同 ， 那 里 基本 的 视 度 是 

Lebesgue 测 广 除 以 V3。 此 处 我 们 正好 是 用 的 Lebesgue 测度 ， 

这 说 明了 (3) 内 加 的 四 了 3 | 


上 人 


rr 本 


第 二 -类 由 所 有 形 如 
(4) f(z)= | Pt)e'rat 


的 了 组 成 ， 此 处 0<4<oo 且 FELY( 一 4, 少 . 这 些 函 数 / 是 曙 
数 ( 证 明 同 土 ), 并 且 它 们 满足 增长 条 件 : | 


(5) FN lr earsern| DIE 
如 果 C 是 最 后 一 个 积分 , 则 C <co, 且 由 (5) 可 推出 
(6) If(2) [Cea 


[满足 (6) 的 整 函数 称 为 指数 型 的 . ] 因 而 
(68) 得 个 属于 (4) 型 的 了 孝 是 满足 (6) 的 整 男 数 ， 且 它 们 在 实 


Te 共 怀 人 村 友 


值得 注意 的 是 (9) 和 (8) 的 道 仍 真 ， 这 是 定理 19.2 及 19. 3 的 
肉 容 ， 
Paley 和 Wiener 的 两 个 定理 


19.2 定理 假设 fSUI') 及 
4456» 


(1) sup 区 | |flzt+iy) 0 一 Coo 


0<9y 妇 2 开 」- 


ee 


(2) fo 一 | PCDeeat (2EN*Y 
县 
(3) jr ae 


注 ”我 们 寻 救 的 函数 开具 有 这 样 的 性 质 ， 它 使 f(z 十 亡 ) 是 
F(t1)e 的 Fourier 变 式 (我 们 把 y 视 为 一 个 正 的 常数 ), 应 用 反 演 
公式 (这 样 做 正确 与 否 不 是 主要 的 ,我们 是 在 党 试 引 导出 下 列 的 证 
明 ), 所 求 的 下 将 具有 形式 
(4) Ft)= co- 二 | Te+ inDe 全 和 一 pl e itide 
最 后 的 积分 是 狐 殖 + 内 一 条 水 平 肖 线 的 ， 并 且 当 这 一 推理 完全 正 
确 时 ， 这 个 积分 将 不 依赖 于 我 们 偶然 选取 的 特殊 直线 。 这 暗示 应 
当 求 动 于 Cauchy 定理 . 

证 明 冉 定 ,0<gy<co. 对 每 个 a>0, 令 厂 , 为 顶点 在 十 x 人 
及 土 % 二 说 的 长 方形 路 径 。 由 Cauchy 定理 


(5)  ， 四 | fla)e dz=0 


我 们 仅 考虑 的 实数 值 . 令 多 (8) 为 1(z)e-'* 沿 B+i 到 十 动 
(6 为 实数 ) 的 直线 区 间 的 积分 车 y<1, 令 1 一 [y, 1], 车 1<y, 令 
I=[1,y]， 则 


| 2 
(6) IB(B) I= || B+ iw)e- er ma 


<| |f (8+ iw) | ea 
本 - 1 | 


» A47 。 


(7) A(B)=| 1FCB+ ta) [du 


由 Fubini 定理 , 则 (1) 表 明 , 有 


(8) 吉 | A(B)p<CmD) 


因此 存在 序列 tai}, 使 得 %;->o0, 并 且 

(9) ‘Aa + A(R 0 (7>00) 

由 6, 这 冀 泣 着 当 ,一 so 时 ， 

《10) .Plas) 0 Bia)—>0 

注意 , 对 每 个 圭 这 个 式 了 都 成 立 , 且 序 列 专 闪 不 依赖 子 t. 
让 我 们 定 头 


G1) 99, = fet eid 

出 我 们 由 {5} 和 (10) 推 导出 

(12) lim[Lesgi(y, £) —e'gs(1, 1)]=0 [ee 
a ft i 认 ) 为 f(z)}， 由 假设 ELC 一 00, 00), 且 Planche- 

rel 定理 断言 

(13) lm] (BCH)— gCy, 1) (dt =0 


此 处 户 是 户 的 Fourier 挛 式 ， 因 此 {9i(y，5)} 有 一 个 子 序 
列 ， 对 几乎 所 有 的 刀 点 志 政 全 村 记 (t)( 定 理 3.12)， 如 果 我 们 
定 交 


(14) F260rpt) 
由 (12) 即 得 
(15) 了 ED 一 et 


注意 {4 不 包含 y, 旦 (15) 对 每 个 3EC DOD， oo) 成 立 . Plancherel 定 
理 能 应 用 于 (18); 


(16) [er a= Pha 


"448 * 


= 去 [fn) drs0 


令 yo0, 《16) 央 明 在 (一 0, 0) 内 几乎 处 处 有 五 (t 一 0。 
令 /一 0, (16) 表 了 明 


(17) | iF Ndteo 

现 由 (15) 得 出 ,9>0 时 ,EL 因此 定理 9.14 给 出 
(18) fz)= | Pt)er'sat 

或 


(19) f(z) = F(t) e-neisdt = 人 tye'sat (a EH!) 


这 就 是 (2)， 现 在 由 (17) 及 公式 19.1(3) 得 出 (3). 
19.3 “定理 “ 息 设 4 和 0 是正 的 党 数 ,了 是 一 个 北 孙 ,全 得 
对 所 有 2 


《1) Ifa) sOe 
且 

(2) [fa) has < 

则 存在 一 个 EL*( 一 4, 4), 使 得 

(3) fr) = 上 F(i ed 


er 


证 明 对 s>0 及 实数 ms 令 f.(z)=f(z)e-""m， 我 们 将 证 明 
G4) Jim 人 Peeraz=0 (4 是 实数 , 141 之 4) 


因为 当 e>0 时 ，]F, 一 fh 一 0， Plancherel 定理 昔 涵 着 在 工 * 
内 的 Fourier 变 式 收 误 于 了 的 FEourier 变 式 如 《更 确切 一 点 ， 
是 了 在 实 轴 上 的 限制 ，) 因 此 , 由 (3 将 推出 卫 在 [一 4 4] 外 为 零 . 
这 样 , 定理 9. 14 表明 (3) 对 儿 乎 每 一 个 实数 3 都 成 立 ， 和 由 于 (3) 的 

“49 = 


每 一 边 都 是 整 函数, 便 得 出 (3) 对 每 一 个 复数 # 成 立 。 
这 样 , (4) 萄 涵 着 本 定理 ， 
对 每 一 实数 %, 设 志 * 是 由 


(5) TT,(8)=8e' (O800) 
定义 的 路 径 , 令 


C6) Hs= {w: Refae > 有 

并 且 , 当 wE 末 。 财 ,定义 | 

(7) Blw)=|, fa) edz =en | f(se')exp (~wseir)des 

由 (1 了 和 (5), 被 积 饮 数 的 绝对 值 最 多 是 

Cexp{— [Re(lwe') —Als} 

由 此 得 出 (如 在 19. 1 节 一 样 )， 对 ,在 半 平 面 I， 内 全 纯 .， 
然而 , 进一步 当 w=0 及 % 二 #4 时 也 是 正 消 的 : 我 们 有 . 

(8) Polw) =| f(s)e "qe (Rew>0) 

(9) Bw0)= | fnerds (Rew<0) 
因为 (2), 瑟 , 及 下 ,在 所 指定 的 半 平 面 是 全 纯 的 ， 
消 数 号 ,对 于 (4) 的 意 浆 ， 在 于 下 述 容 易 验 证 的 关系 : 


0 . 


G0 fC)e dz 二 中 oCe 二 计 ) 一 四 (一 e 十 让 ) (4 为 实数 ) 


因此 我 们 要 证 明 , 着 1>4 和 上 < 一 4 则 当 e>0 时 ，(10) 的 
右边 趋 于 零 . 

我 们 的 证 明 ， 将 通过 证 明 任意 两 个 函数 名 。 在 它们 的 定义 域 
交集 内 是 相同 的 , 也 就 是 说 , 它们 能 彼此 解析 延 拓 来 实现 .一旦 做 
了 这 一 点 , 我 们 就 能 在 < 一 4 时 用 中 #5, 而 # 沁 4 时 , 用 四-s 来 代 
粹 (10) 中 的 罗 。 和 四,， 因 此 当 e->0 时 ， 益 趋 于 0 就 是 很 明显 的 
了 . 


* 4 4 


于 是 假设 0<8 一 ac<T， 令 


(11) y= te, no0s ls >0 


如 末世 == |wle "*, 则 
(12) ReCtwe')=niw| =Re(we'’) 

于 是 一 旦 |w| 之 417, 则 ws 由， 考 虚 沿 由 厂 (1)==re"， 
ot 的 贺 强 站 的 积分 


(13) {fee)e-az 
由 于 
{14) Ref 一 外 27 =— [wlreos (ft —p)— |tp|ry 


(I3) 内 的 被 积 函 数 的 绝对 值 不 会 超过 、 
Cexpt(4d 一 | 妈 |9)7)} 
如 果 | 由 |>44/p 便 得 出 当 r>co 上 时, (13) 趋 于 0. 

我 们 现在 应 用 Cauchy 定理 .f(s)e * 沿 区 间 [0，*re 有 的 
积分 等 于 (13) 与 讼 [0, re ] 的 积分 之 和 ， 由 于 当 ”oo 时 ,13) 趋 
于 0 我 们 最终 得 出 ， 如 果 名 二 Jo1e 7 和 | 人 [> 和 9， 则 有 名 sw) 
二 人 Pp(w)， 这 样 ,定理 10. 18 开明 全 及 全 ;在 它们 原来 定义 的 半 
平面 的 交集 内 重合 . 

这 就 完成 了 证 明 . 

19.4 评注 上 述 两 个 证 明 每 一 个 都 依靠 Cauchy 定理 的 一 
个 典型 的 应 用 : 在 定理 19. 2, 我 们 用 沿 另 一 水 平 线 的 积分 代替 贡 
一 水 平 线 的 积分 来 证 明 19. 2(15) 不 依赖 于 久 在 定理 19. 3 用 另 一 
条 射线 代替 一 和 杀 射 线 用 以 构成 解析 延 拓 ， 这 结果 确实 表明 这 些 国 
数 有 .都 是 一 全 在 [一 年 ，4] 的 余 集 内 全 缉 的 国 数 旬 的 眼 制 ， 

在 定理 19. 2 中 所 描述 的 函数 类 是 在 第 中 七 章 讨 论 的 开业 
的 半 平 面 类 似 物 .定理 19.3 将 用 于 Denjoy-Carleman 定理 ( 定 
理 19. 11) 的 证 明 , 

* A451， 


拟 解析 类 


19.5 如 果 介 是 一 个 区 域 且 26 9, 每 一 个 了 E 五 ( 纪 ) 是 由 数 
fz0), (20)， 天 (so 唯一 确定 的 ， 另 一 廊 面 ， 存 在 五: 上 的 无 
限 次 可 微 函数 , 它 不 但 等 于 零 , 但 在 某 个 区 疝 上 为 零 ， 这样 ， 我 们 
在 此 得 到 全 纯 冰 数 具有 的 而 在 CO™ 在 及 所 有 无 限 次 可 微 的 复 孙 
数 类 ) 不 成 立 的 唯一 性 性 质 ， 

如 果 了 EH(DD, 序列 {| 六 (30) 1} 的 增 长， 受到 定理 10. 36 限 
制 。 本 此 有 理由 向 , 上 述 的 唯一 性 性 质 ， 是 否 对 C0” 中 导数 的 增长 
遵守 某 些 限制 的 菩 数 组 成 适当 的 子 类 仍然 成 立 ? 这 就 是 作出 下 列 
定义 的 动机 ， 问 题 的 答案 由 定理 19. 11 给 出 ， 

19.6 C4d 类 如 果 如 ， 肛 |， 章 ，… 是 正 数 ， 我 们 令 
Ct} 为 所 有 ECU™, 并 满 是 下 列 不 等 式 的 类 
(1) [DFI AB?M, (n=0,1,2,.") 

此 处 DF 了 = 了 ,n 这 1 时 , "I 是 了 的 %# 阶 导数 ， 范 数 是 在 RI 上 的 上 
确 界 范 数 , 而 Bi 和 Bi 是 正 的 常数 (依赖 于 下 但 不 依赖 *). 
如 果 了 满足 CT) 六 则 


{2) lim sn 站 于 | <B; 


这 表明 Bj 是 比 By 更 有 意义 的 量 ， 然 而 , 若 在 (1) 内 省 略 掉 8， 则 
n=0 的 场合 将 推出 1 有 |. 志 Mb、 这 是 一 个 不 希望 有 的 限 制 ， 而 
包括 Bi 在 内 就 使 Ci 对) 成 为 一 向 量 空间 ， 
ECEM) 及 g(x)=f(aw+5), 则 9g 满足 (1)， 并 有 PB,= Bi 及 B= 
uaBy. : 

在 研究 时 , 我 们 将 对 序列 4Laz。 作出 两 个 社 充 假设; 
(3) NM,=1 
， 452。 


(4) 7 MEMMi (n=1,2,3,.) 

假设 (4) 也 可 以 表示 为 这 样 的 形式 ; flog 2 是 一 个 凸 序列 

这 些 假设 将 简化 我 们 某 些 工作 , 并 且 也 不 会 丙 类 一 般 性 ，[ 能 
够 证 明 , 每 一 类 CH 。} 是 等 于 革 一 业 C04 并 ,}, 其 中 衣 ,}) 满 足 (3) 
和 (4), 不 过 我 们 不 打算 这 样 做 , ] 

下 列 结果 说 明 (3) 及 (全 的 作用 

证 明 概 认 了 和 1ECU 下 pr Br BR 为 对 应 的 党 
数 ， 微 分 乘积 法 则 表明 


(1) pr(fg)= 到 on 
#0 
因此 
{2) pgpps (prs 
了 


tlog2。) 的 凸 性 与 Wo=1 联 系 起 米 ， 表 明 对 于 0<jJsa， 就 有 
MM ;EM,, 因此 ， 由 (2)， 二 项 式 定理 引导 出 


(3) Dr NPBABITB)IM, (n=0,1,2,.) 
于 是 有 ECCM}. 

19.8 定义 如 果 条 件 
(1) EC (DIO)=O (n=0,1,2,.") 


能 推出 fz)=0 对 所 有 xER! 成 立 ， 则 称 类 C{ 肛 ,为 拟 解 析 的 . 
4D" 了 0) 用 (DP 了 (zo) 代 替 时 , 对 于 任何 给 定 的 点 wo， 这 个 定 
艾 的 内 容 当 然 不 会 改变 . 
因此 拟 解 析 类 是 具有 我 们 在 19. 6 节 陈述 的 唯一 性 性 质 的 函 
数 类 的 一 种 ， 这些 类 中 之 一 -是 密 印 电 关系 到 全 纯 国 数 的 ， 


Be Cd ee = 


60 使得 在 由 | Ls)1<5 定义 的 帝 形 域内 ,能 开拓 为 有 办 全 
因此 .O(n 是 一 个 拟 解 村 类 ， 
证 明 假设 fH(Q),， 且 对 所 有 za 日 , 1f(z)| 之 BB， 这 里 旨 
由 具有 1y| <6 的 所 有 2#=#% 十 说 组 成 由 定理 10.26 得 出 ， 对 所 
有 实数 z 
(1) HD 2) | Po nl {n=0,1,2,.) 
因此 ,了 在 实 轴 上 的 限制 属于 Ct{nr}. | 
相反 地 , 假设 了 定 久 在 实 轴 上 , 且 了 ECfmt}, 挽 各 话说 . 


{2) ID"f| ,ABR ， {1% 二 0, 二 2, | 
我 们 断言 表示 式 | | | 
(3) 1 = ER (a) 

于 一 站 


当 a 一 B 1<w<<g 十 Bi! 时, 对 所 有 #ER! 是 正确 的 ， 由 Taylor 公 
式 重 复 进行 分 部 积分 得 出 


GD 人 
+ CCDd 
出 (2) 式 知 (4) 中 最 后 一 项 ( 祭 项 ) 由 


(5) npB* 


| Go—t)" ai 一 0 了 (z 一 a)|s* 


所 控制 ， 如 果 | Btz 一 的 1<1, 当 2 一 oo 时 , 它 就 趋 于 0， 有 从 而 得 出 
(3) 式 . | 

我 们 现在 能 在 (3) 式 内 用 满足 1 一 a|<<1/8B 的 任何 一 个 复数 
= 来 代替 x， 这 就 在 中 心 为 9, 半径 为 1/8 的 加 盘 内 定义 了 一 个 全 
纯 辐 数 了 ,并且 当 z 是 实数 ,而 |z 一 a| 二 11B 时 ,了 A(#)= 本 x). 因 
。454 。 


此 不 同 的 函数 F, 都 是 彼此 的 解析 延 拓 ， 室 们 在 带 形 域 jyi 二 1/B 
内 裤 成 了 的 全 纯 开拓 . 
如 果 0<5<1/1B, 且 |z| 二 a 二 iy |#| 过 6, 则 


[P= 17d01 = | EPA ig 


<pY (B80) "= hy 


这 表明 下 在 带 形 域 18|< 内 有 界 ,并 完成 了 证 明 , 


re 


Mr en ee TT 


证 明 ”如果 CA。} 是 拟 解 析 的 ,EC{YsY， 且 于 有 紧 支 集 ， 
则 显然 了 和 它 的 所 有 导数 在 某 点 为 零 . 因此 对 所 有 zx， f(x)=0. 

假设 CU 不 是 拟 解 析 的 ， 则 看 在 一 个 了 EEC， 使 得 对 
号 一 0 1 2 (2 有 00) 一 0 但 对 某 个 zo f(zo) 关 0 我们 可 以 假 
定 z0 六 0. 若 对 3 六 0 令 (ZT)= 了 (ZT 对 ?<0 令 82)=0 则 9E 
CH 令 忆 T) 一 9(T)9(250 一 +)， 由 定理 19.7, 有 ECIM、,}， 辣 
样 , 若 ><0 和 xz>2z6, 则 下 7z) 二 0， 但 xzo) 一 产 (ze) 了 到 0， 因 此 ， 
下 是 巴 !( 虹 的 一 全 具有 紧 支 集 的 非 平 凡 元 素 . 

我 们 现在 党 成 了 基于 拆 解 析 类 基本 定理 的 预备 工作 ， 


Denioy Carieman 定理 


19.11 定理 假设 2 一 1 对 % 一 1,2,3 sa43<C ;M1 
县 对 zx>0 


人 下 


4A5 


的 CLM, } 不 是 拟 解 析 的 ， 


ee 


C8) {logQ(z) I 


oo, 


《c) | 1959(z》 


1 < 


四 1in 
《2) 3 鸭 oo, 


{e) >, loo, 


t=1 
和 注 : 如 果 当 neo 时 ， 了 -co 十 分 迅速 , 则 当 2->o0 时 , Q(x) 
慢 慢 地 趋向 无 穷 , 这 五 个 条 位, 以 它们 由 已 的 方式 说 明 , M。>co 是 
很 迅速 的 ， 同 时 注意 8(z) 之 1 和 g(z) 守 1， 这样, (8)、(e) 内 的 积 
分 恒 有 定义 ， 亲 能 对 某 些 x< co 出 现 @(z)= oo。 在 这 种 情况 下 ， 
积分 (5) 是 十 oo, 并 且 定 理 断 言 CLM,} 是 拟 解 析 的 . 

车 型 ,= 中; 则 五 。/ ,一 Im， 因此 (e) 被 发 坏 了 ， 这 时 定理 
就 断言 ,Ca } 是 氢 解析 的 , 与 定理 19. 9 一 至， 

证 明 (a) 推 出 (5) 假设 CLM,} 不 是 拟 解 析 的 ， 则 OU 
包含 一 个 具有 紧 支 集 的 非 平 凡 函 数 (定理 19. 10)。 通 过 对 变量 前 
一 个 仿 射 变换 给 出 一 个 函数 EC{ 有 Hs), 在 某 区 疗 [0, 4] 内 具有 支 
集 ,使 得 


CD PnP| -<2-nM。 Ge-012 
并 使 得 不 恒 等 于 零 ， 定 义 

(2) f(s) = | PC emas 

和 

(3) ew)—f( Se) 


则 :是 整 函 数 . 车 Imz>>0,C2) 内 被 积 范 数 的 绝对 值 最 多 是 |F(#)|. 
+ 456% 


于 是 , 了 在 上 半 平 面 有 和 异 ; 因此 9 在 内 有 界 ， 同 时, g 在 UCU 上， 
除 点 w= 一 1 外 连续 ， 因 为 了 不 恒 等 于 0 (由 Fourier 变 式 的 叭 
一 性 定理 ),g 也 不 得 等 于 0， 定 理 15. 19 表明 


工 i" ， i 
(4) | legioCe ) ld0>—o 


如 果 2= 史 1 一 Bi 十 6 人 = tg (08/2), 则 4d9=2(1+w) -dy, 
于 是 (4) 与 


(5) 二 [log1fC2)| 


12> 

相同 、 另 一 方面 , 由 于 到 和 它 的 各 阶 导数 在 0 及 4 为 零 ，(2) 的 分 
部 积分 给 出 

(6) Fa) 一 (2) "| (prF) er ra (a0) 
现在 由 (1) 和 (6) 得 出 

(7) Ixf(Cz)| 志 2-"4M， (2 为 实数 ,8 一 0, 1 2,…) 
因此 . 


C8) QF) = SD 4 (e220) 


六 一 作 
且 (57 及 (8) 推 出 (已 成 立 。 
证 明 ( 纺 推出 (e》 (zz). 
证 明 tc) 推出 (d) 令 了 = 于， 由 Mo=1 和 对 去 
于 ,i 于 Ht， 容易 验证 对 8 之 0, ons<sanarl 车 z32eao 则 各 /6 
于 是 


(9) logg(x) > log < loge" = 


NM, 
因此 ， 对 每 一 个 NN, 
s 37 +» 


(10) | loggCz) 2 > "dz 二 ef (W 十 1)z-aay 


1 N+1_ 
= 过 (二 - Ey J ar y+ 
”这 表明 (+) 推 出 (a). 
证 明 (Q) 推 出 (e) 令 


(11) 3 


N+1 1 


[3 
n=-l 1 


册 4132 入 沁 和 3， 并且 若 如 上 述 ， os 3" ,我 们 便 有 
(12) (GD CMa hd hn 1 
这 样 ,加 志 1/6s 和 1/as 的 收 化 性 推出 4, 收 伊 . 
证 明 (8) 推出 (a) 现在 假设 24, 三 co， 其 中 加 由 (01D 给 出 . 
我 们 断言 函数 
(13) f(2) = (2) 条 总和 2 
是 一 个 不 恒 等 于 0 的 ， 指教 型 整 卫 孝 ， 满足 不 等 式 
G4 eM 人 为 实数 ,0 12.…) 
首先 注意 1 一 2-!'sinz 在 原点 具有 零点 ， 央 此 , 存在 一 个 常数 
B, 使 得 


(15) <3 (jz|<1) 
于 是 得 出 
(16) | 一 过 姑 二 Bai|z| (zs 元 ) 
于 是 级 数 

二 号 in 几 ， 信 
(17) pa 


* 5 


在 紧 集 上 一 发 收 伍 《注意 , 因为 4<co, 所 以 当 roo 肝 ,17jr > 
%.) 因 此 无穷 乘积 (13) 定 义 一 个 不 恒 等 于 零 的 整 函 数 了 了, 
其 次 , 恒等式 


sings 工人 iis 
(08) | edt 
表明 , 车 .z =z 十 约 , 则 | sinzs| 委 ell。 因此 
(19) 1f(z) 过 e419 其 中 4=2 十 台 入 
n=1 


对 实数 我们 有 1sinz| 科 jz|, 及 |sinz| 志 1， 因 此 


(20) [eFC7) 1<Ie (ey I 


凡 二 1 


<(E*) (4A) (NM (ny 


这 就 给 出 也 和， 如 果 我 们 积分 (9, 便 得 到 


SinAnx 
Da 


(21) 二 六 afpDlazsaM =01,2 
我 们 已 证 明 出 了 满足 定型 19. 3 的 假设 .了 的 Fourier 变 式 
(22) F(D= 天 | f(z)e rds (4 为 实数 )， 


因此 是 不 恒 等 于 规 的 , 具 右 紧 支 集 的 函数 ， 由 (21) 知 了 CO, 且 由 
重复 应 用 定理 9.2( 用 ,有 


(23) pn (~ iz)*f(2)e de 


因此 , 由 (2D,4P FI 和 和;， 它 表明 FEO{M，}, 
因此 Ci 不 是 扬 解 板 的 , 证 明 就 完成 了 。 


习 题 


1 杞 使 了 是 扮 数 型 的 整 消 数 , 旦 
“A459 » 


9 人 的 =| Htiglde 

证 明 或 者 对 所 有 实数 妨 p(g) =o0, 或 者 对 所 有 实数 #9 (之 0， 证 明 如 果 
史 蚌 有 界 范 数 , 则 了 一 0- 

2 了 放 了 是 梢 区 型 的 整 办 了 全 得 了 在 两 条 非 平行 直人 上 的 限制 属于 
证明 f=0. 

3 ”机 设 了 是 指数 型 的 整 国 数 ， 它 在 两 条 非 平行 直线 上 的 限制 是 有 双 
的 ， 证 明了 是 常数 (应 用 第 十 一 章 , 习题 9 ,) 

4 ”假设 了 是 整 滑 数 ，|f(z) |<<Cexp(41z]), 目 了 (#2) 一 quzn， 
坊 


二 (ww) = Rs 
Ww 
n=0 


证 明 : 车 1w|>4， 交代 村 TE)= A a) ett, O01 2r, 则 
f= pz Dw) evrdw 
并 且 号 就 是 定理 19. 3 后 证 本 中 也 天 从 因 (也 可 参看 第 I9.4 车 )。 
5 假设 了 满足 定理 19,8 的 假设 ,证 明 Cauchy 公式 


人 (2 : __ 二 | fe a (0<e<y) 


成 立 , 此 处 # 二 xz 十 iy， 证 明 . 
f* ry —limf (z+ iy) 
对 几乎 所 有 + 存在 ， 阳 与 定理 19.2 出 现 的 函数 万 之 向 有 什么 关系 ， 关 在 
(四 中 令 5 一 09 且 在 被 各 网 数 中 用 所 代 共 下 , (*) 是 否 仍 然 真 确 ? 

6 假设 pL: (oc0, 00) 且 p>(. 证 明 当代 当 


oo 


| ge 人 证 


时 ,看 在 一 个 了 ,| 有 | 一 gp, 鸽 得 了 的 Fourier 变 式 在 半 直 线 上 为 起 提示 : 如 
习题 5 一 祥 , 考虑 f#, 出 处 了 一 ep (wtivs), 且 


一 工作 y 
守 (8} 一 加 1 Ty log p(t at 


7 设 了 是 平面 内 闭 集 吾 二 的 复 函 数 ， 证 本 下 列 关于 了 的 两 个 来 件 等 
价 ， 

(9) 存在 开 集 名 宇 下 和 一 个 国 数 FE 末 (4) , 使 得 对 zt F(x) 一 了 (2)。 
* A460 。 | 


他) 对 每 一 个 eeB8, 对 应 有 的 都 成 忆 和 一 个 函数 PEE(7。) ,使得 在 
VnB 兴 ,Fe(z) 一 了 ( 纹 。 ( 它 的 一 种 特殊 情形 ,已 在 定理 19.9 证 明 , ) 

:有 证明 Ofn!}y = 如 {ny, 

9 证明 在 在 比 口 各 只 大 的 所 解析 类 . . 

10 如 在 定理 19.11 证 明 中 一 样 , 令 和 一 到。 取 gofOs(RD), 且 
定义 


gn {4) = 2427 " gs 一 下 (n=1, 2, 3,'") 


直接 证 明 [不 用 Fourier 变 式 或 全 缉 国 数 ) 9 一 Hmgn 基 一 个 函数 ， 它 证 明了 了 
定理 19. 11 中 的 ie) 推 出 (@) (可 以 任意 选择 gs 这 一 点 是 方便 的 )， 

11 找 出 函数 pEC” 的 一 个 时 显 的 公式 , 这 个 函数 的 支 集 在 [一 2, 2] 内 ， 
并 生 一 1 < <1 时, (x) =1. 

12 证 明 对 于 每 一 个 复数 序列 {ae 必 ， 都 对 应 有 一 个 秀 数 FEC”， 使 得 当 
# 一 0,1,2,…… 时 ，{D" 了 ) (0) =g,。， 提示: 设 为 习题 11 中 所 述 ， 如 果 B, 二 
Cal Rl a(t) = Pax" (mr), 且 

Fat) A (At) 一 月 xn 信人 AT 

则 对 于 再 ~ 日 共 一 1, 当 As 完 分 大 时 ,1D 下 二 2-*s， 取 f=. 

18 构造 一 个 函数 fE0", 使 者 级 数 


> (DN) {m0) 
< 


对 每 个 4 都 有 0 收 玄 半径， 提示 : 令 


fiz) = Dcrer [3 
后 一 1 


其 中 妇 呈 和 妇 本 是 正 数 序列 ,选择 得 使 了 ciji <eo 对 wm 一 0 2，… 都 成 立 ， 
并 使 esA5 增 人 得 非常 迅速 , 要 比 级 数 os 中 其 余 所 有 各 项 之 和 大 竺 多 。 
例如 ,人 cs 一 485*, 并 先入 导 使 


BE—1 
hs>2 > cAy 和 >be 
4] 
14 假设 CH 是 所 解析 的 ,EOL 形 沾 并 且 有 无 劣 多 个 rE50,1]， 使 
fiz) = 小 这 能 推出 入 各 结论 * 
15 设 支 是 到 足 上 列 条 件 的 墓 函 数 了 组 成 的 而 其 空间 : 存在 C<oo 使 
" 6 了 * 


[人 (四 1 过 Cere' ,并且 它 在 实 畏 上 的 限制 属于 L?， 将 每 个 1X 对 应 二 它 在 束 
数 集 上 的 限制 ， 证 明 六 > ff 人 是 居 到 王 上 上 的 一 一 线性 映射， 

| 16 假定 了 是 (一 cc, 0) 上 的 可 测 畦 数 , 对 所 有 z，[f (zw) | 之 e- 证明 

它 的 Fourier 变 式 了 不 能 有 紧 支 集 ， 除 非 站 2) 一 0 a. 6 
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第 二 十 章 ”用 多 项 式 一 致远 近 


引言 

20.1 设 K' 是 复 平面 内 紧 集 下 的 内 部 , (依照 定义，K? 是 
所 有 五 的 开 圆 盘子 集 的 并 ; 当然 ， 即 使 是 非 空 的 ，K? 也 可 能 是 
宣 集 . ) 设 P(EK) 表示 所 有 在 及 上 是 s 的 多 项 式 的 一 致 极限 的 函 
数 集 . 

什么 请 数 属于 PCK)? 

有 了 两 个 必要 条 件 立 即 引起 注意 ; 如 果 fEP(K), 则 fECCK) 和 
fEHCEY. 

。 问题 提出 来 了 ， 这 些 必要 条 件 是 否 也 是 完 分 条件? 当 分 离 
平 商 时 ( 换 句 话说 , 当 玉 关于 平面 的 余 集 是 不 连通 时 ), 回答 是 否定 
的 ， 我 们 在 13, 8 节 看 到 过 ， 另 一 方面 ， 如 果 K 是 实 轴 上 的 区 间 
[在 这 种 情况 下 "二 艺 ), 则 Weierstrass 逼近 定理 断言 

PIRK)=C(KR) 
如 果 瓦 是 区 间 , 那 末 回答 是 表 定 的 ，Runge 定理 也 指出 这 个 方向 ， 
因为 它 说 明 , 对 于 不 分 离 平 面 的 紧 集 了 ，P(K) 至 少 包含 所 有 能 够 
全 纯 扩展 到 某 个 开 集 如 寺 DK 的 了 ECLKY. 

在 本 意 中 ; 我 们 将 证 明 Mergelyan 定理 ， 它 说 明 假 车 天 不 分 
离 平面 , 著 末 , 不 需要 再 加 任何 多 你 的 假设 ， 上 面 提 到 的 必要 条 件 
同样 也 是 充分 的 . 

构成 证 明 的 冰 要 给 份 是 Tietze 开拓 定理 ， 一 个 包含 卷 积 的 
光 讲 化 过 程 , Runge 定理 和 引 理 20. 2， 其 证 明 依 赖 第 十 四 章 介绍 
的 多 类 的 性质 . 

* 4463。 


一 些 引 理 
20.2 3 引 理 、 假设 也 是 半 答 7>0 的 开园 盘 ,5CCD,B 是 紧 和 


A 
ER 


EE oroooumrr reportvarceum re 


{1) E22) + (E09 (a) 
则 不 等 式 

(2) IQ(E, 0) < 

(3) Qté, 9 一 -二 | 一 0007 


到 中 下 


a 


a . 


我 们 回顾 一 下 ,5S 是 Riemann 球 面 ,市 吾 的 直径 是 数 |z, 一 zs| 
的 上 确 界 , 其 中 #1EE 和 zoE. 
证 明 不 失 一 般 性 , 假设 也 的 中 心 在 原点 ， 于 是 D=D(0; 站 
定理 13, 11 的 蕴涵 式 (@) 一 (的 说 明了 吕 是 单 连通 的 ，( 注 意 ， 
coE 和 0,) 由 Riemann 映射 定理 , 因而 有 一 个 吕 到 口上 的 保 形 映射 
下, 使 (0)=co，F 有 形 如 | 
(4) Fl Dow (weEU) 


DET 


的 展开 式 。 我 们 定义 

(5) 9(2) —L FP-:(#) (EQNY 
其 中 下-! 是 映 侣 到 口上 的 严 的 逆 遇 射 , 并 于 我 科 令 
(6) b= rs 29 (0d 


了 TY 
其 中 厂 为 圆心 在 0 和 兴 径 为 + 的 正 向 画 周 . 

依照 (4) 式 ， 定 理 14.15 可 用 于 下 /ae， 它 断定 (了 /Jo 的 余 
6 


和 集 的 直径 至 多 是 4， 所 以 diamBs<sd1el， 因 为 diamg>”， 结 果 


(7) EAP 
因为 g 是 介 到 DC0;1/1a|) 上 的 保 形 映射 , 故 (7) 式 表明 
(8) lg(D)|<S (2€E0) 
又 因为 厂 是 人 内 的 路 熏 , 长 为 2rr, 所 以 (6) 给 出 
(9) | 1 < dr 
如 村 5EED, 则 1E1<7, 于 是 (1), (8) 和 (9) 式 巷 涵 着 
(10) iIQl<+5r < 
这 就 证 明了 (2) 式 ， 
国定 EED， 


如 果 2 二 下 (ww)， 则 29(2) = 二 wFGw)/q; 到 因为 当 w->0 时 ， 
wR(w) >a, 所 以 当 z->co 时 , #9(z) ->1。， 因此 8 有 展开 式 


1 0 A) 0 Ae) 
(11) 一 上 Ce GE 
| (1g—t|>27) 
设 六 是 中 心 在 0 的 一 个 大 图 局 ; (11) 【依照 Cauchy 定理 ) 给 出 
G2) Fm Oi (st)g() d= bt 
将 {EE) 的 值 代入 (11, 则 (01) 表明 函数 
(13) v2 =| Qe, Dz lo) 


当 :一 cc 时 有 界 ， 因 此 ?在 ce 有 可 去 奇 吉 ， 如 果 抵 刀 站 忆 ， 则 
1z 一 上 <27, 于 是 (2) 和 (3) 给 出 
(14) | 93) | <87s| Qe, 2) | + dr:<<10007? 
由 最 大 模 定 理 , (14) 对 于 所 有 zE 旭 成 立 ， 这 便 证 明了 (3》. 
= 65 a 


es sR 


Ce Trorevvretvreyvpreienro PT 


es Rd 


则 下 述 Cauchy 公式" 成立: 


(2) f(z)=— LOasar (EE=E+ i 
a Ea 


证 明 这 可 由 Green 定理 推 得 .但 是 ， 下 而 基 是- 个 简章 的 
直接 证 明 ;: 

设 ptr, 站 = -7(z 十 re r>>0,6 是 实数 . 如 果 E=2 十 re! 
式 法 则 给 出 


(3) Gf) 的 = 去 ee 9) 
因此 , 当 *->0 时 , (2) 式 右边 等 于 极限 

1 a 0 
人 


对 于 每 一 个 r>>0,p 是 0 的 周期 髓 数 , 周期 为 2r， 于 是 9p/790 的 


积分 为 0, 并 且 (4) 变 成 


1 gr ”op 1 2 
(3) 加 (ee0 人 8 


当 ce 一 0 时 ,p(e, 从 一 致 地 趋 于 了 (z). :这 就 给 出 了 (2). 
我 们 将 使 用 在 证 明 Urysohn 引 理 时 所 用 的 同样 处 置 建立 
Tietze 并 拓 定 理 , 因为 它 完 全 是 这 个 引 理 的 直接 推论 ， 
20.4 Tietze 开拓 定理 假设 到 是 局 部 紫 Hausdorff 空间 


a rearenrure rrererererererorervr 
站 的 汪 二 本 有 


Cr 


( 象 在 Lusin 定 理 中 一 样 ， 我 们 也 可 以 安排 得 使 SPls= jl ) 
证 明 ”假设 了 是 实 的 , 一 1 委 fs1. 设 琴 是 具有 紧 财 包 的 开 


* 466 * 


集 , 使 得 于 印 . 设 
(1) kK*={zER:f(z)>E), K- ={rEK:f(7)< 于) 
则 天 + 和 天 -是 印 的 不 相 突 的 紧 子 集 ， 
。 作为 Urysohn 5 抽检 存在 函数 fIEC.(X) 在 K* 训 
Ji(z) 一 可 在 K- 上 1(z)~ 一 各 ,对 所 有 xEX, 一 吝 <j(2) 所， 
并 且 f 的 支 集 在 内 因此， 
(2) 在 Kb, ffl<B; 在 X 上 , |fi1< 

用 一 代替 下 重复 这 一 构造 过 程 : 存在 :EC,(X), 其 支 集 
在 矿 内 , 使 得 

_ 1 2 

(3) kLE,if-f -fl<(s y 在 工 上 ,|{ 户 |< 计 .了 

按 同 样 方法 , 我 们 得 到 刻 ECe(XD) ,其 支 集 在 丰 内 , 使 得 
(4) 在 KL 上, ff 1<() ;在 XL 上 ， 


1 2\ "1 
1< 太 (3) 
令 下 三 态 十 产 十 下 十 … 依照 (人 4) 式 , 这 个 级 数 在 下 上 上 收 敏 了 于 六 
并 且 它 在 并 上 一 致 收效 ， 困 此 , 子 是 连续 函数 ， 园 样 , 严 的 支 浊 在 
了 内 . 


Mergelyan 定理 
20.5 定理 和 果 玉 是 于 而 内 的 长 入 和 的 人 类 天光 若 


TT TT 
a 下 | 


人 ee 


如 果 五 的 内 部 是 空 集 , 则 假设 部 分 无 所 谓 满足 的 问题 , 因而 结 
论 对 于 所 有 JEC(K) 成 立 ， 注 意 耻 不 少 是 连通 的 . 
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证 明 由 Tietze 定理 ， 了 能 开拓 为 一 个 在 全 平面 内 共有 紧 支 
集 的 连续 函数 .我 们 固定 这 桩 的 一 个 开拓 ,并 且 仍 记 为 耻 . 
对 于 任意 六 >0, 设 ow 是 
[f(z2) —f (#1) | 
的 上 确 界 ， 其 中 a 和 zs 都 满足 条 件 |z 一 1| < 因为 了 一致 连 
续 , 我 们 有 


(1) lira =0 
从 现在 起 固定 43. 我 们 将 证 明 存 在 多 项 式 卫 , 请 足 


(2) [fa)—P(Cs)|<100000(8) (2EE) 
由 (1), 这 就 证 明了 本 定理 . : 
我 们 的 第 一 个 目标 是 构造 一 个 阔 数 中 EC (BR) ， 对 于 所 有 甩 s 


满足 
(3) fF) -B21<00) 
(4) Go (DIS 人 
并 且 


5) 00-— 2 t+ 


其 中 下 是 所 有 在 轨 的 支 集 中 与 下 的 余 集 的 距离 不 超过 6 的 点 的 
集 . 《因此 , 互 不 包含 “深入 正中 ”的 点 .) 

我 们 构 遗 中 作为 了 和 一 个 光滑 国 数 妇 的 卷 积 ， 当 7>6 时 ， 令 
G7?) = 二 0, 当 DOT 时 , 令 


(6) = 人) 
并 且 对 于 所 有 复数 2, 定义 
(7) A(z) =a(l zl|) 


很 明显 4E0C4 CR*)， 我 们 断言 
+ 


(8) ||a =1 


RR! 


(9) ||54=0 
. RE- 
am aa = 血 < 子 


在 (8) 中 调整 常数 使 (8) 能 够 成 立 ，( 在 极 坐 标 中 计算 积分 .) 
因为 4 有 紧 支 集 ， 故 人 9) 很 易 得 到 、 为 了 计算 (TI0, 象 在 引 理 20, 3 
的 证 明 一 样 ， 用 极 坐 标 表 示 34, 并 且 注 意 到 34/36 =0，|34/97 | 
=—qa (7)., 


现在 定义 


Et 


因为 f 和 4 有 紧 支 集 , 于 是 也 有 ， 因 为 
G23 BDF = |{CF6s—6) -702) A dsdn 


Fr 


ay eg-|ffo-oad atan= {a0 (0asan 


又 如 果 | 上 1>6, 则 408) 二 0, 所 以 由 (8) 得 出 (3)， 因 为 4ECe (CR2)， 
4 的 差 商 有 界 收敛 于 对 应 的 4 的 偏 导数 ， 因 此 ，(11) 的 最 后 一 个 
表达 式 可 以 在 积分 号 下 求 导 . 于 是 我 们 得 到 


(13) (3D) (z) = | {64) (a Ef (EdEdn 


= | | f (2—£) (G34) (£) dédn 


Ri 
.=f 6- -fF621 04) (Oatan 
最 后 一 个 等 式 傅 蒜 于 (9)， 现 在 由 (10) 和 (13) 给 出 (4)、 如 果 
我 们 用 中 。 和 中 , 代替 3 写 出 (13) 式 , 则 看 出 下 有 连续 偏 导 数 . 
此 ; 应 用 引 理 20, 3 于 二, 并且 , 如 果 我 们 能 证 明 在 安 内 5 有 王 0, 其 
» 寻 5 有 


中 人 是 所 有 与 喜 的 余 集 的 距离 趟 过 七 的 zEK 的 案 , 则 (5) 重 成 立 ， 
我 们 将 通过 证 明 

{14) D(z) =f(s) (zEG) 国 
来 做 到 这 一 点 ， 注 意 , 因为 了 在 4 内 全 纯 , 故 在 G 内 中 一 0 (我 们 
记 住 3 是 Cauchy-Riemann 算 子 , 已 让 11. 1 节 定 义 .) 现 在 ， 如 果 
zEG, 则 对 于 所 有 满足 1E] < 的 E，z 一 E 在 下 的 内 部 ， 由 (11) 的 
第 一 个 等 式 , 调和 函数 的 平均 值 性 质 因此 给 出 : 对 所 有 2&G， 


@z)=| 9 Crar| jz 一 re ) de 
(15) 一 2zF (2) focalfe=t fC) 


我 们 现在 已 经 证 明了 (3), (4) 和 (5) 式 ， | 

奖 的 定 光 表明 , 下 是 紧 集 并 且 可 以 被 有 限 个 半径 为 28， 间 心 
不 在 下 内 的 开 圆 盘 D1,…, D, 所 覆盖 ， 因 为 部 一 下 是 连通 的 , 每 一 
个 DD; 的 图 心 可 以 被 一 条 在 S* 一 内 的 多 边 形 路 径 连 到 o0， 结 果 是 
每 一 个 D; 包含 一 个 紧 连 通 集 百 ;， 共 直 径 至 少 居 26, 使 得 ?一 8 
是 连通 的 , 且 KE 站 BE;=%， : 

.现在 我 们 对 7 一 28 应 用 引 理 20.2. 存在 区 数 ES- B;) 
和 常数 5, 如 果 : 


《16) Oi(t, 8) 92) + (eb)9 (4) 
则 不 等 式 
(17) iQxZ, 2) |< 

1 | 40008? 
18 
18) z “Te 


对 所 有 4 护 品 ; 和 5&ED; 成 立 . 

设 介 是 BLU'… UB 的 父 集 . 则 人 是 包含 外 的 开 集 、 

令 X = 二 荆门 D1 和 对 于 2j 和 RX 二 (D3) 一 (XU*…:U 
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;1). 


定 光 | 
(19) R(t, 2)—0;(6, 2) (ERX, 2E 2) 
并 且 
(20) Pz) = | [GPRE, aa (2E0) 
因为 
(21) FO2)= 5 {G0)(£)0,, 2)déd 
j=1 xy > 


(16) 式 表明 六 是 阔 数 条 和 名 的 有 限 线性 组 合 ， 因 此 FEH(0)， 
-由 (20), (4) 和 (5), 我 们 有 


(22) |F (2)— 21a (0 dédn 


(2zE 2) 


注意 到 , 如 果 EX 和 zE 人 9， 不 等 或 (17) 和 (18) 用 瑟 代 赫 8; 仍然 
真确 .因为 , 若 5 总 则 对 于 某 个 j 6EX;, 并且 , RR(6,2) 一 (6,2) 
对 于 所 有 zsE 恕 成立， 

现在 固定 z€ 介 , 令 6 二 z 十 pe*, 并 且 当 p< 和 给 时 用 (17) 式 , 当 
46 志 p 时 用 (8 ) 式 来 估计 (220) 式 中 的 被 积 国 数 ， 因 此 看 出 (22) 式 
的 积分 小 于 


(23) 2x| (313 P)eao™ 803756 
0 

与 

(24) | 2 全 0 adp=2000zd 
时 名 . 


的 和 这 样 , (22) 式 导出 
(25) [Ft2)— D(z) | <60000(6) 《2 全) 
=。 471* 


因为 FEH(O), CCD, 且 S? 一 天 是 连通 的 ， 斯 以 Runge 定 
理 指出 下 可 以 在 下 上 用 多 项 式 一 至 逼近， 因此 (3) 和 (25) 证 磺 
《2) 式 可 以 成 立 , 

这 就 完成 了 证 明 . 

应 该 指出 这 个 证 明 的 一 个 特色 .… 我 们 曾经 不 得 不 证 明 给 定 函 
数 是 在 CCK) 的 六 子 空间 P(K) 中 的 (我 们 用 20.1 节 的 术 
诺 , ?我们 的 第 一 个 步 又 在 子 用 外 逼近 f， 但 是 这 一 步 使 我 们 超 出 
了 PCK) 的 范围 , 因为 @ 是 这 样 构造 的 ; 使 得 一 般 说 来 , 人 P 在 玉 的 
整个 内 部 不 是 全 纯 的 ， 因 此 外 与 已 ( 瑟 ) 有 正 距离 ， 然 而 ，(25) 指 
出 这 个 上 距离 小 于 一 个 常数 乘 0(8);” [事实 上 , 已 证 明 这 定理 之 后 ， 
由 (3) 知 道 这 个 距离 至 多 是 w(9)， 前 不 是 60006(6). ] (25) 的 证 
明 依赖 于 不 等 式 〈4) 和 在 G 内 3 中 =0 这 两 个 事实 ， 因 为 全 纯 函 数 
?被 239 二 0 所 刻 划 ,(4) 可 以 看 成 是 多 与 爹 纯 函数 离 得 并 不 术 远 ， 
并 且 这 个 解释 已 被 (25) 所 证 实 . 


习 :是 . 
1 推广 Mergelyan 定理 到 5S:- 政 有 有 限 个 分 支 的 情况 ， 证明 每 一 个 
在 五 内 部 全 部 的 EC EER), 可 以 在 下 上 用 有 理 函 数 一 致 近 近 . 
2 证 明 习 题 1 的 结果 不 能 推广 到 平面 内 任意 紧 集 五 -. 这 可 由 详 细 验 
证 下 面 的 例子 证实， 对 于 有 一 1,2,3,.…, 设 D,=D{anitn) 是 吾 内 不 想 交 的 
开间 盘 ， 它们 的 并 在 可 内 竹 密 ， 并 浦 吓 3ra<coo， 令 及 = 一 VF， 设 本 和 YY， 
是 路 径 
了 站 一 eu, yt)= es sd<2ax 
着 定妆 


wf fe Heo 
二 1 


迁 明 工 是 避 ( 玉 ) 上 有 界线 性 迭 困 . 证 明 对 每 一 个 极点 在 所 外 面 的 有 经 函数 
五 , 卫 ( 忆 ) ==0， 间 征明 在 在 ECC, 使 荆 ( 了 ) 才 新 
472 4 


3 ”证 明 在 证 朋 引 理 20. 2 时 所 构造 的 随 数 9 在 满足 当 *->co 时 ， (本 
-1 的 全 体 fEEC9) 中 , 具有 最 小 的 上 确 蜡 范 数 ， (这 就 给 出 了 引 理 延明 的 
线索 . ) 

同时 证 明 在 那个 证 明 中 5=.65, 并 且 不 等 式 18| 过 4r, 因此 可 用 二 | 过 ?+ 替 
换 ， 事 实 上 ,日 在 集 马 的 凸 包 内 。 


» 473. 


Hausdorff 极 大 性 定理 

我 们 首先 证 明 一 个 引 理 , 当 它 与 选择 公理 配合 时 , 导出 定理 4.21 的 一 个 
几乎 自贡 的 证 明 ， 

如 果 肝 是 一 个 集 族 , 并 且 思 已 环 ， 我 们 称 由 是 弥 的 一 个 子 链 , 如 果 旬 按 集 
的 起 含 半 系 是 全 序 的 .显然 , 这 意味 着 如果 卡 轩 及 Be 中 , 则 不 是 4C- 下 就 是 
吾 入 4. 人 中 的 并 将 被 认为 是 号 的 全 位 成 员 之 并 ， 

引 理 全 各 入 是 关 用 一 个 间 室 的 了 六 找 ,全 得 史 的 得 一 个 工 链 的 基 时 


人 i es 


pi a 


证 明 固定 4E 殉 . 称 灾 的 于 贱 为， 如 果 委 ' 人 

(a) A 

{5) 过" 的 每 一 个 于 链 的 并 局 于 过 

(0) 和 如果 奉 宣 和, 划 蛮 有 g(A)E 吕 和 

所 有 塔 的 族 是 非 宣 的， 因为 , 如果 罕 ,是 所 有 满足 40 呈 4 的 AE 字 的 拷 ， 
则 夫 | 是 一 个 绒 ， 设 壤 , 是 所 有 塔 的 交 , 则 (容易 证 明 ) 灾 。 是 诸 ， 但 池 。, 的 真子 
族 设 有 一 个 是 绕 ， 如 果 AE 多 。， 亦 有 doC 福 4， 证 明 的 思想 是 指出 味 。 是 玩 的 
一 个 子 链 . 

设 六 是 所 有 这 样 一 些 0E 案 。， 的 族 ， 即 对 每 一 个 AE 环 。, 或 者 4 和 CC 或 
者 CCA. 

对 于 每 个 全 ， 设 币 ( 人 是 所 有 满足 4CC 或 者 8 的 二 4 的 dE 琉 ， 
的 族 . 

天 以 及 每 个 中 (Oo 都 明显 满足 性 插 人 ta] 和 (有 ,固定 必 大 ,并 慨 设 46 国 0C) 
我 们 需要 证 明 g(t4) E 和 (0 ， 如 本 4 下 t) ， 就 有 兰 种 可 能 ， 或 者 4CC 
及 44 关 CC 或 者 用 = 避 或 者 9 所 4 如 果 4 是 乙 的 真子 梨 , 则 不 能 是 (4) 
的 真子 集 , 否则 9(4) 一 本 至 少 包 含 两 个 元 素 ; 因为 CE, 所 以 8 机 它 如 如 
果 44= 垃 则 8 一 CD， 训 果 8(O 尼 业 因 为 4 有， 则 亦 有 有 (O 远 
"47 了 。 


(有 .于 是 (ED ,并 且 我 们 证 明了 内 (中 是 搭 。 现在 于 ,的 极 小 性 冀 铀 
善 对 于 每 一 个 CE 站 ， 古 (0) = 好 

换 喜 之 , 如 时 些 野 ,下 OE 厂 ， 则 不 是 4 己 C 就 是 YO) 二 4， 但 是 ,这 上 也 
就 是 说 gt0)E 矿 ， 因 此 修 是 洪 ， 并 县 宰 。 的 极 小 性 内 明 厂 一 图 。。、 由 大 的 定 
发 社 即 知道 豌 。 是 全 序 的 , 

设 和 4 是 字 , 的 并 ， 因 为 多 , 福 是 尾 质 (5), AE 妇 。， 由 性 质 (6) ,9 0 E 部 ，，。 
固 为 4 是 于 "的 最 大 元 及 4Cg(4), 由 昆 得 出 A4=y (04), 

定 光 ”关于 和 集 革 的 一 个 选择 函数 是 指 一 个 隔 数 六 , 它 对 谤 的 每 一 个 非 空 
子 集 百 都 对 应 于 召 的 一 个 元 素 ; 了 (C8) E5, 

用 非 正 式 语 言说 ,了 对 下 的 每 一 个 非 空子 集 “ 选 出 ”一 个 元 素 ， 

选择 公理 ”对 于 繁 一 个 集 都 存在 一 个 选择 函数 ， 

Hanusdor 佳 入 类 性 定理 每 一 个 非 实 半 序 和 集 呈 有 一 个 极 大 爹 序 子 集 . 

证 明 设 生 是 忆 静 训 有 人 金 序 子 集 移 谍 ， 因 为 户 的 签 一 个 只 由 划一 元 素 
示 成 的 子 集 是 全 序 乐 ， 所 以 殉 荐 非 空 的 、 注 意 ， 任 何 全 序 集 的 链 的 并 是 全 
序 的 ， 

设 了 是 关于 也 的 一 个 选择 销 烤 ， 和 如 果 4E 县 ， 谍 4 是 在 4 的 余 集 中 请 
是 4U zjE 寺 的 所 有 Yz 的 集 ， 如 杂 相生 甸 , 令 

9g (A) = AU {fAT)Y 

如 果 4 一 站 ， 令 8 一 凤 

由 引 理 , 由 于 至少 有 一 艳 叶 ,4+== 锋 , 并 且 任 何 这 样 的 4 都 是 多 的 极 大 
元 素 ， 


。 了 7 。 


第 一 章 

其 于 微分 和 积分 的 现代 理论 的 第 一 本 著作 是 Lebesgue 于 1904 和 出 版 
的 “Legons sur Lintégration”. 

要 想 知 道 针 对 着 息 作 出 一 种 合适 的 积分 理论 所 进行 的 早 普 此 试 的 光辉 
历史 , 可 以 孝 看 [37]+, 其 中 包含 有 在 关于 简单 的 集 论 概念 被 正 式 定 义 和 被 人 
们 充分 了 解 之 前 , 甚至 是 第 一 该 的 数学 家 们 所 和 遂 到 的 困难 的 有 趋 讨 论 ，. 

本 书 所 提出 的 抽象 积分 处 理 方 式 , 是 受 Saks 的 [28] 所 启发 和 的 . 车 用 o- 
环 { 公 理 : 如 果 对 所 有 i 一 1,2,3, pfE 缠 , 则 4iE 朋 ,上 且 入 一 42€ 统 ;并 不 要 
求 瑟 锅 ] 取 代 cg- 代数 ， 可 以 得 到 更 大 的 普遍 性 ， 但 其 代价 必然 是 使 可 测 性 
定 尽 变 得 更 为 烦 矣 ， 这 可 以 参看 {7] 的 18 节 。 在 全 部 经 典 性 的 应 用 中 ,下 的 
可 测 性 或 多 或 少 是 自动 满足 的 ， 这 就 是 我 们 选择 以 -代数 为 基础 的 比较 往 
单 的 测度 论 的 理由 ， 

1.11 节 . 虹 的 定义 同 [12]， 在 [7] 中 , Borel 乐 族 被 定义 为 由 紧 集 生成 
的 o- 环 ， 当 空间 不 是 o- 紧 时 , 这 个 集 族 比 我 们 这里 定义 的 要 小 一 些 。 


第 二 章 

2.12 节 ， Urysohn 引 理 通常 的 说 法 是 : 考 玉 , 和 下 ,是 正规 Hausdorff 
空间 芒 的 两 个 互 不 相交 的 闭 集 , 则 疮 在 工 上 的 一 个 连续 函数 , 它 在 R 上 等 于 
0 而 在 五 ,上 党 于 I， 其 征明 答 如 本 书 所 述 . 

2. 14 节 .这 个 定理 当 对 = 一 [0, 1 时 的 原始 形式 是 F, Riesz (1909) 作出 
的 ， 关 于 其 进一步 的 历史 , 可 参看 [5], pp. 373, 380 一 381 和 [121, pp. 134 一 
135， 此 处 定理 的 陈述 形式 与 [13] 中 的 具有 同和 样 的 普遍 性 ， 定 埋 2.14 的 证 
明 中 , 对 世 的 全 体 子 集 所 定义 的 集 函 数 上 x, 由 子 它 的 可 数 次 可 加 性 (第 一 - 步 )， 
而 称 为 外 测度 ， 这 一 概 作 的 系统 探讨 {由 Carathéodory 开创 的 ) 可 参看 [25] 


+ 方 括号 内 的 数字 参看 参考 文献 上 月 菏 ， 一 一 详 者 注 。 
“了 76。 


[328]. 

2. 20 节 . 美 子 阁 着 更 为 古典 的 途 运 直接 构造 Lebesgue 测度 的 情况 可 
雪 看 [313, [35 -和 [26]. 

2.21 节 ， 任意 可 数 上 生成 o" 代数 的 势 <c 的 证 明 可 以 在 [383 的 pp, 133 
一 134 找到 . 它 的 势 或 者 有 了 最 或 者 之 c 这 一 点 , 在 做 过 第 一 章 习 题 1 之 后 应 当 
是 很 清楚 的 ， 

2 和 .22 节 . 甘于 不 可 测 集 与 在 一 个 群 的 作用 之 入 测 度 保 持 不 变 二 者 之 各 
的 关系 这 个 论题 ,Von Neumann 有 一 篇 非常 窗 有 启发 性 的 文章 ; Zut 
allgemeinen Theorie des Masses, Fundamenta Moth., Vol. 13, pp. 73— 
116, 1929。 世 可 以 姑 春 Halmos 安 表 在 Buil. Am. Math. Soc. (1958 年 5 月 ) 
专门 介绍 Von Neumann 的 王 作 的 特辑 中 的 文章 ， 

2.23 节 . [28], p. 72, 

2. 24 节 ， [28], p.75. 对 于 Lebesgue 积分 理论 , 迁 有 另外 一 种 由 Da- 
Qielt4dnm. Heath , Vol, 19, pp. 279—294,1917 一 1918) 作出 的 、 以 正 线性 泛 
本 的 开 括 为 基础 的 处 理 方式 ， 当 应 用 于 Ce( 开 ) 时 它 就 导致 这 宰 一 种 结构 , 使 
得 Vitali-Carathtodory 定理 上 实质 上 转化 为 可 测 性 的 定 尽 ， 敌 看 [171, 关 
十 完整 的 讨论 可 敌 看 [18]. . 

习 是 8. R. B. Kirk (Arm. WHath. Mam hiy, Vol. 79, Ppp. 884— 
886, 1972, 在 Baire 类 定理 的 基础 上 找到 了 一 个 很 有 趣 的 推广 . 

习题 17， 这 个 例子 出 现在 det@ Moth, Vol. 89, p. 160,1953, R. 五， 
Edwards 的 “A Theory of Radon Measures on Locally Compact 
Spaces" 中 ， 遗 憾 的 是 [27j 中 忽略 了 它 舶 窑 在 手 . 

习题 18.T7],p。331 由 Dieuadonné 最 先 作 出 ， 

第 三 章 
”最 普通 的 参考 书 是 [9]， 也 可 以 参看 [36] 的 第 一 党 

习题 3. Pundamenta 开罗 有 ，YVol 1(1920) 和 包含 有 与 附带 性 注解 有 关 
的 三 驴 文 章 ， 

习题 16. [88], p. 18 

习题 17，(8) 这 一 部 分 的 第 二 种 提示 性 证 明 由 更。P，Novinger 发 表 
于 Proe, dAm. Math, Soc,., Vol, 34, pp. 627-—628,1972, 它 也 为 David 
Hall 所 发 现 . 

wi 


习题 18， 在 概率 论 中 , 依 油 座 收 裔 性 是 一 个 很 自然 的 概念 ， 和 参看 [7] 的 
第 九 童 . 


第 四 “ 童 


论 及 Hilbert 空间 理论 的 书 很 多 ， 我 们 列 岂 [人 和 [241 作为 主要 参考 


书 ， 也 可 参 翟 [5],L17J 和 [19]，. 
Foutier 线 数 的 标准 著作 是 [36j， 作 为 比较 简单 的 引 论 ， 可 参看 [10]， 


E31] 和 [39]， 


第 五 章 


这 方面 的 经 典 获 作 吓 [2]。 更 为 近代 的 文献 是 [5]; [1 和 2’ 和 [24]， 也 可 大 
看 [1?] 和 [19], : 


5.22 节 ， 关于 表示 测度 的 比较 深入 的 讨论 可 参看 Arcens 和 Singer 的 


Proo. Am. Moth. Soc., Vol, 5, pp. 735—745, 1954. 


第 六 章 


68.3 节 、， 常数 176 可 用 1/x 代替 ， 而 且 这 也是 最 好 的 可 能 值 . 参看 及， 
PpP. Faufman 和 N. W. Rickert, Bull. Am. Mailh. Soec., Vol. 72, 
PP. 872—676, 1966, 和 W. W. Bledsoe, Am. Moith. Monthly, Vol, 
77, pp. 180 一 182，1970( 一 种 较 简 章 的 处 理 )。 

6.9 节 ，VYon Neumann 的 证 有 明 死 于 他 的 论 广 Qn Rings of Ope- 
fators, ITT, Ann, Maih., Vol. 41l., Pp. 34 一 161, 1940 的 关于 测度 论 一 
节 ， 敬 看 计 文 的 pp，134 一 130. . 

.15 节 ，L* 关 (C5)* 的 现 诅 由 J. TT, Schwartz 在 Prot. Am. Moth. 
Soc., Vol. 2, pp 270—275,1951， 以 及 WEllis 与 D. O. Snow 
在 Con。 于 ath。， Bu ，Vol，6，pp. 211 一 229，1963 中 讨论 过， 也 可 参 
看 [?], Pp. 131 和 [28],，P. 36. 

6,19 节 。 定理 2.14 的 大 考 文献 此 处 闻 样 适用 . 

习题 8， 矢 看 [17]，P. 43. 

习题 10tg)。 参看 [36],，Yol. 1. p. 167。 

* 47 


te 


第 七 章 


Fubini 定理 在 本 书 讨 论 的 与 [7] 和 51281 中 的 一 样 。 不同 的 处 理 可 参看 
L251. . 
?7.9 季 的 (06) 见于 Fwndamenta Meath., Vol., 1, p. 145, 1920. 

习题 2， 与 积分 是 一 条 曲线 所 世 畏 的 而 积 这 一 观念 相对 应 ，Lebesgue 
积分 可 以 用 些 标 集 的 测 庭 来 开展 讨论 ， 这 就 是 116] 中 所 散 的 . 

习题 8。，(8) 这 一 部 分 ， 巷 至 在 更 加 严格 的 形式 之 下 ， 是 Lebesgue 在 
J Mhéematiqgues, Ser, 6, Vol, 1 p， 201，1905 中 证 明 的 , 并 且 似 季 
已 被 人 们 遗忘 ， 监 于 Sierpinski 的 另 一 个 例子 (Fundamenia ath. Wol, 
1，EBp。、114，1920)， 导 得 注 章 的 是 . 存在 一 个 不 是 Lebesgue 可 测 的 平面 点 
集 辟 它 和 每 一 条 直线 至 允 有 两 个 交点 ， 堵 了 一 Xa, 则 了 不 是 工 ?besgue 可 测 
和 的， 尽管 其 所 有 截 口 和 和 fr 上 半 连 续 ; 事实 上 ， 它 们 之 中 每 一 个 至 参 有 两 
个 不 连续 点 ， (这 个 例子 依赖 选择 公理 , 但 不 依 芒 连续 统 候 设 , ) 


第 八 章 


基本 定理 8,6 的 证 明 上 与 本 霹 第 一 版 给 出 的 颇 为 类 似 ， 但 现在 的 这 个 定 
再 比较 强 , 因为 它 所 讨论 的 商 凡人 B) /m (可 ) 中 ,至 取 痪 任意 的 Borel 集 的 序列 
而 仅仅 贾 求 它 服 从 正 姑 性 条 伴 8.2 (1)， 晤 期 的 处 理 划 有 闲 于 一 到 正则 性 条 
件 , 同时 也 限于 如 是 开 集 ， 这 些 更 改 是 Jim Setrin 1967 年 提醒 我 的 。 当 然 
在 多 数 应 用 中 ,加 到 的 都 是 一 些 请 如 球 , 立方 体 之 类 很 规则 的 售 ， 而 定理 8.6 
的 全 部 威力 通常 是 内 需 发 挥 出 来 的 . 

微分 法 定理 的 经 上 典 性 证 明 伙 用 到 Vitali([28], p，109) 作 出 的 一 个 相当 
淮 的 楼 盖 引 理 ， 此 处 它 的 位 置 为 一 个 儿 平 是 显 而 易 凡 的 引 理 8.4 所 取代 , 
这 个 引 理 看 来 首次 出 现在 Wiener 淆 于 遍历 定理 的 文章 中 (De Moih. J.， 
Yol. 5，Pp，i 一 18, 1939)， 福 党 , 读 引 型 的 证 明 用 到 可 的 一 个 几何 性 质 , 
《但 是 定理 8.6 证 明 中 的 人 杂 下 部 分 却 并 不 用 到 人 它 ! ) 

近年 来 , M，de Guzman 和 B. Rubio (CAm. Math. Monthly, Vol. 
79，PPp，341 一 348, 1972. ) 也 有 深 用 了 另外 一 些 玫 请 引 理 . 

E. M. Stein 的 书 [41 -讨论 了 给 分 理论 共 它 许多 方面 的 课题 . 

8,.10,8.11 节 AA, SS, BesicovitehtProc. Cambridye Phitos, Soc,, 
Vol，41, pb. 103 一 110，1945? 证 明了 .者 天 是 瑾 {对 任何 起 >1》 上 的 正 的 
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奇异 Borel 测度 , 则 & 的 对 称 导数 是 十 co ae. [Li (为 了 获得 这 个 结论 , 在 
他 的 定理 3 中 取 了 倒数 . 他 也 使 用 了 另外 一 个 覆盖 引 理 . 

3.19 节 ， 每 一 个 单调 范 数 【从 而 每 一 个 fEBV) 帮 乎 处 灶 可 微 的 初等 证 
明 参 看 [24] 的 pp，5 一 9， 在 那 本 书 中 这 个 定理 作为 Lebesgue 理论 的 出 妥 
点. 由 DD. Austin 在 Proe. Am. Meith Soc, Vol, 16, pp, 201-22]1, 
1965 中 最 近 所 作 的 证 用 甚至 更 为 简单 . : 

3. 21 节 ， 参看 F16], 定理 260 一 264, 在 那里 同一 结论 已 在 比较 弱 的 根 定 
之 下 得 到 . 注意 , 定理 8, 21 的 证 明 仅仅 用 到 了 于 的 右 导数 的 存在 性 、 可 积 性 及 了 
的 连续 性 ， 

8. 26 节 、 关 于 在 比较 强 的 假定 之 下 的 证 明 , 可 套 看 D。E.， Yarberg 的 
论文 。 (Am. Maith. Monthly, Vol, 78, Pp. d2—46, 1071,) 

习题 12. 在 Proos Am. Maih. So6. Vol 36, p 308，1972 中 ,KK 
Stromberg 给 出 了 一 个 非常 简单 的 证 明 ,， 


第 九 章 
，“ 美 于 另外 一 种 简短 的 引 论 , 可 参看 [36] 第 十 六 章 . [33] 中 有 了 Iancherel 
定 音 的 不 同 迹 法 ，[17]、[19] 和 [27] 中 讨论 了 舒 论 方面 的 问题 及 与 Banach 
拱 数 的 联系 ， 美 于 不 变 子 室 间 (9. 16 节 ) 的 进一步 的 知识 可 参看 [11], 看 中 
相应 问题 的 现状 在 [27] 第 七 章 脏 叙述 ， 


第 十 章 


一 般 参 考 书 : {1], [4]j, [13], [20], [29] 和 [31]. 

10.8 节 .， 积分 也 可 以 在 任意 的 可 求 长 曲线 上 定义 ， 套 夏 f131, Vol I 的 
附录 0. . : 
10.10 节 ， 指 数 这 一 拓 补 概念 在 [29] 中 采用 了 ， 若 且 在 [1] 中 很 完 汝 地 
使 用 了 它 。， 定 理 10. 10 的 讨 算 性 证 明 见 于 [了 0 的 p. 93. 

10.13 省 ，Cauachy 在 附带 假设 了 连续 的 情况 下 于 1825 年 发 表 了 他 的 
定理 ，Gousart 指出 了 这 个 借 设 是 多 余 的 ， 并 把 定理 叙述 成 了 现在 这 种 形 
式 . 进一步 的 两 史 评 尘 可 参看 [t3], p. 163. 

10. 16 闻 ， 禹 级 数 表示 以 及 了 EHCD) 次 洱 了 EHCUD) 这 一 事实 的 标准 证 
法 和 本 书 一 样 都 是 通过 Cauchy 积分 公式 进行 的 。 最近 已 经 构造 出 一 种 币 
* A480 « 


用 环 问 数 (winding tumber) 而 不 必 异 时 于 积分 的 证 明 .。 其 细节 可 参考 
E34]. | 

10.25 节 . [26]，B. 170 有 一 个 美 于 复数 城 的 代数 完备 性 的 很 初等 的 证 
明 . 

10, 30 节 . (本 这 部 分 的 证 明 见 于 [40]， 

10.32 节 。 开 映射 定理 及 区 (及 的 离散 公牛 全 体 搓 党 数 全 缉 画 数 类 的 折 
扑 性 质 ， 这 些 性 质 刻 画 这 个 函数 类 直到 同 耳 的 程度 ， 这 就 是 呀 oilov 定理 ， 
参看 [84]. 

10.35 节 ，Cauchy 定理 辖 休 形式 这 一 引信 注目 的 菩 单 ， 基 初 锥 的 证 明 
是 由 John 也 ，Dixon 发 现 的 ， 见 Proe. Am. Math. Soc., Vol, 29,pPp. 
625 一 626，149714。[1j 中 的 证 明基 于 恰当 微分 的 理论 ， 本 书 第 一 版 中 则 是 从 
Runge 定理 推出 的 ， 这 种 处 玲 更 早 一 些 在 [29-, p. 177 中 就 已 采用 了 , 然而 
在 那里 仅仅 是 就 单 连通 区 域 米 讨论 的 . 

第 十 一 章 

一 般 套 考 书 : [1], 第 五 章 ; [20] ,第 一 . 

11. 12 节 , “ 非 切 向 ? 概 孔 在 国 上 确 实 是 开 和 卑 处 处 存在 的 . 参看 [15], pp 
34 一 37 和 [36], Vol. T, pp. 96 一 106, 特别 是 其 定 更 (7. 8}. | 

11，17 节 。 反射 原 绎 省 该 日 ， 态 ，Schwarz 用 来 解 天 甘于 得 过 形 区 域 
的 悍 形 映射 问题 ， 贿 看 [131 的 17.6 节 ， 这 方面 的 进一步 结果 由 Carathéo- 
doery 得 到 ; 参看 [4]j,， Vol. II, pp, 82 一 92, 以 访 Commentarii Mothematici 
Helvetici, Vol. 19, pp. 263 一 278，1946 一 1947. 

11, 19 节 ， 这 是 Herglotz 作出 的 , Leipziger Berichtie, Wol. 63, PP， 
501—511, 1911. 

”11.21 节 ， 参看 Fatou 的 论文 Series trigonomeétriques et Séries de 
‘Taylor. Acta WHath., Vol, 30, pp. 335—400,1906， 这 是 将 Lebesgue 科 
分 理论 应 用 于 全 邦 蚊 数 方面 的 问题 欧 第 一 部 主要 著作 ， 


第 十 二 章 


13.7 节 ， 进 一 步 的 情 子 参看 [31], pp. 176 一 186. 
12.11 节 ， 这 个 定理 就 三 角 级 数 来 说 ,首先 由 更 . 再 Young 【1918 1 一 
2, 4,6, "和 FF. Hausdorff 1923; 2 志 ¥ 之 00) 于 以 证 明 ，F. Riesz(1923) 将 


。 I$1 + 


它 推 广 到 -- 敢 有 界 的 正 变 人 梨 ，M， 有 Riesz(l1g2 人 的 上 从 一 个 一 般 的 钠 播 定理 蛋 出 
了 这 一 推广 ， 而 台 , D. Thorin (1939) 则 找 骨 了 M， 有 Riesz 定理 的 复 变量 时 
的 证 明 ， 本 书 的 证 明 是 Carderdn-Zygmund (950) 就 Thorin 的 起 想必 的 
改写 其它 内 插 定 理 的 完整 的 参考 文 款 和 讨论 可 在 [36] 的 第 十 二 章 搜 到 . .， 

12. 12 节 ， 一 种 稍微 不 向 的 形式 见于 Duke 型 轩 J,，Vol. 20, Ppp. 
449 一 458, 1953, | - 

12.13 节 . 这 一 证 明 实 质 上 是 和 忆 于 R, Kaufman 的 {Moaih. Ann. ，VoL 
169, p, 282,1963), E, L, Stont CUath, Ann,, Vol. 177, pp. 339—340, 
1968) 得 到 过 一 个 更 强 的 缚 是. 


第 十 三 章 

13.9 节 ，Runge 定理 发 表 了 于 Actg 于 et ，Yol 6,，1885。 《附带 说 一 
如 , 关于 区 间 上 的 多 项 式 一 数 台 近 的 Weierstrass 定理 也 正 是 在 同一 年 发 表 
的 ， 见 Hqthematiache WWerke, Vol，3, pp，1 一 37.) 与 大 证 明 很 接近 的 证 
明 可 秦 淖 [291，pp, 171 一 177. 本 书 的 泛 函 分 析 证 洁 蚌 分 析 学 者 人 所 熟悉 的 ， 
而 且 近 年 来 可 能 已 多 次 独立 起 被 发 现 . 这 是 L.A 太 . Rubel 写 信 告诉 我 的 ,在 
[13], Vol，II, ppP，299-308 中 , 注意 的 重点 是 放 在 当 过 项 式 的 次 数 固 定时 
逼近 的 密切 程度 上 ， 

习题 5,.6， 另 外 一 种 方法 可 参看 DD. GQG，Canter 的 Proe, Am. Nafh. 
Soc, , VOl, 15, pp. 335— 336, 1964。 


第 十 四 章 


一 般 参 考 蔬 : “20]， 很 多 特殊 的 映射 函数 在 那里 儿 述 得 很 详尽 . 

14. 3 节 . 关于 线性 分 武 变换 的 更 多 的 细节 可 在 下 列 文献 中 找 到 : [1]， 
pp. 22 一 35; [13], Bp. 46 一 57; [4 ]; 特别 是 工 , 良 , Fotd 的 书 “rtomorphie 
Functions”, McGraw-Hill Book Company, New York, 1929, 第 一 意 . 

14.5 节 ， 正 规 族 是 由 Montel 引出 的 .大 看 [13] 的 第 十 五 举 ， 

14.8 节 .及 iemann 定理 的 历史 探讨 见 [13], pp. 320 一 #21， 和 [29]，P， 
230。 开 oebe 的 证 图 {习题 26》 见 了 fr Math., Vol. 145,， pp. 177—223, 
1915, 那里 也 讨论 驱 连 通 区 起 

14.10 节 ， 至今 尚未 获 证 的 Bieberbach 猜测 是 说 当 了 于 cs 时 , 对 任意 亿 
人 有 人 


Ia,| 太 rn， 贿 看 [13], pp, 346 一 358. 

14.18 节 之 (8)， 这 一 推 证 见于 [201,p. 179. 

14.19 市 ，' 保 形 有 映射 的 迪 界 性 态 蝗 由 Carathtodory 在 有 时 qi， dn.， 
Vol，、73, 1913, pp. 323 一 370 中 研究 过 . 定理 14. 19 在 那里 就 Jordan 曲线 围 
成 的 区 域 作 了 证 明 ， 江 且 引 出 了 素 端 点 的 概念 ， 也 可 参看 [4 ]，Vol I 
Ppp. 88 一 107。 

可 题 24。 挝 用 是 Y. N, Moschovakis 作出 的 . 


第 十 五 章 


15.8 节 . 委 范 积 与 有 限 阶 整 本 康之 癌 的 关系 的 讨论 可 参看 [ 3] 的 第 二 
章 ; [29] 的 第 七 宣 和 [31] 的 第 八 进 . 

15. 25 节 ， 这 个 考 向 的 进一步 结果 可 参看 Szasz 的 于 ath， an, ， Yol, 
77, pp, 482 一 496,1916 以 及 [21- 的 第 二 章 , 


第 十 六 章 


” 美 于 Riemann 面 的 经 典 著作 是 [33]( 初 版 于 1913 年 )， 共 它 参 考 书 有 ， 
[ 1] 的 第 六 掌 ; [13] 的 第 十 章 : [29] 的 第 六 章 和 [30]. 

16.5 节 ，Oslrowski 定理 见于 J 了 London Mh Soe,,， Vol.1, pp. 
251 一 263, 1926。 甘于 空隙 级 数 方面 的 近代 论述 , 可 参看 村 了. Kahane 的 La- 
cunary Tayfor snd Fourier Series， Bull. Am. Moth. Sov., Vol 70, 
pp. 199-—213, 1964. 

16,. 16 节 ， 单 值 性 定理 的 处 理 比 林 书 第 一 版 稍微 简 单一 些 ， 它 用 到 了 这 
样 一 个 查实 , 每 个 单 连通 平面 区 城 都 同 有 耳 于 一 个 是 的 单 连通 区 域 ， 即 了 ， 现 
在 的 证 明 是 这 拌 安排 的 ， 使 它 不 用 修改 就 能 应 用 于 多 复 误 全 妆 函 数 ，{ 要 注 
六 , 当下 2 时 ,总 中 中 总 存在 一 个 不 能 间 胚 于 性 何 凸 集 的 单 连通 开 集 ; 球 训 就 
提供 了 这 样 的 实例 .》 

16. 17 节 ， 瑚 等 [13] 的 第 十 三 章 ， rz9] 的 第 八 章 和 [人 的 第 七 部 分 . 

16. 21 节 .， 在 [4 ] 的 第 七 部 分 中 ， 借 助 于 模 冰 教 证 明了 Picard 大 定理 . 
“ 初 黎 "的 还 明 可 在 [31T pp. 277 一 284 和 [29] 的 第 七 章 找到 . 

习题 10. 在 Conformal Invariants and Function-theoretic Null- 
Sets, Acia Math,, Vol, 83, pp, 101 一 129,1950 一 文中 ， Ahlfors 和 Beurling 
过 论 了 各 种 各 料 可 去 集 的 类 . 

= FPF < 


第 十 七 章 


最 普通 的 参考 书 是 [15]， 也 可 敌 看 [361 的 第 七 章 . 虽然 15] 主 要 省 讨 ， 
论 单 位 贺 盘 , 但 克 杀 数 证 明 都 安排 得 使 之 能 应 用 于 本 书 所 儿 述 的 更 广泛 一 些 
的 场合 。 这 些 推 广 的 一 部 分 在 [2 站 的 第 从 章 也 提出 来 丁 ， 

17.1 节 . 美 于 次 调和 函数 的 完整 论述 可 徐 看 [23， . 

17. 13 节 ， 在 [15] 或 者 Helson 和 Lowdenslager 在 Acta ofh. ， Vol. 
99, Ppp. 165- 一 202, 1958 发 表 的 文章 中 , 有 不 园 的 证 明 ， 

17.14 节 , “内 函数 "和 “外 函数 "过 两 个 名 词 基 Beurling 在 一 篇 论文 中 
新 造 出 来 的 ， 在 该 文中 也 证 明了 定 涯 17. 21，: 这 篇 文章 是 : .On Twe Pro- 
blems Concerning Linear Transforma—tions in Hilbert Space. Acig 
型 si ,Vol，81, pp. 239- 255, 1949， 进 一 步 的 发 展 见 L11] . 

17. 25, 17, 26 节 ，M. Riesz 定理 的 这 一 证 朋 由 A,P. Calderon 给 出 ; 
穴 看 Proc，4m， 刑 of，Aop. ,Yol 1,bp,533 一 535, 1950. 也 可 套 看 [36]， 
Vol. J,PpPp. 252—262. 

”习题 3. 这 形成 了 在 共 它 区 域内 Br 空间 室 义 的 基础 . 党 着 Trans. dm. 
Math. Soc., Vol. 78, pp. 46—686, 1955. . 


第 十 八 章 


一 般 姑 考 书 ，[17, [19] 和 L23]; 也 可 参看 [141, 这 一 理论 是 由 Gelfand 
于 1941 年 开创 的 . : . 

18. 18 节 ， 这 是 由 P 了 .J Cohen 在 Proc Am. Math, Soe,, Vol,12, 
1961, pp，159- 一 163 中 以 初 志 方式 予以 证 明 的 . 和 

18. 20 节 ， 和 这 他 定理 属于 Wermer, 见 Proc, din. Math, Vol 
4, Pp. 366 一 869, 1053， 本 省 的 证 明 由 Heffman 和 Singer 给 出 . .参看 [15:， 
pPD， 好 一 9 在 那里 ， 也 给 型 了 P.J，Cohen 作出 的 极 简 单 和 的 证 明 ， (参看 
18. 18 节 扬 列 的 文献 .) 

18. 21 节 . 这 是 Wiener 关于 他 的 Tanber 定理 的 原始 证 明 中 的 主要 步 
坚 之 一 、 姑 看 [33]，P. 91. 本 书 中 给 出 的 不 费力 的 还 明 芒 是 Gelfand. 理 沦 
的 第 一 个 榜 迷 成 杂 . . 

习题 14， 在 集 各 上 可 以 给 出 一 个 紧 的 Hausderff 拓扑 ， 使 得 函数 双 甘 
于 这 个 拓扑 是 连续 的 .这样 xz" 和 是 4 到 CA) 内 的 一 个 同 态 。 4 作为 连续 
和 


角 数 代数 的 这 一 表示 在 入 究 交 换 Banach 代数 时 是 一 个 最 重要 的 工具 . 


第 十 九 章 


19. 2, 19,3 节 . [21], PR 1 一 13. 也 可 参看 [3]， 在 那里 指数 型 函数 是 讨 
论 的 主要 对 象 

19.5 节 。 美 了 C4 型 a 类 的 更 为 详尽 的 介绍 可 参看 S. Mandelbrojt,， 
“Séries de Fourier et classes quasi-analytigues,” Gauthier-Villars, 
Paris, 1935. | 

19, 11 节 ， 在 :21] 中 这 一 定理 的 证明 是 基于 定理 19. 2 而 不 是 定理 19, 3. 

习题 4. 国 数 征 称 为 了 的 Borel 变 式 ， 见 [ 3 ], 第 五 章 . 

习题 12. 提示 性 证 明 是 王 . Mirkil 给 出 的 ， 册 Proe. Am. 入 gt 级 ,六 0c.， 
Vol 7, pp. 650 一 652, 1956， 定 更 由 Borel 也 1898 年 证 明 . 


第 二 十 章 
类 看 S$. NM. Mergelyan, Uniform Approximations to Functions of 
a Complex Variable, ts pehs Mat. Nauk, (N.S.}7,no,. 2(C48),31—122, 
1952; Amer, Math. Soc. Pronsiafion No. 101,1954， 本 书 定 理 20.5 即 
Mergelyan 论 交 中 的 定理 1. 4， 
”近年 来 , L. Carleson 在 Math. Seandinavicg, Vol, 15, 1964, pp, 167— 
176 中 发 表 了 一 个 以 测 庶 论 研究 为 基础 的 汉 烟 分 析 的 证 明 . 


附 录 


Hausdorff 1914 年 在 他 的 书 “Grundziige der Mengenlehre,” p.140 
中 首次 陈述 丁 极 火 性 不 理 ， 本 书 的 证 明 仿 自 Halmos 的 书 [ 8 ] 的 第 16 节 . 
在 作出 * 塔 * 这 一 名 词 前 同时 ， 选 择 g 使 9(4) 一 刀 这 多 有 一 个 元 素 的 想法 在 
那里 也 出 现 了 ， 基 证明 与 良 序 定理 的 Zermelo 证 车 相 类 似 ; 见 Math. Ann. ， 
Yol 65, pp. 107—128, 1908. 


。 485» 


参考 书目 


1. L.V. Ahlfors: “Complex Analysis*, 2d ed; MeGraw-Hill Book 
Company, New York,1966.， {有 中 译本 : < 复 分 析 ?, 张 空 至 ， 上 海 科 
技 出 版 社 , 1962 年 ,) 

2. 3, Banach: Théorie des Opérations linéaires, “Monograf je 
Matematyczne, ”Vol 1, Warsaw, 1932. 

3. R.P. Roas. “Entire Functions, "Academic Press lnc., New York, 
1954. 

4. €C. Carathéodory: “Theory of Functions of a Complex Variable,” 
Chelsea Publishing Company, New York, 1954, 

5. N. Dunford and J.T. Schwartz: “Linear Operators,” Interscience 
Publishers, Inc.,New York,1958., 

6. P.R.Halmos: “Introduction to Hilbert Space and the Theory of 
Spectral Muiltiplicity, "Chelsea Publishing Company New York, 
1951, - 

?7. P.R.Halmos:; “Measure Theory,” 卫 ，Van Nostrand Company, 
Inc.， Princetoa，N. 工 ， 1950，《( 省 中 译本 : < 测度 论 ;， 王 建 些 译 ， 
科学 出版 社 ， 1958 年 ,》 

8、P. R. Halmos: “Naive Set Theory,” D. Van Nostrand Company, 
Inc., Princeton, N.].,1960. | 

9. G.H.,Hardy, J.E.Littlewood, and G. Pélya: “Inequalities, ”Catm- 
bridge University Press, New York,1934. (有 中 译本 :< 不 各 式 +, 越 
民 交 译 , 科学 出 版 社 , 1965 年 , 》 

10. G.H. Hardy and W. W. Rogosinski. “Fourier Series,” Cambridge 
Tracts no. 38, Cambridge,London,and New York,1950. 

11. H. Helson: “Leéctures on Invariant Subhspaces,” Academic Press 
Ine,, New York, 1964, | 


«486 » 


12. 
13. 


工业 


15. 
16., 
17. 
18. 
19. 
20. 


21, 


32. 


23.. 


24. 


25， 


E. Hewitt and K. A. Ross “Abstract Harmonic Analysis, "Springer 
—Verlag OHG, Berlin, 1963, 

E. Hille: “Analytic Function Theory, "Ginn and Company, Boston, 
Vol,I, 1959; Vol. II,1982. 

E. Hilie and R.S, Phillips: “Functional Analysis and Semigroups,” 
Amer. Math, Soc. Colloqguium Publ.31, Providence, 1957. {前 十 
二 党 有 中 译本 : * 沦 函 分 析 与 半 群 ;> 上册 , 吴 智 泉 . 王 振 胶 、 刘 隆 复 译 , 上 海 
科技 出 版 社 , 1964 年 . 》 

EK. Hoffman: “Banach Spaces of Analytic Functions;” Prentice-— 


. Hall, Ine., Englewood Cliffs, N.J., 1962. 


H. Kesteiman: “Modern Theories of Integration, "Oxford Unive- 
rsity Press, New York,1937.° 

L.H. Loomis: “An Introduction to Abstract Harmonic Arnalysis,” 
D. Van Nostrand Company, Inc., Princeton, N.]J., 1953. 
E.J.McShane: “Integration, ”Princeton University Press, Princeton, 
N.}., 1944. 

M.A, Naimark: “Normed Rings,” Ervyen P, Noordhoff, NY, Gro- 
ningen Netherlands, 1959. 

Z. Nehari. “Conformal Mapping, "McGraw-Hil] Book Company,. 
New York, 1952, 
R.E.A.C.Paley and N, Wiener: “Fourier Transforms in the Com-— 


. Plex Pomain,” Aimer, Math. Soc. Collquium Publ. 19, New 


York, 1934. . 

T. Rado: “Subhormonic Functions”, Ergeb. Math,, Yol §5, no。 
1, Berlin, 1937. . 

C. E.Rickart: “General Theory of Banach Algebras, "DD. Van Nos- 
trand Company, Inc,, Princeton, N. J.,1960, 

F. Riesz and B. Sz-Nagy: “Leéoons d’Analyse Fonctionnelle,”" 
kadémiai Kiadé，Budapest，1952.， 【有 中 译本 : 4 证 国 分 析 讲 义 ?,， 第 
一 分 碘 , 涂 文 典 译 ， 科 学 出 版 社 ，1963 年 ; 第 二 分 册 , 里 万 等 译 ， 科 学 出 
版 社 , 1980 年 ,) 

H.L. Royden: “Real Anailysis,” The Macmillan Company, New 


- 457。 


26. 


29， 


30, 


York, 1963， 

W, Rudin: “Principlies of Mathematical Anakysis, "2d cd. MeGraw 
-Hil Book Company，New York，1964， 【有 中 主 本 :+ 数学 分 析 碌 
理 ?, 上 .下 册 , 赵 慈 诬 , 蓝 坚 译 , 人 民 教 育 出 版 福 ; 1979 年 , ) 

W. Rudin: “Fourier Analysis Dn Groups, ”Interscience Publishers, : 
Inc., New York, 1962. : 


.. 9. Saks: “Theory of the Integrel, ”2d ced., “Monograf je Mathema- 


tyczne, * Vol.7, Warsaw, 1937. Reprinted by ] Hafneér Publishing 
Company, Iac,, New York， | 
S. Saks and A, Zygmund: “Analytic Functions,” “Monograf je 
Mathematyczne, ”Vol 28, Warsaw, 1952, 了 : 
G. Springer: “Introduction to Riemann Surfaces, “Addison-Wesley 


. Publishing Company, Inc., Reading, Mass., 1957. 


31. 


32. 


33， 


34. 


35. 


36， 


37. 


E.C, Titchmarsh: “The Theory of Functions, ”2d ed., Oxford Uni- 
versity Press, Fair Lawn, N,],,1939. (有 中 译本 : 《 国 数 论 ?， 吴 锦 
译 , 科学 出 版 社 , 1962 年 ,) 

H. Weyl: “The Concept of a Riemann Surface, ”3d ed, Addison-—: 
Wesley Publishing Company, Ine., Reading, Mass., 1964. 

N. Wiener: ‘The Fourier Iniegral and Certain of Its Applications, ” 
Cambridge University Préess, New York,1933. Reprinted’ by 
Dover Publications, Ine., New York. - 
G.T, Whyburn: “Topological Analysis, “2d ed, Prineeton Univer- 
sity Press Princeton, N. 本 ,1964. 

TH. Williamson: Lebesgue Integration,” Holt, Rinehart and Wi= 
nston, Lnc. , New York,1962, 

A.Zygmund: “Trigonometric Series, ”2d ed,, Cambridpge Unive- 
TSity Press, New York,1959, . 


补充 参考 书 


T. Hawkins: “Lebesgue’s Theory of Integratiom ” University of 
Wisconsin Press, Madison, 1970， 


= 438 « 


38, 
39. 
40, 
41, 


42. 


E. Hewitt and K. Stromberg: “Real and Abstract Analysis,” 
Springer Verlag, New York, 1965. 

Y, Katznelson: “An Introduction to Harmonic Analysis, ”John 
Wiley ard Sons, Inc., Mew York, 1968. 

R, Narasimhan: “Several Complex Yatriatles,” “University of 
Chicago Press, Chicago, 1971. 

E., M. Stein: “Singular Integrals and Differentiability Properties 
of Functions, "Princeton University Press, Prineeton, 1970. 

了 .ME Stein and G. Weiss: “Introduction to Fourier Analysis on 
Euclidean Spaces, “Princeton University Press, Princeton, 1971. 


a A489 。 


专用 和 缩写 符号 一 览 表 '， 


exp(z) | 11 多 104 
四 | 8 | fn 107 
焉 中 | en 122 
Xs 13 | ft 128 
iim sup 15| 5 130 
lim inf 15 | P,. (90—1) 132 
f+,f- 17 | [a|tE) 138 
Litp) 28 | 只 + 上 一 142 
a2. €. 32 | A 143 
加 42 | As 143 
[5 44 | AAB 159 
Kf<V 45 | EF,, Es 162 
Wp d49 | fof 164 
,WR 59,60 | uxA 167 
工 L(BRe) ,了 1( 吾 ) 61 | f*g 175 
Fl,, YF, 75 | prA 177 
Lr{n), Lr{ Rr), Ls 75 | Dy 182 
Lr® (CH), L" RE), L™ 75 | 1, Bo 188 
Co 了) CCXY 81 | Ta Vy 190 
(2, 狠 88 | BF,NBr 191 
[a 88 | 于 (一 ) f(rt) 191 
| y, Mi 92 | T' (x) 202 
(Ca) 96 | A(A) 202 
更 103 | F(t) 214 


RD GT) 104 | C0™ 233 


# 标准 的 集 论 符号 拖 述 在 第 6 页 和 第 7 页 , 此 处 没有 列 人 ， 
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Ce 233 | f+ te) 293 


Dlar), D'or), Diar) 236 | EH* 293 
£2 287 | wa (zx) 300 
HM) 237 | 如 314 
pr 241 | 338 
3A 244 | BB,(z) 358 
Ina,tz} 244 | Log 369 
2(1) 250 | N 369 
十 261 | (fo, DO~ (fh, DY 384 
I:=1X1 266 | WM,(f; 7) 402 
2， 3 277 | He?r | 402 
A 278 | WM, Qs dl1l 
天 [ 们 280 | 避暑 ”452 
Pldr] 280 | PIE) 464 


+, : 288 | GC (BR2) | 466 
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索 引 


下 平面 四 


一 画 下 半 连 续 隐 数 44 
一、 一 卫 身 8 | 下 极限 16 
一 臻 可 积 性 159 | 下 确 界 加 
一 至 有 和 界 性 原理 116 | 于 空间 . 91 
一 发 收 雍 性 18, 256 | 子 集 6 


一 长 连续 性 60, 211 | 子 链 4 


[1 
而 
加 
面 | 


几乎 一 致 收 合 性 256 | 不 可 测 集 62, 171, 477 


见 乎 处 处 32 | 不 动 点 275, 349, 353 
几何 平均 值 ?2 | 不 定 积分 188 

= 务 不 变 子 室 间 226, 414 

™ 不 相交 的 集 族 ? 
三 角 不 第 式 10, 58, 89, 112 | 无 处 可 微 的 函数 136 
三 角形 244 | 无 处 稠密 115 
三 角 久 项 式 104 | 长 度 211 
三 角 国 数 系 105 | 芭 向 路 径 242 
三 周志 定型 312 | 反 国 数 定理 206 
广 广 实数 系 ?,10 | 反射 原理 288 
广 六 测度 143 | 反 演 330 
上 半 平 面 288 | 反 演 公式 217 
土 半 连续 函数 44 | 内 正 测 集 55 
上 极限 16 | 内 因 式 411 
上 确 界 7 | 内 函数 A409, 416, 484 
上 确 界 范 数 . 81 | 内 积 88 


» 492 4 


~ 


内部 

于 区 间 
开拓 
开 辆 定理 
开 覆 辣 
开 块 射 定 理 


左 极限 
左 连 续 函 数 
右 导 数 

右 极限 
代数 

.， 浏 度 一 
.… 集 ~ 
找 数 封 闭 域 
本 性 上 确 界 
本 性 值 成 
本 性 阁 虚 
平方 很 
平行 四 过 形 东 则 
平均 
平均 值 
平均 值 性 质 


42 


I16, 257, 259, 481. 


10 

9 

237 

22 39, 228 


237 ， 
44 68 


20 
130, 244, 299 


191 
191, 213 
480 
191 
427 
177 
11 
255. 
75 


名 三. 


253, 394 
324, 384 
9 
187 
36 


平移 
苦 数 的 ~ 
集 的 人 
平移 不 变 子 空间 
平移 不 变 测 座 
平移 沾 变 
平衡 类 
可 分 空间 
可 去 奇 点 
可 去 全 
可 求 和 国 数 
可 表示 为 筹 级 数 
可 道 元 
可 道 算 子 。. 
可 测 空间 
可 测 函 数 
可 测 集 
可 和 数 可 加 性 
可 微 变换 
正则 点 
正则 Borel 油 座 
正 向 贺 置 
正 奖 关系 
正 交 射影 
正 交 性 
下 交 增 量 曲线 
正 变 差 
正规 化 前 孙 数 
正规 族 
正 线 性 反 嫩 
正 制 座 


287, 296 | 正比 


218 
58 
226, 443 
59 
59 
316 
109 
252 
397 


8, 34 

8, 61 

5, 18, 138 
209, 429 
379 

55 

243 

95 

93, 227, 417 
1, 92 
111 

142 

~ 191 

332 

d0, d7, 129 
. 18 

2, 3813 
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正 部 

外 正 尖 和 集 
外 国 式 

外 立 数 

外 测度 
去 心 冶 得 
立方 体 导 数 
半 序 集 

加 法 公式 
主 部 
对 前 线 过 级 
对 称 凌 
对 称 导 数 
对 惕 空间 
对 数 

四 序列 

是 性 定理 
西 函 数 
是 集 


集 的 ~ 

因 式 分 解 

在 无 劳 通 点 为 堆 
行列 式 

全 不 连通 集 
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17 

55 

411 
409, 484 
-76 


291, 334 
159 
183, 285 


128, 134, 155, 297: 


273, 324 
453 

304 

70 

91 


型 


47 
138, 158 
359, 406, 409 
81 


全 生 消 数 237. 
会 序 柴 102 
! 金 变 关 139, 190 
闭 子 空间 91 
闭 区 间 7 
闭 包 42 
闭 由 线 241 
闭 区 象 宪 理 136 
闭 集 14, 41 
闭路 径 241 
有 向 区 问 243 
有 了 服 可 加 性 19 
有 拭 变 差 189, 190 
有 界线 性 污 函 113, 133, 151, 155, 472 
有 界 销 数 18, 75 
有 理 函 数 315, 348, 472 
曲线 241 
次 可 加 性 476 
次 调和 国 数 399 
亚 纯 销 数 268, 322, 361 
共 施 指数 72 
洪恩 函数 420 
同 构 101, 441, 4 和 4 
同 移 连续 若 数 族 333 
同 旺 323 
同 伦 266 
多 项 式 130, 255 
仿 射 变 痪 452 
收效 半径 238 
收 合 
一 臻 全 18 
上 几乎 …- 致 ~ 256 


在 紧 集 上 的 一 致 一 
单调 ~ 
依 测 度 一 
能 一 
IL? 中 的 人 
过 度 ~ 

传递 性 

向量 空间 

负 变 菇 

负 部 

轨道 

自然 边界 

导数 
立方 你 ~ 
有 界 变 差 销 数 的 ~ 
对 称 ~ 
变换 的 ~ 
测度 的 ~ 
积分 的 ~~ 
Fourier 变 式 的 一 


极点 的 一 
零点 的 ~ 
整 钞 数 的 ~ 


七 画 


完全 集 
完备 化 
测度 的 ~ 
度量 空间 的 ~ 
完备 测度 
完备 度量 空间 


.256 
25 

85 

291, 297 

77 

381 

385 

39 

142 

17 

377 

380, 382, 393 
180, 182, 237 
188 

198 

183, 285 
202 

182, 184 
186, 197 
216 


253 
251 
375 


210 


33,111 
80, 86 
33 
77 


花 函 . 
正 ~ .0 
乘法 线性 230, 437 
有 界 一 113 
连续 ~ :114 
实 线 性 ~~ 124 
线性 ~ 39 
复线 怪 一 124 
Go 上 的 一 155 
Hilbert 空间 上 的 ~ 94 
Lr 上 的 ~ 151 

证 国 分 析 2 

些 标 集 176 

余 嘴 ”2,313 

余华 7 

求 和 并 138 

到 格 廿 集 133 

体积 58 

连通 集 236 

连续 性 9, 10 

| 连续 线性 省 国 94, 113, 133, 151, 154 

连续 统 假 讼 170 

连续 声 煞 .1 

连续 测度 .177 

极 大 子 民 数 .439 

概 太 性 定理 dd 

极 大 规范 正 交集 .100 

极 冰 理想 - - 433, 435 

极 堂 标 .7178 

极点 253 

极 值 函数 802, 423 

根 值 点 297 
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极限 
平均 ~ . 77 
可 测 函 数 的 一 16 
使 测度 的 一 85 
各 太一 16 
纯 最 39 
部 量 积 88 
序数 9 
扳 解 析 类 452 
张 成 空间 95 
局 部 可 积 靖 数 233, 296 
局 部 颇 空 间 42 
都 城 -40, 42 
良好 的 收缩 序列 181 
从 画 
到 … 上 上 8 
定义 域 8 
侨 立 奇 点 252 
拓扑 8 
拓扑 空间 8 
空间 
内 积 ~~ a8 
可 分 ~ 109 
可 测 ~ a 
完备 度量 人 77 
向 量 ~- 3 
对 惕 ~ 128, 134, 152, 155, 297 
局 部 紧 一 42 
拓扑 一 8 
谋 量 一 9 
紧 一 42 
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赋 范 线性 ~ 
Ranach~ 
~ Hausdorff ~ 
Hilbert~ 
本- 
空 集 
空 随 级 数 
单位 元 
划 位 向 量 
单位 图 周 
单位 贺 盘 
单位 质量 
单位 球 
单 连 通 的 
单 参数 找 
单 值 性 定理 
单刀 收 玖 定理 
音调 性 
单调 函 堵 
董 调 类 
线性 分 式 变换 
线性 序 集 


| 线性 组 全 


线性 变换 
线性 独立 性 
实 线性 芒 函 
实 直 线 
实测 庆 
非 奇 异 算 子 
改 示 定理 
表示 测度 
典范 积 


“112 
112 

想 
89, 404 
88 

6 


327, 381, 426, 461, 483 


178, 229, 427 
113 


113 

266, 323, 335, 388 
266, 386 
88 

25 

19, 49 

210 

162 

329, 352 

102 


~ 47, 154 
130, 478 
359 


241 


始点 
终点 241 
规范 正 交 基 100 
环线 数 946 
王城 312, 346, 351 
卷 积 175, 177, 229 
直接 延 拓 384 
变量 代 换 . 208 
变换 了 
. 可 微 ~~ 207, 429 
信 射 ~ 452 
有 界线 性 ~ 113 
各 性 分 式 ~~ 329, 352 
.， 乒 往 一 39 
驻 载 集 68 
函数 7 
上 半 连 续 ~~ 44 
下 半 连 续 忆 44 
醒 ~ 389 
整 ~~ 238, 367, 449, 483 
.Borel~ 14, 178 
Lebesgue 可 积 一 28, 82, 80 
无 处 可 婴 的 ~ 136 
可 求 和 一 28 
可 测 ~~. 8,34 
正规 化 的 一 191 
本 性 有 界 ~ ?5 
至 连续 ~ 191, 213 
此 ~ 70 
全 纯 一 - 237 
亚 纯 ~ 268, 322, 361 
， 有 界 变 差 ~ 190 


有 界 ~ 18 

有 理 ~ 315, 348, 472 

钦 调 和 ~ 399 

局 部 可 积 ~ 233, 296 
连续 ~ 8 
单调 一 210 
奇 昂 忆 197, 200 
指数 型 ~ 446, 485 
指数 ~ 1, 238 
绝对 连续 ~ 195 
调和 ~ 278 
简单 一 17,79 
解析 一 237 
周期 一 2, 103, 212, 276 

请 数 元 素 | 384 
国 数 的 绝对 连续 性 195 
范 数 75, 88, 112, 201, 403 
参数 区 间 241 
图 象 _ 136 
奇异 国 数 197, 200 
奇 点 379 
径 向 极限 。 283, 290, 293, 371, 404， 
406, 413 

限制 129 
迁 择 冰 数 475 

九 画 

类 时 
类 定理 115 
独立 集 95 
复 代 数 427 
复 台 函数 8 


揽 侧 量 空间 39 
复 同 坊 230, 437 
复线 性 活 国 124 
复 测 座 18, 149 
复数 域 255, 431 
绝对 收 比 的 Fourier 级 数 441 
绝对 收 训 性 138 
绝对 连续 性 142, 149, ] 89 
函数 的 ~ 195 
结合 律 "228 
相 重 性 前 束 213 
测度 
广 文 疏 142 
计数 ~ 20 
正则 ~ 55, 155 
正人 18 
香 称 不 变 僵 59 
完备 一 39 
”连续 一 177 
实 ~ 18 
表示 ~ 130, 478 
复 ~ + 18 
绝对 连续 ~ 143 
”离散 ~ 177 
Rorel ~ 55 
Lebesgue~:.  ， 60 
0 有 有限 一 55, 147, 165, 167 
宰 度 代数 177 
测度 空间 18 
测度 的 极 表 示 149 
滥 映 射 7, 260 
保 毅 328 


» 


真子 
积分 


集 


分 部 一 

在 可 油 集 .上 竟 ~~ 
导 函 数 的 一 
关于 复 测 谋 的 ~ 


116, 205, 259 
8 


268 
269, 273 


268, 276 

261 

244 

446, 456, 485 
1, 238 

162 


434 
6 


22, 28, 155, 260 


211, 283, 296 
24 

197, 200 

155 


” 沿 转 的 ~~ 
沿路 德 的 ~ 

消去 律 
根 式 
根 式 判别 浴 
特征 标 
特征 函数 
加 得 
乘 站 不等式 
莱 法 算 子 
乘法 线性 谤 范 
乘积 测度 
调和 去 辆 
调和 的 优 重 数 
调和 函数 
值 城 
紧 集 
离散 测度 
素 端 点 
射影 
原 象 
部 分 分 式 
部 分 羡 积 
说 集 
预 解 式 
器 收 化 性 


吉海 济 购 


261 
241 

22 
4444 
238 


137, 237, 415, 443 


437 


.483 
93, 226, 417, 425 
7 

315 

364 

62, 434 

dd3 

291, 297 


唯一 性 定理 
商 民 数 
商 空间 
商 范 数 
基本 因 式 
基本 染 
笛 卡 上 几 款 积 


| 黑 次 积分 


偏 导 数 

渐 近 值 
称 位 算 子 
控制 收 敏 定理 
旋转 

密度 

密 点 

理想 
第 一 类 型 集 
第 二 类 型 集 
距离 藻 数 


集 
开 司 - 
不 可 测 ~ 
内 正则 ~ 
外 正则 
半 序 ~ 
可 融 ~ . 
、 闲 ~~ 
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说 明 


这 本 书 是 由 六 从 同志 侣 译 的 ， 李 世 乏 译 序言 和 第 二 、 思 章 , 戴 
元 民主 注释 和 第 四 、 五 .十 八 章 ， 李 奕 翁 译 第 一 、 才 ,十 六 .十 砚 牵 ， 
陈 庆 祺 译 第 三 ,六 ,七 \ 八 ,十 七 章 , 张 契 动 译 第 十 一 ,十 二 ,十 三 章 ， 
做 焕 章 译 第 十 四 ,十 五 二 十 章 . 最 后 全 书 由 戴 软 民 、 李 奕 华 校 态 . 


太 我 们 的 水 平 不 高 , 译文 会 出 现 不 少 的 缺点 和 错误 , 希望 读者 
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